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Vorrede. 

Das vorliegende Buch ist eine Ausarbeitung von Vorlesungen, 
welche Herr Gundelfinger seit über zwanzig Jahren an der Uni- 
yersität Tübingen und an der technischen Hochschule zu Darmstadt 
gehalten hat. Bei der Ausarbeitung benutzte ich theilweise das von 
einem früheren Hörer nachgeschriebene Collegienheft, femer Manu- 
scripte von Herrn Gundelfinger selbst^ sowie dessen zweites und drittes 
Supplement zu Hesse's Vorlesungen über analytische Geometrie des 
Raumes; endlich aber war es ganz besonders ein fortwahrend reger 
persönlicher Verkehr^ während dessen mich Herr Gundelfinger in seine 
Methoden einführte. Diesem persönlichen Verkehr verdanke ich über- 
haupt die Anregung zur Herausgabe des Buches ^ bei der ich für die 
stilistische Durchführung und theilweise Anordnung des Stoffes natür- 
lich die volle Verantwortlichkeit selbst übernehme. 

Es gibt zwar eine grosse Zahl guter Lehrbücher der analytischen 
Geometrie der Kegelschnitte; sie sind jedoch entweder zum grössten 
Theil elementar gehalten, oder bieten zu wenig, wie z. B. Hessens be- 
kannte sieben Vorlesungen über dieses Gebiet, die doch eigentlich nur 
ein werthvoUes Bruchstück darstellen. Das ausgezeichnete Werk über 
Kegelschnitte von Salmon-Fiedler ist zwar von grosser Vollständigkeit 
und von höchstem pädagogischem Werth namentlich durch den Um- 
stand, dass mitunter ein und dasselbe Theorem an verschiedenen Stellen 
wiederkehrt und demgemäss von mehreren Seiten beleuchtet wird; 
aber gerade dieser Vorzug des Buches musste nothwendig die harmo- 
nische Einheit der Darstellung etwas Noth leiden lassen. Das vor- 
treffliche Werk über Geometrie der Ebene von Gl ebsch- Lindemann 
endlich verfolgt ein viel weiter gehendes Ziel als dasjenige, welches 
einer Geometrie der Kegelschnitte gesteckt werden muss. Das Linde- 
mann'sche Buch füllt eine wesentliche Lücke in der mathematischen 
Litteratur aus, indem es in seinem Hauptinhalte eine Theorie der Curven 
beliebig hoher Ordnung uud der mit ihnen im Zusammenhang stehen- 
den algebraischen Functionen (resp. AbeFschen Integrale) gibt. Die 

beiden zuletzt erwähnten Werke lösen ausserdem die wichtigsten 

a* 



IV Vorrede. 

metrischen Probleme über Kegelschnitte fGr Parallel- und Dreiecks- 
coordinaten getrennt; für die letzteren fast immer in einer Gestalt, 
dass die entsprechenden Formeln in Parallelcoordinaten nicht ohne 
weiteres aus ihnen folgen können. 

In den hier herausgegebenen Vorlesungen des Herrn Gundelfinger 
sind sämmtliche Probleme vermittelst der (^^Standt-Fiedler^schen^) 
projectiyischen Goordinaten behandelt, so dass die Formeln für Parallel- 
und specielle Dreieckscoordinaten sich ohne weiteres durch besondere 
Annahmen ergeben. 

Da für die Geometrie der geraden Linie und des Punktes Hesse's 
yyVorlesuDgen aus der analytischen Geometrie der geraden Linie^ des 
Punktes und des Kreises in der Ebene'' vorhanden sind, habe ich 
dieses Gebiet bei der Herausgabe von Herrn Gundelfinger's Vorlesungen 
ausser Acht gelassen, und nur mit Rücksicht auf spätere Paragraphen 
sind in §§ 1 — 3 des Buches die endgiltigen Formeln für die Theorie 
der allgemeinen projectiyischen Goordinaten nach einer Methode von 
Herrn Gundelfinger entwickelt. §§ 4 — 7 behandelt die Curven zweiter 
Ordnung und zweiter Classe (Pol, Polare u. s. w.), die Classification 
und Kriterien der Kegelschnitte (wohl in vollständig neuer Ableitung), 
sowie das Kreispunktepaar. In §§ 8 — 9 werden gewisse Gleichungen 
mit nur reellen Wurzeln betrachtet und der Invariantenbegriff ent- 
wickelt; § 10 ist der^ Transformation der Curven zweiter Ordnung auf 
die Hauptazen gewidmet Es wird dabei im Anschluss an § 8 im 
Principe die interessante Aufgabe gelöst, zwei quadratische Formen 
mit contragredienten Veränderlichen (im speciellen Falle den Aus- 
druck für die gegebene Curve zweiter Ordnung und denjenigen für das 
imaginäre Kreispunktepaar) gleichzeitig in eine Summe von Quadraten 
zu verwandeln.^ Die §§11 und 12 enthalten in Kürze die elemen- 
taren Eigenschaften der nicht ausartenden Kegelschnitte, sowie das 
Wichtigste über die Erzeugung der Curven zweiten Grades durch 
projective Strahlenbiischel und Punktreihen. 

Die bisher genannten §§ 1 — 12 bilden den ersten Abschnitt des 
Werkes, während der zweite Abschnitt (§§ 13 — 26) den Kegelschnitt- 
büscheln ^ Kegelschnittnetzen und dualistisch entsprechenden Gebilden 
gewidmet isi In §§ 13 — 16 werden die Schnittpunkte und gemein- 
samen Tangenten zweier Kegelschnitte bestimmt und die allgemeinen 
Eigenschaften des Kegelschnitt-Büschels, resp. -Schaar^ entwickelt, in 
§ 17 einige algebraische Formen geometrisch gedeutet. Hieran reiht 
sich in §§ 18 und 19 eine Untersuchung der confocalen Kegelschnitte 
und der zwei mit ihnen in Zusammenhang stehenden Systeme doppelt- 
berührender Kreise. § 20 behandelt die wichtigsten Curven mit in- 
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▼arianter Beziehung zu einem Kegelschnitt-Büschel^ resp. -Schaar (ins- 
besondere auch Mittelpnnktskegelschnitty Steiner'sche Parabel^ die ihr 
reciprok entsprechende bekannte gleichseitige Hyperbel), § 21 enthält 
die Formeln für Mittelpunkt und Radius des Ertlmmungskreises, der 
irgend einem Punkte einer Curve h^ Classe oder n^ Ordnung zu- 
gehört, femer die Gleichungen fQr die Evolute einer Gurre zweiter 
Classe oder Ordnung. In §§ 22 — 25 wird die Theorie der Kegelschnitt- 
Netze und -Gewebe dargelegt, § 26 ist gewissen conjugirten, linearen 
Kegelschnittsystemen gewidmet. 

Die letzteren Paragraphen enthalten vielfach nur die GrundzQge 
der betreffenden Theorie, soweit sie für die Anwendung in dem das 
Buch abschliessenden Anhange erforderlich sind. Dieser Anhang soll 
im wesentlichen zeigen, in welcher Weise die im Haupttezte ent- 
wickelten Methoden fruchtbar gemacht werden können zur Lösung 
allgemeinerer Aufgaben und zum Beweise von Sätzen; übrigens sind 
mitunter auch Methoden angewandt, die sich im Haupttezte nicht 
finden. Besonders werden zahlreiche Sätze abgeleitet, welche Steiner 
in seinen Abhandlungen (fast sämmtlich ohne Beweis) aufgestellt hat. 

Als eine hübsche Anwendung der Lehre von den Poldreiecken und 
der Theorie der Kegelschnittbüschel sind am Schlüsse des Anhanges 
zwei von Herrn Gundelfinger seit längerer Zeit vollendete Untersuchungen 
über specielle Classen algebraischer Integrale aufgenommen worden. 

Die Zahl der im Anhange enthaltenen Aufgaben und Sätze hätte 
sich leicht vermehren, insbesondere auf Curven höherer Ordnung aus- 
dehnen lassen; doch unterblieb dies, um das Buch nicht zu umfang- 
reich zu gestalten. Die meisten Aufgaben und Sätze des Anhanges 
nebst Lösungen und Beweisen rühren von Herrn Gundelfinger her, 
mehrere hat auch der Herausgeber theils selbständig hinzugefügt, theils 
auf Anregung von Herrn Gundelfinger bearbeitet. 

Diejenigen Nummern des Anhanges, welche schwierigere Aufgaben 
behandeln, oder zu deren Erledigung noch andere als nur analytisch- 
geometrische Hilfsmittel nöthig waren, sind durch * bezeichnet. 

um Missdeutungen zu entgehen, möge zum Schlüsse noch be- 
merkt werden, dass die meisten Citate sich auf Steiner'sche Sätze 
beziehen, die mitunter wörtlich angeführt sind; die übrigen vereinzelt 
auftretenden Citate kamen meist zur Anwendung, wenn die ursprüng- 
liche Quelle eines Theorems nicht als allgemein bekannt vorausgesetzt 
werden durfte. 

Darmstadt, den 9. Januar 1895. 

Friedrieli Dingeldey. 
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Verbesserungen. 

Seite 2, Zeile 14 yon unten ist nach den Worten ,,de8 Dreieckswinkels A," 

einzufOgen: und E im Inneren des Dreiecks. 
„ 23, „ 17 yon oben lies „projectiven** statt projectiyen. 
„ 61, „ 2 Ton unten lies 1) statt 2). 

„ 64, „ 11 yon oben lies F{py p) > statt F{pj p) < 0. 
„111, „ e yon unten lies [a, o]* statt [a, co]. 
„ 144, „ 16 yon unten sind die Worte „nur dann" zu streichen. 
„ 289. Ein etwas einfacherer Ausdruck für die Axe der Parabel ergibt 
sich, wenn eine der beiden Gleichungen in (122) mit cos w multi- 
plicirt und zur anderen addirt wird. Man erhält alsdann 

^* ^'^ aji + flj« — 2ai, cos w 

oder auch 

n r-l-<i tf I ^8(<»il + ^«— ^«1« Q0g<g) + A8 COSI0 4- ^, 

Oll -|- o,) — "ajj cos «7 

„ 868, Zeile 12 yon oben lies 816 statt 216. 

„ 874, „ 16 „ „ lies gleiche (positiye) Vorzeichen statt gleiche 

Vorzeichen. 
„ 18—21 sind die Worte „hieraus folgt, dass auch 
^88 ■■''^1 1 %9~'' V*i%^^^ seinmuss" zu streichen. 



I. Abschnitt. 

Einleitende Betrachtungen. Die fundamentalen Eigenschaften 

eines Kegelschnitts. 

§ 1. 

Das Coordinatendreieck« Punkt- und Linienooordinaten. 

Die Grundlage der analytischen Geometrie bildet bekanntlich eine 
Methode, die uns in den Stand setzt, jeden beliebigen Pankt der Ebene 
oder des Raumes durch Zahlen der Art festzulegen, dass bei Angabe 
dieser Zahlen die Lage des Punktes eindeutig bestimmt ist. Ein Mittel 
hierzu bieten z. 6. die recht- oder schiefwinkligen Coordinaten von 
Descartes oder die Polarcoordinaten oder irgend eine Art Dreiecks- 
coordinaten u. s. w. 

Auch im Folgeiiden werde ein Dreieck, das Coordinatendreieck, 
zu Grunde gelegt, ausserdem innerhalb desselben ein fester Punkt, der 
sogenannte Einheitspunkt^). Es seien a^,^^, a^ die Geraden, welche 
das Dreieck bilden, Ä^, A^, A^ die ihnen resp. gegenüberliegenden 
Ecken und Winkel, E der Einheitspunkt. Dabei mögen o^y (^^ cl^ i^ 
nach Bedarf bald Bezeichnungen für jene Geraden sein in ihrer un- 
endlichen Ausdehnung, bald die absoluten Längen der Dreiecksseiten 
bedeuten. Bezüglich des Punktes E werde angenommen, dass er von 
den Seiten di^ciiyCL^ resp. die Abstände e^ye%y€^ habe, wobei die zwar 
willkürliche, aber zweckmässigste Verabredung getro£Fen werden möge, 
diese Abstände stets als positiv anzunehmen. 

Sind nun q^y q^, q^ die Abstände eines beliebigen Punktes P von 
den Seiten des Dreiecks, so verstehen wir nach v. Stau dt und Fiedler^) 

1) Davon abgesehen, dass dieser Punkt mit keiner Ecke des Dreiecks zu- 
sammenfallen darf, könnte man ihn ganz beliebig in der Ebene annehmen, doch 
erweist sich die Lage innerhalb ^des Coordinatendreiecks als die zweckmässigste, 
da bei ihr keine der Seiten des Dreiecks irgendwie ausgezeichnet ist. 

2) v. Stand t: „Beiträge zur Geometrie der Lage^*, 2. Heft, Nürnberg 1857, 
S. 266 f.; W. Fiedler: „Üeber die projectivischen Coordinaten", Viertel] ahrs- 
schrifb der naturforschenden Gesellschaft in Zürich« 15. Jahrgang, 1870, S. 152 
— 182, oder anch „Analytische Geometrie der Kegelschnitte'^ nach G. Salmon 

Gondel fingor, Vorlesongen. 1 



2 I. Abschnitt. § 1. 

unter den Coordinaten dieses Punktes Zahlenwertbe x^^, x^, x^, 
welche die Relation erfüllen: 

Die Coordinaten eines Punktes sind demnach Zahlen, 
welche proportional sind den Abständen des Punktes von 
den Seiten des Coordinatendreiecks, jeder Abstand dividirt 
durch die Entfernung des Einheitspunktes von denselben 
Seiten. 

Bückt der Punkt P insbesondere in den Einheitspunkt Ey so 
werden die g, und e,- (t = 1, 2, 3) bezüglich gleich und (1) verwandelt 
sich in Xy^i x^i x^ ^== 1 1 1 1 1. Weil in diesem Falle die Verhältnisse 
der Coordinaten sämmtlich gleich der Einheit werden, hat man den 
Punkt E den Einheitspunkt genannt. 

In (1) sind die Abstände g, mit dem positiven oder negativen 
Vorzeichen zu versehen, je nachdem die Punkte P und E in Bezug 
auf die Gerade o,- auf gleichen oder verschiedenen Seiten liegen. 

Durch die drei Geraden ai entstehen in der Ebene, vom Coordi- 
natendreieck abgesehen, noch sechs Bezirke, von denen drei begrenzt 
werden durch die Verlängerungen je zweier Seiten des Dreiecks über 
ihren Schnittpunkt hinaus und durch die unendi|ch ferne Gerade: sie 
mögen als die drei trigonalen Felder bezeichnet werden; die drei 
anderen, die tetragonalen Felder, werden begrenzt durch eine Seite 
des Dreiecks, die Verlängerungen der beiden anstossenden Seiten und 
die unendlich ferne Gerade. Es sind daher je nach der Lage des 
Punktes P bezüglich der Vorzeichen der Abstände qi im ganzen sieben 
verschiedene Fälle möglich. Liegt z. B. P im Scheitelwinkel des Drei- 
eckswinkels Ä^y so ist $2 positiv, q^ und q^ sind negativ. 

Man sieht leicht, dass'das Produkt q^q^q^ positiv oder negativ 
ist, je nachdem der Punkt P in einem trigonalen oder tetragonalen 
Felde liegt; dabei ist vorausgesetzt, dass der Einheitspunkt in einem 
trigonalen Felde angenommen wird. Das Umgekehrte findet statt, 
wenn der Einheitspunkt in einem der tetragonalen Felder liegt. 

Aus (1) ersieht man, dass die Coordinaten x^y x^^ x^ selbst nicht 
völlig bestimmt sind, wohl aber ihre Verhältnisse. Mit Benutzung 
eines Proportionalitätsfactors q lässt sich daher die laufende Proportion 



frei bearbeitet von W. Fiedler, 5. Aufl., 1. Theil, S. 141 ff., 1887. Vgl. übrigens 
auch W. R. Hamilton: „Elements of Quaternions^^ edited by W. E. Hamilton, 
London 1866, S. 27, sowie die nach dem Manuscript einer Vorlesung von Herrn 
Gundelfinger gegebene Darstellung bei Herrn H. Cranz: „Lehrbuch der ana- 
lytischen Geometrie der Ebene", 1. Theil, Stuttgart 1892, S. 162—183. 



Abstände eines Punktes von den Seiten des Coordinatendreiecks. 3 

(1) ersetzen durch die Gleichungen: 

(2) ji =» Qe^x^, q^ = Qe^x^, ^3 = ge^x^. 

Zwischen diesen drei Abstanden g,- und den Hohen hiyThi\ ^^s 
Dreiecks besteht nun die Relation^) 

fuhrt man in dieselbe die Werthe der qi aus« (2) ein, so ergibt sich 

(4) C.ftf + *f + ^0 = 1. 

Für die Coefficienten * in dieser Gleichung wollen wir die kürzere 
Bezeichnungsweise anwenden: 

(5) J=Ä, ^=Pt, X-P^ 

und erhalten alsdann durch Substitution des aus (4) folgenden Werthes 
von Q in die drei Gleichungen (2) die Formeln 

\PJ ffl *" 8 ? ^2 "^ 8 > ffS 8 > 

111 

mit deren Hilfe die Abstände eines Punktes von den Seiten des Co- 
ordinatendreiecks berechnet werden können, wenn die Verhältnisse 
Xiix^ix^ der Coordinaten des Punktes gegeben sind. 

3 

Da für ^PiXi = diese Abstände unendlich gross werden, so 
1 
wird durch 

(7) l>i«i + 1>2^2 4- JPs^s — 

der geometrische Ort aller Punkte dargestellt, die von den Seiten des 
Coordinatendreiecks unendlich weit entfernt sind, d. h. es ist (7) die 
Gleichung der unendlich fernen Geraden. 

Nachdem wir im Vorhergehenden in (1) Werthe für die Dreiecks- 
coordinaten eines Punktes gegeben haben, handelt es sich nun noch 
darum, auch eine gerade Linie durch Coordinaten festzulegen. 

Es sei also wieder gegeben ein Coordinatendreieck Ä^A^A^, ferner 
ein beliebiger Punkt P und eine beliebige Gerade U. Sind dann g^, 

1) Der Inhalt J des Dreiecks A^A^A^ besitzt nämlich einerseits den Werth 

1 2^ 

^ =« -ö-(«i9'i + ^2s + ^S's)! lind andrerseits ist a. = x" (* = 1| 2, 3); substi- 

tnirt man nun die Werthe der a^ in diesen Ausdruck fSr J und dividirt die so 
entstehende Gleichung durch ihren Factor J^ so erhält man (3). Ein Beweis, der 
die geometrische Anschauung nicht benutzt, folgt in der Fussnote zu (11), S. 4. 
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q^y q^y q die Abstände des Punktes P resp. von den Seiten des Drei- 
ecks und von der Geraden 77^ bedeuten ferner oi, X, ft drei Constanten, 
die nur von der Gestalt des Goordinatendreiecks und von der Lage 
der Geraden IT gegen dasselbe abhängen, so ist stets: 

(8) « = ««!+ Aft + (iq^. 

Sind nämlich ü'^ «= 0, iJg = 0, f^ == 0, U=0 die Gleichungen 
der Seiten unseres Goordinatendreiecks und der Geraden 11, bezogen 
auf ein beliebiges^ z. B. rechtwinkliges, Coordinatensystem mit dem 
Anfangspunkte in E, so lassen sich bekanntlich drei Factoren x, X, (i 
der Art bestimmen, dasa die Identität besteht: 

(9) U=xU^ + XU, + (iU^. 

Wir dürfen auch annehmen, dass U, Zfy, U^y U^ in der Hesse'schen 
Normalform gegeben sind, in welchem Falle die Ausdrücke — ?7, — ü^ 
u. s. w. bekanntlich den senkrechten Abstand^) des Punktes P von den 
betreffenden Geraden ausdrücken, wenn man an die Stelle der Yariabeln 
die Coordinaten dieses Punktes einsetzt, d. h. wir erhalten 

« = «& + ^^2 + M3- 

Die Gonstanten x, A, ft bestimmen sich natürlich aus den Goefü- 
cienten der Gleichungen jener Geraden, hängen also in der That nicht 
von der Lage des Punktes P, sondern nur von der Lage der Seiten 
des Goordinatendreiecks und der Geraden 77 ab. Diese Constanten 
lassen sich daher auch leicht bestimmen durch specielle Annahmen 
hinsichtlich der Lage des Puuktes P Wir bezeichnen zu dem Zweck 
die Abstände der Ecken A^, A^y A^ des Goordinatendreiecks von der 
Geraden TT resp. durch äj, n^y n^ und verlegen nun den Punkt P in 
die Ecke A^. Alsdann ist g =* ä^, 2i = ä^, g^ = Jj = 0, und die 
Gleichung (8) liefert ^Tj = xÄ^, woraus folgt 

(10) X = Yf ^°^ analog wird A = ~ , ft = ' • 

Mit Hilfe dieser Werthe verwandelt sich die Gleichung (8) in 

(11) 3 = |^3. + ^3,+ 5&.*) 

Liegt nun der Punkt P irgendwo auf der Geraden Ily so verschwindet 

1) Die Ableitung zeigt, dass der Abstand eines Punktes P von einer Geraden 
n positiv oder negativ zu nehmen ist, je nachdem die Punkte P und E auf der- 
selben oder auf entgegengesetzten Seiten von 77 liegen. 

2) Es möge noch bemerkt werden, dass sich auch aus (11) leicht die Formel 
(3) ergibt; dividirt man nämlich (11) durch q und lässt man die Gerade 77 ins 

Unendliche rücken, so wird -^ = "* =« ^ = 1, und es bleibt i « |l + ^ + f« . 

q q q \ h^ h^ 
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q, und mit Hilfe von (2) erhält man 
(12) ?ip,^ + ^^ + '3^.,,..0. 

Diese Gleichung wird nur von solchen Werthsystemen x^^ x^, x^ 
erfällty welche den Coordinaten eines auf 11 gelegenen Punktes zu- 
gehören, wobei die Gerade 77 von den Ecken des Coordinatendrei- 
ecks die Entfernungen Tt^^ n^^ n^ hat; es kann daher (12) als die 
Gleichung dieser Geraden bezeichnet werden. Die Coefficienten von 
^1} ^s; ^ nennt man die Coordinaten der Geraden^ es sind dies 
hiernach Werthe u,^ u^y u,, welche die Relation erfüllen: 



Cj«, _ c,ir, «8«8 



(13) u,:u^iu,^ Ä, • Ä. • A3 ' 
d. h.: 

Die Coordinaten einev Geraden sind Zahlen, welche pro- 
portional sind den Abständen der betreffenden Geraden von 
den Ecken des Coordinatendreiecks, sowie den Abständen 
des Einheitspunktes von den gegenüberliegenden Seiten, 
umgekehrt proportional den Höhen des Coordinatendreiecks. 

Eine Gleichung von der Form 

(14) u^x^ + u^x^ + u^x^ = 

drückt hiernach die vereinigte Lage des Punktes x^, x^, x^ und der 
Geraden u^, u^, u^ aus^); andrerseits wird (14) für gegebene Coordi- 
naten eines Punktes (etwa für x^:x^: x^'=» ^ :^ : --) nur dann von 

den Coordinaten i«^, u^, u^ gerader Linien erfüllt, wenn diese durch 
den gegebenen Punkt hindurchgehen; man nennt daher eine Gleichung 
von der Form 

(15) f-«^ + f^«, + ^«, = 

Oj cj Cj 

die Gleichung jenes Punktes. 

Auch die Coordinaten t<i, t^; t«, einer Geraden sind nach (13) nicht 
völlig bestimmt, sondern nur ihre Verhältnisse. Setzen wir, mit 6 
einen Proportionalitätsfactor bezeichnend, 

(16) tfW, = _, (TM, __, tftl3 = -^, 

so lässt sich dieser Factor 6 leicht durch die Coordinaten u,- der 
Geraden, €i des Einheitspunktee, sowie die Winkel des Coordinaten- 
dreiecks ausdrücken. 



1) Wir werden im Folgenden statt Punkt mit den Coordinaten x^^ x^^ x^ 
gewöhnlich kürzer sagen Punkt Xi, x^, x^ oder auch Punkt x und in analoger 
Weise von einer Geraden u^ , Wf , t4^ oder einer Geraden u reden. 
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Sind nämlich 

(17) U^xcos a + y sin a — d = 0, Di^Ä cos «i + y sin a,- — Äf «= 

(» = 1, 2, 3) 

die Gleichungen der Geraden 77 und der drei Seiten des Coordinaten- 
dreieckSy bezogen auf irgend ein rechtwinkliges System, so bestehen 
auf Grund der Identität (9) die Kelationen: 

(18) cosa^xcoBccj^-}- Xcosa^-}- (tcoBa^f 8mtt=^xBinai-\-X8ma^'^iisiaa^j 
und hieraas folgt durch Quadriren und Addiren beider Gleichungen: 

(19) l=x*+A^+f** + 2x^cos(ai,a2) + 2Af*cos(a„a3) + 2ftxco8(a3,ai), 

wo (a,-, flfj;) den Winkel bezeichnet, den die vom GoordinateuanfEing 
auf die Geraden üi, at gefällten Lothe mit einander bilden und der 
zugleich kleiner ist als zwei Rechte, d. h. (o,*, at) ist derjenige Winkel 
der beiden Geraden, in welchem der Coordinatenanfang nicht liegt. 
Gehen wir nun wieder zu unserem Coordinatendreieck zurück und sub- 
stituiren wir die in (10) gegebenen Werthe von x, A, ft in die Glei- 
chung (19), so verwandelt sich dieselbe in 

(20) 1 = ^* + «^ + j; + 2 J^ cos K, «,) + 2^5 cos («,. fl.) 

WO unter (a,-, Uk) derjenige Winkel der beiden Geraden a,-, a* zu ver- 
stehen ist, in welchem der Einheitspunkt nicht liegt. Speciell bei 
der früher getroffenen Verabredung den Einheitspunkt in das Innere 
des Dreiecks A^Ä^A^ zu verlegen, ist daher (a,-, ük) nicht etwa der 
Dreieckswinkel der beiden Seiten a,, a^, sondern dessen Nebenwinkel, 
ein Aussenwinkel des Dreiecks. 

Femer folgt aus (20) mit Berücksichtigung von (16): 

■ 

*'(^' + v' + 5^ + 2^7? cos («., «0 + 2^ cos («,, o.) 

+ 2^cos(a„aj) = l, 
und wenn man zur Abkürzung setzt 

(21) ^• + ^* + ^;+2^co8(a„a,) + 2^co8(a„a,) 

4.2"' **• 

folgt: 

(22) ff = 



+ 2 ^ cos (oj, Ol) = m («1, «,, tts) , 



± y<» («I . ««1 . «^) 



Barycentriflche Coordinaten. 7 

Hierbei ist in {22) das Yorzeicheu der Quadratwurzel so zu 
wählen, dass der Abstand des Einheitspunktes von der Geraden 11 
positiv wird; denn dieser Punkt hat von allen Geraden der Ebene 
positiven Abstand^ da auch seine Abstände von den Seiten des Goordi- 
natendreiecks als positiv angenommen wnrden. Es muss daher auf 
Grund von (11) stets die Ungleichung erfüllt sein: 

"ST + IT + X > ^' 

welche sich mit Benutzung von (16) verwandelt in 

(23) <i(u,+u, + u,)>0, 

woraus hervorgeht^ dass <f stets dasselbe Vorzeichen zu er- 
halten hat wie die Summe Wi + Wj + «3 0- 

Es möge nun noch an zwei Beispielen gezeigt werdeu, wie manche 
vielfach gebräuchliche Coordinatensysteme nur einen speciellen Fäll 
des bisher betrachteten Systems bilden , das ein Coordiuatendreieck 
nebst einem Einheitspunkte benutzt. 

Das erste Beispiel seien die barycentrischen oder Flächen- 
coordinaten, welche von Mobius in seinem barycentrischen Galcul 
vielfach benutzt wu):den^). Man erhält dieselben dadurch, dass man 
den Einheitspunkt in den Schwerpunkt des Coordinatendreiecks legt; 

alsdann ist e,- = y ä< (i *= 1, 2, 3) und für die Coordinaten Xi eines 

Punktes P folgt aus (1): 

9i 9< 9a 

Es sei nun z/ der Inhalt des Dreiecks A^A^A^, d^ der Inhalt 
des Dreiecks PA^A^, femer z/j = PA^A^, z/3 = PA^A^] mit Hilfe 
von 2jd = Uihi (i »= 1, 2^ 3) verwandelt sich daher unsere laufende 
Proportion in 

(24) x^: x^: x^ = (Z^q^ : agfe • %ft ^^^^ ^^ x^:x^:x^^= ^d^: z/g : z/3. 

Jetzt sind demnach die Goordinaten eines Punktes P proportional 
zu den Inhalten derjenigen Dreiecke ; welche durch den betreffenden 
Punkt P und die Endpunkte der ihm gegenüberliegenden Seite des 
Coordinatendreiecks bestimmt sind. Man pflegt daher in diesem Falle 
von den Flächencoordinaten des Punktes P zu reden. Natürlich ist 
das Vorzeichen der Dreiecksinhalte wohl zu berücksichtigen. Es wird 



1) In § 7 wird auch analytisch bewiesen, dass oi{Ui, u^^u^ für reelle Werthe 

der u niemals negativ, also ^10 («1 , Ug , Ug) nie imaginär werden kann. 

2) „Der barycentrische Calcal". Leipzig, 1827. § 23 und 31, oder auch in 
den „Gesammelten Werken^S Bd. I, S. 46 und 61 f. 
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Fig. 1. 



z. B.^ wenn wir den Inhalt von A^Ä^Ä^ als positiv voraussetzen, der- 
jenige von ^1 = PA^A^ positiv oder negativ, je nachdem man bei 
einem Umlauf um ^j von P aus über A^ nach Al^ die Fläche dieses 
Dreiecks auf derselben (linken oder rechten) Seite hat, wie die Fläche 
von z/ bei einem Umlauf von A^ aus über A^ nach A^, oder je nach- 
dem dies nicht der Fall ist. 

Das zweite Beispiel seien die gewöhnlichen schiefwinkligen 
Parallelcoordinaten. Um diese zu erhalten, lassen wir eine Seite 
des Dreiecks, etwa a^, mit der unendlich fernen Geraden zusammen- 
fallen und verlegen den Einheitspunkt 
E auf die Halbirungslinie des Winkels 
A^A^Ai =» i^ der Art, dass die von E 
bis an die Seite c^ gezogene Parallele 
EM zu a, die Länge 1 hat, ebenso wie 
die von E bis an die Seite a^ gezogene 
Parallele EN zu a^. Es ist alsdann 

ßi = ^2 = sin w; , 63 = oo , -^ = 1^ 

Betrachten wir ferner a^ und a^ als die 
Abscissen- bezw. Ordinatenaxe eines 
Systems schiefwinkliger Parallelcoordinaten mit dem Axenwinkel w 
und sind Xy y die auf dieses System bezogenen Coordinaten des Punktes 

P, so ist qi=^ X sin w, q%=^y sin w und -?i «= a;, ^ = y, so dass sich 

die Proportion (1) verwandelt in 

K/u%jj Xt • Xa m Xa ' X m y • X , 

und umgekehrt ist x = x^ : x^, y '=' ^i ' ^3, wir haben demnach hier 
die bekannten homogenen Coordinaten, die besonders von Plücker 
und Hesse mit grossem Erfolg angewandt wurden. 

§2. 

Elementare metrische Beziehnngen zwisohen Punkten und 

geraden Linien. 

Wir wollen uns nunmehr die Aufgabe stellen, den Abstand eines 
Punktes yj, y^, y, von einer Geraden u^, u^, u^ zu berechnen. 

Dieser Abstand ist zunächst nach Gleichung (11) des vorhergehen- 
den Paragraphen bestimmt durch 

ein Ausdruck, der sich mit Benutzung von (16) verwandelt in 




\ 



Abstand eines Punktes von einer Geraden. 9 

und wenn man hier für die qi ihre Werthe aus (6) einsetzt, sowie die 
Gleichung (22) benutzt, ergibt sich fQr den gesuchten Abstand die 
Formel: 

(A) ff = 8 

Ertheilt man hier der Wurzel dasselbe Vorzeichen, welches 
^1 + f ^ 4~ ^ hat, so liegt der Punkt y mit dem Einheitspunkt auf 
derselben Seite der Geraden, wenn q einen positiven Werth erhält; 
hingegen sind der Punkt y und der Einheitspunkt durch die Gerade 
getrennt, wenn q negativ ist 

Man erkennt auch aus (1), dass für alle Punkte, welche auf einer 
and derselben Seite der Geraden u^Xi -{"'^^s 4" ^^s "^ ^ liegen, das 

Vorzeichen von -- ^ -T ^ y« y "^ ^ j- dasselbe bleibt; denn für alle diese 

jPi yi + p«yi + j'ay. ' 

Punkte hat q dasselbe Vorzeichen, da das Zeichen bei ^©(ui, Wj, Wj) 
von der Lage des Punktes y unabhängig ist und nur mit dem Zeichen 
von t«i + % 4" ^8 übereinstimmen muss. 

Eine besondere Erwähnung erfordert der Fall, dass u^ -f~ ^^2 4~ ^s ^== ^ 
ist^ also die Gerade u^x^ 4* ^a^a H~ ^s^s "^ ^ durch den Einheitspunkt 
hindurchgeht Man zieht hier bei Entscheidung der Frage, auf welcher 
Seite der Geraden u^x^ + Mjar^ + Wjorj = ein gegebener Punkt y 
liegt^ die Ecken des Coordinatendreiecks zu Hilfe. Hat dann 

«iVi + ^ly » + ^ys 
Piyt +i>sya +i>»y3 

dasselbe Zeichen wie — (i «= 1 oder 2 oder 3), so liegt der Punkt y 

mit der Ecke ti« »» des Coordinatendreiecks auf derselben Seite der Gera- 
den Uj^Xi + u^x^ -J- Wja?3 = 0; hingegen werden y und Wj = durch äiese 

Gerade getrennt, falls **>y* \ "«y « + "»y« und — entiregengesetzte Vor- 

zeichen haben. 

Liegen schiefwinklige Parallelcoordinaten zu Grunde, so ist, wie 
bereits in § 1 bemerkt wurde, 6^ = e^ = sin w, 63 «=» oo, 



e<, 



femer wird cos (oj, a^) = cos (2 2J —•«;)•« — cos w, denn (a^, a^) ist 
derjenige Winkel der beiden Coordinatenaxen, in welchem der Einheits- 
punkt nicht liegt Der Ausdruck für o(w,, «2,1^3) (Gleichung (21) 
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des vorhergeheDden Paragraphen) vereinfacht sich daher im jetzigen 
Falle in: 

«1* -j- «,* — 2^1 U, C081Ö 



(2) 



fi}(Wi,W2,W3) 



sin^to 



8 



während sich ^j Ptifi auf y^ reducirt; fdr q erhält man also nunmehr 

1 

{u^x + t«,y -j- Mg) sin w 



(3) 



2 = 



i ]/«,* + **i* — 2ttiUj C08 w 



In Analogie zu der Hesse'schen Normalform der Gleichung der 
geraden Linie x cos a -{- y sin a — d = bei rechtwinkligen Cartesi- , 
sehen Coordinaten werden wir die Gleichung einer beliebigen Geraden 
Wi^i + WjiTj + *^^8 = bei Dreieckscoordinaten durch Division mit 

")/(d(mi, Wj, Mj) auf die Normalform bringen und wir werden sagen^ 
die Gerade u sei in ihrer Normalform gegeben, wenn 



wobei nach (22) und (23) in § 1 das Vorzeichen der Wurzel mit dem- 
jenigen von t^i 4~ ^3 ~{~ ^3 übereinzustimmen hat. 

Die Gleichung (21), durch welche C3(ui,u^,u^) definirt wurde, 

lässt sich übrigens mit Hilfe von o^ = ir —^-^ ^' auch schreiben 
in der Form ' * 



(4) 



wobei 



0>K> W«; Ws) ~ 0^11 «*1* + <Ö22 V + 0^83 V 



(5) 



(O 



11 



(O 



18 



o 



18 



o, 



21 



o 



82 



O, 



88 



O, 



(D, 



Ol« 



0, 



Cj «2 '^s 



'81 "'82 "'83 

denn diese Determinante ist nach Einführung der Werthe der 0,-;^ gleich 

1 cos (aj, ttj) cos (ttj, a^) 

cos(a2, «1) 1 cos(a8,ag) 

cos (ag, Gl) cos (ttg, Oj) 1 

und verschwindet zufolge der Relation 

1 + 2 cos (aj, ttg) • cos (oj, Og) • cos (og, aj 

— cos* (a^, Og) — cos* («2, «8) — ^^8* (^* ^1) "^^ ^7 

welche besteht, so lange die Summe der Winkel (o^, a^), (o,, ag), (Og, aj 
vier Rechte beträgt^ was hier der Fall ist, da diese Winkel der Seiten 
des Dreiecks nach unseren früheren Verabredungen über die Lage des 



Winkel zweier Geraden. 11 

Einheitspunktes diejenigen sind, in welchen der Einheitspunkt nicht 
liegt, also die Aussenwinkel des Dreiecks. (Vgl. auch S. 14.) 

Wahrend die Determinante (5) zwar den Werth Null hat, lässt 
sich andrerseits nachweisen, dass nicht alle Unterdeterminanten von 
(5) verschwinden können, so lange das Coordinatendreieck ein eigent- 
liches ist Für die ünterdeterminanten Slu der Diagonalelemente findet 
man nämlich die Werthe 

und diese drei können niemals gleichzeitig verschwinden, so lange 
zwei Seiten des Dreiecks im Endlichen liegen ohne zusammenzufallen. 
Würde eine Seite, z. 6. a^, ins Unendliche rücken, so wäre allerdings 
^3 =a 00, daher Sl^^ -» Sl^i "^ ^7 ^^^^ «^ss ^^^ demn immer noch von 
Null verschieden. 

Wir wollen nunmehr den Winkel bestimmen, welchen zwei durch 
ihre Gleichungen gegebene beliebige Geraden mit einander bilden; 
zuvor mögen speciell die Winkel berechnet werden, die eine beliebige 
Gerade mit den Seiten des Coordinatendreiecks bildet. 

Zu diesem Zweck benutzen wir die Gleichungen (18) des vorher- 
gehenden Paragraphen, und zwar multipliciren wir, um den Cosinus 
des Winkels a— »^ der Geraden Z7= mit der Seite U^ = des 
Goordinatendreiecks zu erhalten, die erste jener Gleichungen mit cos a^ , 
die zweite mit sin a^ und addiren beide. Hierdurch entsteht 

cos (a — «i) = « 4" ^ cos («1 — ofj) + f* cos (tti — «3), 
und unter Berücksichtigung von a — «^ — (il, aj, a^ — «a = (öi»fl8)> 
«1 — «3 = (»n ö»)» ^ = J> ^ = ^'> ^ = 5 ^^^ 

(7) cos (77, a,) = Ij + ^ cos (a^, aj + ^ cos (a^, a^). 

« 

Hier ist wieder cos (77, a^) der Cosinus desjenigen Winkels der 

beiden Geraden 77 und aj, in welchem der Einheitspunkt nicht liegt. 

Ganz analog findet man 

cos (77, o,) = "^ cos (a,, a^) + ^ + ^ ^os (a,, Oj,) 



(7 a) 



h, -^" V'"»' ^1^ ' Ä, « Ä, 

COS (77, ag) = ^ cos (ag, a,) + ^ cos (a^, ^) + ^' 



1) Mit Rücksicht auf spätere Betrachtungen sei bemerkt, dass die übrigen 
Unterdeterminanten von (5) die Werthe besitzen: 

a ^ 8in(a8^)8m(ai^ ^ ^ sin (Oi,o,) sin (0^,03) ^ _ B\n {a^,a^) sin {a^,a^) 
€1 e^e^ ^1^ ^8 ^i^^ 
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Es sei nun noch eine weitere Gerade Uq gegeben durch ihre 
Gleichung in der Hess ersehen Normalform 

CTo = a? cos «0 + y sin «0 — *o = 0; 

multiplicirt man die erste der Gleichungen (18) in § 1 mit cos cc^, 
die zweite mit sin a^ und addirt beide, so entsteht 

(8) cos (77, 77o) = J cos (77o, a^) + ^ cos (77o, a^) + ~" cos (7Io, a^). 

Hier lassen sich die rechts stehenden Cosinus leicht in anderer 
Weise ausdrücken; sind nämlich ^^^y ^ die Abstände der Ecken 
des Coordinatendreiecks von der Geraden 77o, so ist nach (7) 

cos (77o, «i) = Ij + I; cos («1, «s) + ^ cos (a^, Oj), 

und analoge Werthe besitzen cos (77^, o^) und cos (77^, a,). Durch 
Substitution derselben in (8) erhält man 

(9) cos(77,77o)-^ + ^ + ^ + (-^«+^^^ 

"' Mi ^^' ^^ "^ Ms ^^ ' ^^' 

Durch diese Formel ist ein leichter üebergang gegeben zu dem 
Falle, dass die Gleichungen der Geraden vorliegen^ in der allgemeinen 
Form 

77o = v^x^ + VgiCg + v^x^ = 0, 



(10) 



bezogen auf A^A^A^ als Goordinatendreieck. Nach (16) in § 1 ist 
nämlich 

(11) ? = ^, •?-=—' (i=l,2,3), 

wo 6 durch (22) in § 1 definirt ist und 0^ aus dadurch hervorgeht, 
dass man die u ersetzt durch die t;; femer werde noch daran erinnert, 
dass 6 dasselbe Vorzeichen zu erhalten hat wie u^ -f- ^a + ^H} ^o ^^~ 
selbe wie Vi + Vg -f- ^3. Alsdann verwandelt sich (9) unter Benutzung 
von (11) in 

(12) cos (71, 7Io) = 

+ ^Vr co8(a3 , aj + ^ 008(03 , a,) + ^) 
wobei die u offenbar mit den v vertauschbar sind. 
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Man kann diesen Ausdruck auch in der Form schreiben 
(12a) cos {n, n,) = i- ^^^i^±^_^<}±l^i^^ 

wobei G/(ui) zur Abkürzung gesetzt ist für " ^ ^ tJ^. 

Eine andere Bezeichnungs weise , die später angewandt wird, be- 
sieht darin, dass man setzt 

®(<*i> Wj, ttj) = cd(w, m) , sowie «(vj, Vg, t;,) = a){v, v) , 

indem man mit den zwei Buchstaben u bei a)(u, u) andeutet, dass co 
die u im zweiten Grade enthält; alsdann ist 

(12b) cos (n, n,) = — =^^^^_^ . 1) 

Gibt man den Wurzeln dasselbe Zeichen, welches auch t^i + ^s + ^ 
resp. Vi -{- v^ -\- Vj hat, so stellt diese Formel den Cosinus desjenigen 
Winkels der beiden Geraden 77 und 77q dar, in welchem der Einheits- 
punkt nicht liegt. 

Als Bedingung dafür, dass zwei gerade Linien mit den Coordi- 
naten u^yU^yU^ resp. v^yV^^v^ auf einander senkrecht stehen, folgt 
hieraus sofort 

(13) Vi o' (mj) + Vj (o (ttj) + Vj a (M3) = 

• oder auch u^m'ivi) + ^^(»'(vj) + u^a)'(v^) = 0, 

wo a}\vi) den Werth bedeutet, der aus ©'(«,) durch Vertauschen der 
u mit den v hervorgeht. 

Fixirt man hier die Gerade u, so sind coi'(ui) (i <=» 1, 2, 3) die 
Coordinaten eines ganz bestimmten Punktes mit der Gleichung 

fl>' 0*1)^1 + ß>'K)v2 + o/(uj^)v^ «= 
in veränderlichen Liniencoordinaten t?,-, und diese Gleichung wird be- 
friedigt durch die Coordinaten jeder Geraden t;, die zu u normal ist, 
es müssen daher alle Normalen von u durch den betreffenden Punkt 
hindurchgehen, und da diese Normalen einander parallel sind, liegt ihr 
gemeinsamer Schnittpunkt im Unendlichen; er werde das Normalen- 
centrum der gegebenen Geraden u genannt. Dass dasselbe der 
unendlich fernen Geraden angehört, wird auch bestätigt, wenn man in 
(13) an Stelle von Vi die Coordinaten der unendlich fernen Geraden 



Vj : ^2 : t?8 = -r- : v^ : 



1) Andere Ausdrücke ffir den Winkel zweier Geraden folgen in § 7. 



14 I. AbBchnitt. § 3. 

wofür der Kürze halber Piip^'Ps gesetzt wurde, einfahrt Alsdann 
erhalt die Gleichung (13) die Gestalt 

(14) WjCd'Cp,) + Wao'Cp«) + Mjo'djj) = 

oder auch JPiw'(^i) H" JPs^X^a) + JPs®^«») = 0. 

In der ersten Gleichung (14) verschwinden nun die drei GoefG- 
cienten der u^), sie wird also erfüllt , welche Werthe die u haben 
mögen y womit ausgesagt wird, dass die unendlich ferne Gerade Ober- 
haupt keine bestimmte Richtung .hat, sondern zu jeder Geraden der 
Ebene normal ist Bei dieser Auffassungsweise erfüllen die Normalen- 
centra sämmtlicher Geraden der Ebene die unendlich ferne Gerade. 

Man konnte in vorliegendem Paragraphen noch die Ableitung der 
Formel für die Entfernung zweier durch ihre Coordinaten gegebenen 
Punkte erwarten; doch wird dieselbe erst in § 7 gelegentlich der 
Untersuchungen über den Kreis gegeben werden, da diese Formel mit 
der Gleichung eines Kreises in Punktcoordinaten in ofTenbar engem 
Zusammenhange steht 

§3. 
Die Transformation der Coordinaten. 

Bei der Transformation der Coordinaten handelt es sich darum, 
aus den auf ein Dreieck D bezogenen . Coordinaten x^y x^, x^ eines 
Punktes P die Coordinaten X^, X^y X^ desselben Punktes abzuleiten, 
wenn diese bezogen sind auf ein anderes Dreieck ^. 

Die Einheitspunkte e und E mögen von den Seiten der ihnen 
zugehörigen Dreiecke D und ^ die Abstände haben 6], 6^, e,, resp. 
El, E^y E^. Alsdann ist 



(1) 



ffl . ?1 ._28. 
«8 



Y • Y • Y Qi , Qi . Qi 

wobei die qt die Abstände des Punktes P von den Seiten des Drei- 
1) In der That hat z. B. der Coefficient »'(jp^) von «^ den Werth 

beachtet man aber, dass h.B=*2J za.^ sowie dass (ciiyO^) und (c^^a^) als Aussen- 
Winkel des Dreiecks J^J^J^ gleich 2JB — A^y resp. 2i2 — A^ sind, so wird 

dieser Coefficient gleich -j— (04 — o, cos A^ — o, cos Ä^) , wobei nun der 

Elammerausdruck verschwindet, da Oj »» a, cos J!, -f* ^ ^^^ -^ • ^i^ anderer 
Beweis folgt aus (7), wenn man, wie in der Anm. zu S. 4, U ins unendliche 



rücken lässt durch q dividirt und berücksichtigt, dass —^ =»—?=. -^ »= 1. 

2 3 2 
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ecks D; die Qi dessen Abstände von den Seiten des Dreiecks ^ 
bezeichnen. 

Zwischen den g«- und Qi bestehen nnn^ wie wir in § 1 sahen, 
Relationen von der Form 

Ql = «1«1 + «822 + «8?» 

(2) ft = A«i + A& + A«8 

Qt = yiii + y222 + y8&; 

wobei die a Constanten sind, welche nur abhängen von der Gestalt 
des Dreiecks D und von der Lage derjenigen Seite des Dreiecks z/, 
die von dem Punkte P die Entfernung Q^ hat, und Analoges gilt von 
den ß und y. Es ist nämlich nach (10) oder (11) in § 1 



(3) 



a. 



5l 






yi = 



n. 



0f§ 



K ' 



«. 



^t 



7% 



K' 






f 



// 



*,' 



^»# 



/Ja = 



Vi 



K' 



tH 



Hier sind %(^ it^y tc^ die Abstände der Seite X| <=» des neuen 
von den Ecken des ursprünglich gegebenen Dreiecks D; die or^^' und 
%l" {% »3 1^ 2, 3) haben die analoge Bedeutung ffip die beiden anderen 
Seiten X^ =* und Xg «=» 0. 

Ersetzt man die Gleichungen (1) mit Einführung zweier Propor- 
tionalitätsfactoren ^ und P durch 

9X,^~, ^^ = 1 (» = 1,2,3) 

und führt man die hieraus folgenden Werthe der ^^ und Qi in (2) 
ein, so entstehen drei Gleichungen von der Form 

ftZj = 6ia?i + \x^ -f- SjO^ 

firZs = c^Xy^ + Cja?8 -f- (^rr,, 

P 
in welchen ft zur Abkürzung gesetzt ist für — , während die a, &, c 

Grössen sind, die von den e^ und "Ei^ sowie resp. von den «;, /};, yi 
in einfacher Weise abhängen. Es ist nämlich 



(5) 



a. 



\ 






«8 



»1 «i 
SA 



_ *3 *l» 



u. s. w. 



daher «i * ^i • ^i = ;^ • -^~ • -^ > so dass hiernacli die a, , \^ c^ die 
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Coordinaten der Ecke Ä^ des ursprünglichen Dreiecks 2), bezogen auf 
das neue Dreieck /J sind. Analoge Bedeutung haben a^ih^i c^ und 
a^ih^ic^- Will man von dem System x^y x^y x^ zu dem System 
X^,X^yX^ übergehen^ so hat man die Gleichungen (4) nach x^^x^^x^ 
aufzulösen. Man erhält: 



(6) 



^x, = A,X, + B,X, + G,X, 

--' X^ = A^X^ -f" -08^2 4" ^3^3> 



wobei 



(7) 



R 



<h 


0, 


<h\ 


&1 


h 


h 


Cl 


c% 


ft. 



und die Ä{j Bi, d in bekannter Weise ünterdeterminauten von jß sind. 

Die geometrische Bedeutung der von der Lage des Punktes P 
ganz unabhängigen AyByC erhält man in einfachster Weise dadurch^ 
dass man diesen Punkt etwa in die Ecke Z, «» 2^ = des neuen 
Dreiecks verlegt; aus (6) folgt dann sofort x^ : x^ : x^ ^^^^ A^ : A^ : A^y 
es sind daher die A die Coordinaten der Ecke X^=^ X^ ==^0 des 
neuen Dreiecks bezogen auf das ursprüngliche^ und analoge Bedeutung 
haben die B und C. 

Legt man eine Seite des Goordinatendreiecks D ins Unendliche 
und bestimmt man die Lage des Einheitspunktes e der Art^ dass die 



X, 



Ä, 



XiyX^y x^ homogene Parallelcoordinaten sind, nämlich -^ s=b x, — = y 

(vgl. (25) in § 1), so verwandeln sich die Gleichungen (4) nach 
Division durch x^ in 

qXi =- a^x + (hy + ^^s 

(8) qX^ = bix + h^y + 6« 

qX^ = c^x + c^y + c^y 

wobei Qss= J!l. Um x und y durch X^, Xj und X, auszudrücken, 

denkt man sich die rechten Seiten von (8) erst wieder durch eine 
dritte Yariabele e in homogene Form gebracht, löst das System (8) 
nach Xy y, auf und setzt dann wieder ^^ 1. Man erhält auf solche 
Weise unter Anwendung des Proportionalitätsfactors 0: 

0x =^ A,X, + B^X, + C,X, 

(9) ! öy = A,X, + B,X, + C,X, 

6 = A,X, + B,X, + C,X,y 
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oder auch • 



(9a) 



X «s A ^1 + ^ l^i + fi -^8 
A^ Xi + J?3 X, -f- Cg ^3 

«/ ^ X^ + -^i ^> + ^2 ^ 

Es erübrigt nun noch die Transformation der Coordinaten u^yU^jU^ 
einer Geraden zu betrachten. 

Sei Wi^i + ^^ + ^8^3 ■*= die Gleichung einer Geraden bezogen 
auf das Dreieck D und üjXi + IZgZj + C^Z, = ihre Gleichung 
bezogen auf das Dreieck zJ. ' Führt man für die Xt ihre Werthe aus 
(6) in Mia?^ + «jfl?^ + WjiCg *= ein, so entsteht nach Wegfall des 

Factors — : 

(10) (u,Ä^ + u,Ä, + Mb A)^i + (t*i-Bi + ^J?s + t^s-Bs)^ • 

+ KCl + ti,Ci + ti,C3)Xs - 

als Gleichung der Geraden^ bezogen auf das neue System. Mit An- 
wendung eines Proportionalitätsfactors 6 ist daher 

I6Ui = A^u^^ + Jj w, + Ä^Uq 
6U^ = B,ul+ B^u^ + J?3W, 
6U^ = Ciih + C^M, + CjMa, 

woraus nach Multiplication der drei Gleichungen resp. mit at, hi, d 
durch Auflosung nach den Ui folgt: 



(12) 



-«1 — OiO; + 6i£^, + Ci CT, 

-«, — o, CTj + ft, IT, + <^ D, 
22 



Hier sind, wie man aus (5) sofort erkennt, die Coefficienten o^y o^, Og 
die Coordinaten der Seite X| «a des neuen Dreiecks bezogen auf das 
ursprüngliche, und analoge Bedeutung besitzen die b imd c Lässt 
man ferner die Gerade t«|,Ug, ti^ mit der Seite Xi = des ursprüng- 
lichen Dreiecks zusammenfallen (t«^ =» u^ = 0), so folgt aus (11) 

A^\B^:C^ = lJ^iTJ^\ U^, 

es sind daher A^, B^y C^ die Coordinaten der Seite x^^^O des ur- 
sprünglichen Dreiecks bezogen auf das neue, und analoge Bedeutung 
besitzen die anderen Coefficienten in (11). 



Gandelfinger, Vorlosongen. 
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m 

§4. 

Die Cnrven sweiter Ordnung. 

•Als Corve zweiter Ordnung bezeichnet man 4^n geometrischen 
Ort aller Punkte, deren Coordinaten Xi, x^^ x^ einer homogenen Glei- 
chung zweiten Grades in Xi^x^,x^j also einer Gleichung von der Form 

(1) Ou»!* + 2a^x^i^ + a^x^^ + 2€l^x^x^ + 2a^x^x^ + ci^x^ = 

genügen. Wir woUen die linke Seite 'dieses Ausdrucks kurz bezeichnen 
durch f(x,x), wobei das doppelte x anzeigen möge, dass (1) in den 
X Yom zweiten Grade ist; ausserdem lässt sich* unter der für das 
Folgende stets giltigen Voraussetzung, dass On »» au sei, (1) ersetzen 

s 8 

durch ^ ^f OikXiXt »» 0. 
1 1 
Für die weitere Untersuchung ist ein Ausdruck von Wichtigkeit^ 

der bereits hier erwähnt werden möge, nämlich: 

(2) fi^fV) = (/hiVi + (h^Vt + «isys)^! + (flnVi + «22^2 + ««ys)^« 

+ («81^1 + (htVt + ^zyz)^z' 

Derselbe ändert sich nicht bei Yertauschung def yi und Xiy weil 
dik =» ciki 9 68 ist daher auch 
{3)'f{x,y)=f(y,x)=(a^^Xi+a,^x^+a,^Xf;)y, + {a^^ 

Setzt man in (2) oder (3) die yt gleich den Xi (t >» 1^2,3), so 
entsteht, wie man sofort sieht^ aus f{Xf y) wieder die Function f^x, x). 
Femer sind die nach den Xi genommenen ersten Ableitungen von 

f{XyX) nach Multiplication mit ^ gleich den in (3) auftretenden 

Klammem, oder wenn man in diesen Ableitungen die Xi durch die y« 
ersetzt^ gleich den ElammerausdrQckeu in (2). Es ist demgemäss 

(4) f{x,y) = \{ny,)x, +r(y,K + fO^sK) 

= \{f'(x,)y, + nx,)y, + nx,)y, } 

und, wie auch ans dem Euler'schen Satz über homogene Functionen 
folgt: 

(5) f(x, x)=^{ r(.x,)x, + rc*,)«, + r(«a)^ } • 

Es wird fibrigens im Folgenden statt -t-/^(«,) zuweilen auch ft 
gesetzt werden, alsdann ist kürzer 
(6) . ./■(«, x) = fiX^ + ftXt + fgX^: 
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Nach diesen Bemerkungen über Bezeichnungsweiseu wollen wir 
nun die durch (1) dargestellte Curve näher untersuchen. Zunächst sei 
erwähnt^ dass^ wie in der analytischen Geometrie des Raumes gezeigt 
wird, die Gleichung (1) jene Curye darstellt, die man durch den Schnitt 
eines Kegels zweiter Ordnung mit einer Ebene erhält, also einen 
Kegelschnitt. 

Da man in (1) durch einen der Coefficienten diyidiren kann und 
alsdann noch fünf von einander unabhängige Coefficienten vorhanden 
sind, von denen sich keiner mehr durch Division wegbringen lässt, so 
ist ein Kegelschnitt im allgemeinen durch fünf Bedingungen 
zwischen den Coefficienten, z. B. durch fünf seiner Punkte 
bestimmt. Sind die Bedingungen für die Coefficienten nicht linear, 
sondern von höherem Grade, so wird es zwar mehrere Kegelschnitte 
geben, welche diese Bedingungen erfüllen, aber im allgemeinen doch 
nur eine endliche Anzahl 

Die Gleichung eines Kegelschnitts, der durch fünf Punkte 
x^^j x^^j x^^ (i=«l,2,..5) geht, besteht in einer gleich Null ge- 
setzten Determinante sechsten Grades, die in der ersten Reihe die sechs 
Quadrate und Producte enthält x^j x^x^y x^^ ^^sy ^2^8; ^8^ während 
die fünf anderen Reihen die entsprechenden Quadrate und Producte 
x^^^y x^^^x^^% x^^^, aJi^arj^o a^<0 0:3(0, oTjCO» (i _ l, 2, . . 5) enthalten. Soll ein 
Kegelschnitt durch die fünf Punkte x^^ gehen, so muss jedenfalls diese 
Determinante sechsten Grades verschwinden, wenn an Stelle von n?i, 
a?s, x^ die Coordinaten eines sechsten Punktes der Curve gesetzt werden. 
Umgekehrt, wenn die Determinante verschwindet, gibt es immer Werthe 
Offt, welche die sechs Gleichungen befriedigen von der Form 

8 9 8 8 

(0^(0 




/ 2f (^Mxi'.'xr = 0, ((i) = 1, 2, 3, 4, 5), 2j 2i ^'*^'^* = ^5 

1 11 

es fragt sich aber, ob es nicht vielleicht unendlich viele solcher Werthe 
Ot'jfc, also unendlich viele solcher Kegelschnitte gibt, die durch die fünf 
Punkte gehen. 

Es gibt nur einen Kegelschnitt, so lange die sechs Coefficienten 
von x^j x^x^y x^y ^1^8; ^^8> ^t ^ jener Determinante nicht gleich- 
zeitig Null sind. Bei beliebiger Lage der fünf Punkte (sie mögen 
a, &, 0, dj e heissen) kann dies nicht eintreten , weil schon in dem 
speciellen Falle, dass drei von den fünf Punkten, z. B. a, &, c, auf einer 
Geraden, die zwei übrigen nicht auf dieser Geraden liegen, der Kegel- 
schnitt voUstand^ bestimmt ist, nämlich aus dem Geradenpaare ahc^ 

2* 
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de besteht^). Der Kegelschnitt ist daher um so mehr bestimmt^ wenn 
die fünf Punkte keine specielle Lage haben ^ also von den 10 Deter- 
minanten dritten Gerades^ die man aus den Coordinaten der fDnf 
Punkte bilden kann^ keine verschwindet. Eine Unbestimmtheit tritt 
erst ein, wemi von den fünf Punkten vier auf einer Geraden liegen, 
indem alsdann der Kegelschnitt aus dieser Geraden und einer beliebig 
durch den fünften Punkt gelegten Geraden besteht; die Gleichung des 
Kegelschnitts verschwindet in diesem Falle identisch. Man vergleiche 
hierzu auch die Fussnote zu (5) in § 12. 

Wir wollen ferner die Frage beantworten, in wieviel Punkten ein 
Kegelschnitt von einer beliebigen Geraden, z. B. von der Verbindungs- 
linie zweier Punkte mit den Coordinaten x^, x^, x^ und y^^ y^y y^ ge- 
schnitten wird. Zur Lösung dieser Aufgabe werde vorerst daran er- 
innert, dass ein jeder Punkt dieser Verbindungslinie Coordinaten hat 

von der Form y^ + ^^o Vi "f" ^^2? Vb 4" ^^9 ^^ ^ einen von Punkt 
zu Punkt variirenden Parameter bedeutet. Sind nämlich Ui =^0 und 
Ug ""^ die Gleichungen zweier Punkte x und y in Dreieckscoordinaten, 
so kann, wie wir hier als bekannt voraussetzen, die Gleichung eines 
beliebigen anderen Punktes der betreffenden Verbindungslinie in die 
Form gebracht werden A ü^ -|- i7j = 0; hierin sind alsdann die Coeffi- 
cienten von u^, te^, u, die Dreieckscoordinaten des dem Parameter X 
entsprechenden Punktes; diese Coefficienten besitzen aber gerade die 
oben genannten Werthe. 

Die Coordinaten der Schnittpunkte der Curve (1) und jener Ver- 
bindungslinie müssen nun die Gleichung der Curve erfüllen, d. h. es 
muss sein 

(7) fdfi + ^^u y% + ^^j y» + ^a^s) = o> 

und wenn man nach Potenzen von X entwickelt: 

(8) f{y, y) + 2Xf{ji, x) + k>f{x, X) = 0. 

Diese Gleichung ist in X vom zweiten Grade, woraus hervorgeht, 
dass die Curve (1) von der Verbindungslinie der Punkte x und y in 
zwei Punkten geschnitten wird, deren Coordinaten von der Form y«- -f- Xxi 
{i «» 1, 2, 3) sind, wobei sich für X aus (8) zwei im allgemeinen ver- 
schiedene Werthe ergeben. Wir haben demnach den Satz: 
(9) Jede Curve zweiter Ordnung wird von einer Geraden 
im allgemeinen in zwei Punkten geschnitten^). 

1) Zufolge eines in der Fassnote zu S. 21 erwähnten Satzes muss nämlich 
eine Gerade, die mit einer Curve zweiter Ordnung drei Punkte gemeinsam hat, 
ganz der Carve angehören. 

2) Wären wir von einer Gleichung n^ Grades in x^ x^^ x^ ausgegangen, 
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Offenbar sind die Schnittpunkte reell; wenn 

sie sind imaginär, wenn P{x,y) ^ f(XyX) - f(y,y) <0] sie fallen 
zusammen , wenn f*(x, y) — f(x, x) • /*(y, y) -« ^). In letzterem 
Falle ist die Gerade im allgemeinen eine Tangente der Cunre, so 
lange nämlich die Curve einen eigentlichen, nicht in zwei gerade Linien 
zerfallenden Eegelschnitt darstellt. Auf den Fall, dass f{Xy x) ^==0 
zerfallt, werden wir später zurückkommen. 

Nehmen wir an, der Punkt y liege fest, während x yariabel ist, 
so stellt daher 

(10) r («, y) -/•(«,«)• /-(y,») - 

die Bedingung dar, der die Xi genügen müssen, um auf einer vom 
Punkte y an den Kegelschnitt gezogenen Tangente zu liegen, d. h. 

(10) ist die Gleichung des vom Punkte y an den Kegelschnitt gelegten 
Tangentenpaares und zwar eines Paares, weil (10) in den x vom 
zweiten Grade ist. 

Sind Aj und k^ die Wurzeln der quadratischen Gleichung (8), so 
besitzt das Doppelverhältniss des Punktepaares x, y zu dem Paare 

A|iC + y, ^2^ + y ^^^ Werth a = ^^ oder auch «' = -^ ; wir berück- 
sichtigen zunächst nur a. Aus a = ^^ folgt nun " = . ^ "^ .» 
und (a + 1)«[(X, + A,)* — 4X,Xj] — (« - 1)»(A, + Aj)»; mit Rücksicht 

auf (8) ist aber X, + A, 2^|^j, A,A, = J^, es ergibt sich 

daher zur Bestimmung des Doppelverhältnisses a die Gleichung 

(11) (a + mrix, y) - fix, x) ■ f(jy, y)] - (« - 1)^ (^, y) = 0. 
Dieselbe ist in a vom zweiten Grade, und zwar sind ihre Wurzeln 

von der Form a und «' = — , denn (11) ändert sich nicht bei Ver- 

tanschuug von a mit —; hieraus geht auch hervor, dass es erlaubt 

war nur a zu berücksichtigen. 

Ton einer sogenannten Cnrve n^^ Ordnung, so würde man anf gleiche Weise 
finden, dass dieselbe von einer Geraden im allgemeinen in n Punkten geschnitten 
wird. Deshalb heisst eben die Curve von der n^° Ordnung. 

1) Man kann noch fragen, welche geometrische Bedeutung es hat, wenn 
in (8) /'(y, y) — 0, /"(i/, o;) » und f{x, x) » 0. Es läset sich nun algebraisch 
leicht zeigen, dass die Gleichung (8) für drei yerschiedene Werthe X = X^^ l^^i^^ 
1 SB lg nur befriedigt werden kann , wenn ihre Goefficienten verschwinden und 
daas alsdann die Gleichung für jeden Werth von l befriedigt wird. Darin liegt 
aaf Grund obiger Discussion der Satz: Wenn eine gerade Linie drei ver- 
schiedene Punkte mit dem Kegelschnitt gemeinsam hat, so muss sie 
demselben ganz angehören. 
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Man findet aus (11) übrigens 
/j2) «+ ^ „ /"(a;, y) 



V/'*(^, y) - A^. «) • Ay. y) 

und hierauB durch correspondirende Addition and Sabtraction 

(13) cc = ^^"^^ ^^ + ^^'^^* y^ "" ^^^' ^^ • ^^^* y^ ■ 

Denken wir uns y wieder fest gegeben, x variabel und a einen 
bestimmten Zahlen werth ertheilt, so stellt (11) einen Kegelschnitt dar, 
der zu der gegebenen Curve (1) in folgender Beziehung steht: 

(14) Legt man durch einen beliebig gegebenen Punkt y 
der Ebene ein Strahlenbüschel und construirt man auf jedem 
Strahl desselben zu seinen zwei Schnittpunkten mit dem 
Kegelschnitt (1) und zu y einen vierten Punkt x der Art, 
dass diese vier Pui^te auf jedem Strahl dasselbe Doppel- 
verhältniss a bilden, so liegen alle diese vierten Punkte x 
auf dem Kegelschnitt (11). 

Bei beliebiger Aenderung von a ergibt sich natürlich ein ganzes 
System von Kegelschnitten. 

Von besonderer Wichtigkeit sind hierbei die den Werthen a >» -^ 1 
und a B> — 1 des Doppelverhältnisses entsprechenden Falle. Für 
a = -{- 1 verwandelt sich (1 1) in (10) , der Kegelschnitt (1 1) zerfallt 
dann in das vom Punkte y an (1) gelegte Tangentenpaar. 

Für a«-7- 1, wenn also die vier Punkte harmonisch liegen 
sollen, ergibt sich aus (11) 

(16) rix, y) - 0, 

eine doppelt zu zählende Gerade, die man als Polare des Punktes y 
in Bezug auf den Kegelschnitt bezeichnet^). In (3) oder auch (4) ist 
die Gleichung der Polare ausführlich angegeben. Wir haben somit 

den Satz: 

(16) Zieht man durch einen Punkt y beliebig viele Strahlen 

und construirt man auf jedem derselben den vierten harmo- 



1) Es werde bei dieBsr Gelegenheit darauf anfmerksam gemacht, dass der 
AuBdrack f(x^ y) der Coefficient von 22 ist in der durch (8) gegebenen Entwicke- 
lung von f(jfi + XiCn y% + ^^i Vt + ^^t) ^ach Potenzen von X. Bildet man 
diese Entwickelnng auch in dem allgemeinen Falle, dass f(x^jX^,x^)t^O die 
Gleichung einer Gurve n*** Ordnung ist, so stellt der Coefficient von X*, gleich 
Null gesetzt, eine dem Punkte y zugeordnete Curve jfc*«' Ordnung dar, die so- 
genannte (n — *)*• Polare des Punktes y in Bezug auf die gegebene Carve 
A^i I ^1 1 ^s) "* ^' l^icse Art der Einführung der Grö&se l findet sich wohl zuerst 
bei Joachimsthal in Crelle*s Journal, Bd. 83, S. 878 f., 1846. 
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nischen Pankt zq y und zu den beiden Schnittpunkten des 
betreffenden Strahles mit einer Curve zweiter Ordnung, so 
liegen alle diese vierten harmonischen Punkte auf einer und 
derselben Geraden, der Polare des Punktes y. 

Es seien nun t und irgend zwei Punkte der Polare von y; als- 
dann hat jeder Punkt dieser Polare Coordinaten von der Form' Xi^sa 
ti + X0i (i = 1, 2, 3), und weil er auf fix, y) =" Hegt, ist für ihn 
f(t + kZj y) = 0. Andrerseits ist f(t + Aier, a?) = die Gleichung 
der Polare jenes Punktes; dieselbe wird offenbar erfüllt durch Xi^=^yiy 
woraus folgt, dass die Polare irgend eines auf f(x,y) «»0 gelegenen 
Punktes durch y geht. Da femer yier Punkten mit den Coordinaten 
ti + Xk ^i (i = 1, 2, 3; * — 1, 2, 3, 4) die Polaren zugehören f(x, t+Xjt0)=,O 
oder f(Xj t) + Xk f{^f ^) =■ und sonach das Doppelverhältniss der 
vier Punkte gleich demjenigen der entsprechenden Polaren ist, folgt: 

(17) Durchläuft ein Punkt eine Punktreihe, so beschreibt 
seine Polare in Bezug auf eine Ourve zweiter Ordnujig einen 
zur Punktreihe projectiven StrahlenbüscheP). 

Ein weiterer wichtiger Satz lautet: 

(18) Die Polarer eines Punktes y geht durch die Berührungs- 
punkte der von y an djen E'egelschnitt gelegten Tangenten 
hindurch, fällt also mit der Verbindungslinie dieser beiden 
Punkte zusammen. 

Die Gleichung des Tangentenpaares ist nämlich nach (10) 

rix, y) -fix, x) . fiy, y) = 0; 

für die Schnittpunkte -der Polare f(x, y) == mit diesen Tangenten 
fallt nun das Glied P(x,y) weg, die betreffenden Schnittpunkte sind 
daher dieselben, wie* diejenigen der Polare mit dem Eegetechnitt 
f(x, x) == 0, w. z. b. w. 

Bisher wurde angenommen, dass der Punkt y nicht auf seiner 
Polare f(x, y) =- liege, also f(jy,y)^0 sei; wir wollen nun freien, 
was für eine geometrische Bedeutung f{Xy y) = hat, wenn 'y auf 
seiner Polare liegt Jedenfalls ist alsdann /*(y, y) «» 0, d. h. y liegt 
in diesem Falle auch auf- dem' Kegelschnitt, und die Gleichung (8) zur 
Berechnung der Schnittpunkte einer Geraden mit einer Curve zweiter 
Ordnung hat zwei Wurzeln A — 0, die Gerade f{x, y) «=« hat also . 

1) Die FasfiUQg dieses Satzes mnss etwas modificirt werden, wenn der Eegel- 
Bchnitt ein Gteradenpaar ist, durch dessen Schnittpunkt der Träger der Pnnklreihe 
hindurchgeht; sämmtliche Strahlen des Büschel» &llen dann offenbar zusammen 
mit dem vierten harmonischen Strahle zu dem Geradenpaar und dem Träger 
der Punktreihe. Dieser vierte harmonische Strahl ist jetzt die Polare eines jeden 
Punktes der Punktreihe. 
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zwei zusammenfallende Punkte mit der Cufve gemeinsam oder ist eine 
Tangente der Curve, und zwar im Punkte y, da dieser jetzt auf der 
Cunre und auf f(x, y) «» liegt. Man hat daher den Satz: 

(19) Die Polare eines auf der Curve zweiter Ordnung 
f(XjX)'^0 gelegenen Punktes y fällt mit der in diesem Punkte 
gezogenen Tangente zusammen; die Gleichung derselben ist 
f(x,y)^6. 

Wenn der Punkt y in beliebiger Richtung ins Unendliche rückt, so 
werden die durch ihn gezogenen Strahlen einander parallel, die vierten 
harmonischen Punkte zu y und zu den Schnittpunkten der einzelnen 
Strahlen mit der Ourye fallen mit den'Halbirungspunkten der durch 
die Strahlen gebildeten parallelen Sehnen zusammen und liegen natür- 
lich auch auf der Geraden f(x, y) = 0. Falls jene Richtung zu der 
Geraden u^x^ -\' u^x^ -^ u^x^ «^^ normal ist, wird der unendlich ferne 
Punkt y zum Normalencentrum dieser Geraden und hat nach § 2 (am 
Schluss) die Goordinaten (o'(u^)f cj(u^), a/(u^)] die Gleichung der zu- 
gehörigen Polare ist m'Mf (x^) + (o\u;)f[x^) + ©'(«b)/"^«?») = 0. 
Man kann somit sagen: 

(20) Zieht man bei einer Curve zweiter Ordnung ein System 
paralleler Sehnen^ so liagen deren Mittelpunkte auf einer 
und derselben Geraden; ihre Gleichung ist 

(20a) a,'(«i)r(a;.) + "'oorc*.) + «''i^)no - 0, 

wobei a/(ui) (t ■» 1, 2, 3) die Coordinaten des in Richtung der 
pal'allelen Sehnen im Unendlichen gelegenen Punktes be- 
zeichnen. 

Man nennt die Gerade (20a) den zur Richtung der parallelen 
Sehnen conjugirten Durchmesser der Curve f(x,x)'^0. 

Der Grund zu dieser Bezeichnungsweise liegt darin, dass jede 
Gerade (20 a); zu welcher Richtung sie auch conjugirt sein mag, stets 

durch einen und denselben Punkt i» geht, für welchen ^-^-^ «= —^ •= L-L»^ ^ 

Pl JPi Pz 

unter PuP^^p^ die Coordinaten der unendlich fernen Geraden ver- 
standen. Ein solcher Punkt genügt nämlich immer der Gleichung 

(20 a), weil nach (14) in § 2 ®'(wi) -Pi + ^'\^%) 'P% + «o^**») ' A •= 0- 
Ausserdem hat der Punkt die Eigenschaft, dass er jede durch 
ihn gezogene Sehne der Curve zweiter Ordnung halbirt. Zum Beweise 
lege man durch irgend eine Sehne; der zur Richtung derselben con- 
jugirte Durchmesser geht gleichfalls, wie eben gezeigt wurde, durch 
und halbirt nach (20) die Sehne, und zwar gilt dies für jede durch 
z gezogene Sehne und ihre conjugirte Gerade, da die Richtung des 
unendlich fernen Punktes a/^ui) ganz willkürlich war. 
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Man nennt einen derartigen Punkt Mittelpunkt der Curve 
zweiter Ordnung, jede durch ihn gezogene Sehne einen Durchmesser 
der Gurre, und in diesem Sinn kann man sagen: 
(21) Jede zu einer gegebenen Richtung a)'{iii) in Bezug auf 
den Kegelschnitt f(XyX) = conjugirte Gerade (20a) ist ein 
Durchmesser des Kegelschnitts. 

Der Punkt ist^ so lange nicht als Curve f(Xj o?) — ein Paral- 
lelenpaar vorliegt, derjenige Punkt, in welchem sich die Polaren irgend 
zweier Punkte der unendlich fernen Geraden schneiden; im Falle zweier 
Parallelen hat man fflr diese Polaren zufolge der Fussnote S. 23 keinen 
bestimmten Schnittpunkt, sondern der Ort der Schnittpunkte wird der 
vierte harmonische Strahl zu dem Parallelenpaar und zu der unend- 
lich fernen Geraden, also die in der Mitte zwischen den beiden Pa- 
rallelen verlaufende Gerade; es existirt, wie man sieht, in diesem Falle 
eine „Mittelpunktslinie'^ 

Durch die Relationen 

denen die Coordinaten des Mittelpunktes genügen, sind gewisser- 
massen zwei Gleichungen gegeben, die in den veränderlichen Punkt- 
coordinaten 0i zwei gerade Linien repräsentiren. Letztere können 
folgende verschiedene Lagen zu einander haben: 

1) sie schneiden sich in einem einzigen Punkte und zwar: 

a) im Endlichen: dann existirt ein einziger im Endlichen ge- 
legener Mittelpunkt des Kegelschnitts; 

b) im Unendlichen: dann existirt ein einziger im Unendlichen 
gelegener Mittelpunkt; 

2) sie fallen zusammen: dann existirt eine ganze Mittelpunktslinie. 
Wir setzen nun 

(23) Y^'(^«)"^^i' irW — f*A, i-r(^s)==f*ft, 

wo [i einen Proportionalitätsfactor bedeutet. Es lässt sich alsdann 
nachweisen und ist ffir weitere Untersuchungen von Wichtigkeit, dass 

die Grösse -^ nicht nur in jedem der Fälle 1), sondern auch im Falle 

2) einen ganz bestimmten Werth besitzt, uud zwar ist es im letzt- 
genannten Falle gleichgiltig, welchen Punkt der Mittelpunktslinie man 
auch als Punkt wählen mag. Hat derselbe die Coordinaten j»/, 0^\ 0^\ 
so gelten für ihn Gleichungen von der Form 



(24) Irco-m, irM'-vp,, |r(o 



VP9] 
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durch Moltiplication derselben mit 0i, 02f h ^^^ Addition erhält man 
mit Bücksicht auf (23) 

(25) vi),='fti)y, al8o^ = ~-, 

w. z. b. w. Die Bestimmung von ~ wird später (S. 31) erfolgen. 

Aus den vorhergehenden Betrachtungen, insbesondere aus (18)^ 
folgt noch^ dass der zur Richtung nach dem Punkte o)'(ui)y ^ (^)> ^'(^s) 
conjugirte Durchmesser die Curve f{x^ x) == in zwei Punkten trifft, 
deren Tangenten sich in o)\u), also im Unendlichen, schneiden; diese 
Tangenten sind demnach einander parallel und zwar von gleicher 
Richtung, wie das Sehnensystem, zu welchem der Durchmesser con- 
jugirt ist. 

Ein zu einem System paralleler Sehnen conjugirter Durchmesser 
bildet zusammen mit demjenigen Durchmesser, der in dem System 
selbst enthalten ist, ein Paar zu einander conjugirter Durch- 
messer. Der eine halbirt die zu dem anderen parallel gezogenen 
Sehnen. 

Aus der Gleichung f(x, y) = der Polare eines Punktes y in 
Bezug auf die Curve (1) folgt durch Vergleichen mit u^x^ + ««2^2 
-{- tig^z^s «= 0, dass die Coordinaten dieser Polare die Werthe besitzen 



(26) 



piig = Oj^yi + a^^y^ + a^^y^ — yfCys)» 

wo Q einen Proportionalitätsfactor bedeutet. Umgekehrt entspricht 
auch jeder Polare mit den Coordinaten Ui ein Punkt y, wenn sich die 
Gleichungen (26) eindeutig nach den yi auflösen lassen; man nennt 
dann y den Pol der Polare u. Die Auflösung von (26) ist eindeutig 
möglich, wenn 



a 



11 



a. 



a 



13 



kO; 



'12 

(27) Ä^ a^i Ogg agj 

Ö31 <*8a «88 

diese Determinante wird die Discriminante oder Determinante 
des Kegelschnitts genannt. Man findet, wenn ^^0, für die Co- 
ordinaten des Pols die Werthe 

I^Vi = ^11^1 + ^21 ««2 + ^81^3 
^Vi — A2W1 + ^22^2 + ^2^^ 
6y^ = ^18^ + -^23^2 + ^83 «^8; 
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wobei Äik die Unterdeterminante von ciik in A ' bedeutet and 

(y = — ist. 
9 

Nach (19) fallt die Polare u eines Oaryetipunktes y mit der in y 
gezogenen Tangente der Curye zusammen; da in diesem Falle der 
Punkt y auf seiner Polare liegt, ist 

wiy, + W2y2 + W8y8 — 0; 

und wenn man aus dieser Gleichung und aus (26) die y< eliminirt^ er- 
halt man die Bedingung dafür, dass eine Gerade u Tangente der Curye 
f(Xj a;) — sei in der Form 



(29) 



«11 


ö« 


«18 


«1 


«Jl 


o» 


«J8 


«8 


«Sl 


a»i 


Oj» 


«8 


«1 


«j 


«8 






= 0, 



ein Ausdruck; der nach Multiplication mit — 1 identisch ist mit 

(30) F(u, u) = Ä^^u,* + 2^,2 Wi^s + Ai^h^ + 2^18^1 w, 

+ 2 J[„UjM3 + 4j3 V = 

und als Gleichung der Curve zweiter Ordnung in Liniencoordinaten 
bezeichnet wird^). 

Dieselbe steht in einer einfachen Beziehung zu der Gleichung 
f^(x, y) — f{x, x) ' f{ify y) «= 0, welche nach (10) die Bedingung dafür 
ausdrückt, dass die Verbindungslinie zweier Punkte x und y eine Tan- 
gente der Curve f(x, x) '^O sei. Sind nämlich 

(31) Wi— i^ays- ^y«; <^ — ^syi -^lys; ««5 — a^iy^ — ajgy, 

die Coordinaten der Tangente, so müssen sich diese in (10) einführen 
lassen, und kann alsdann (10) von dem Ausdruck (30) nur um einen 
Zahlenfactor verschieden sein. Man findet in der That 

(32) f{x,x) . f(y,y) - r(x,y) = ^^ V + 2A,,u,u^ + -4,, V 

wobei die Uj durch (31) definirt sind. 

Es möge nunmehr angenommen werden, dass zwar Ä ver- 
schwinde, jedoch nicht sämmtliche Unterdeterminanten 
von Ä.^ 



1) Vgl. über diese Bezeichnnngsweise die Fassnote eu (9) in § 6. 

2) Es muss dann mindestens eine der drei „Hanptnnterdeterminanteu*' 
Anj ^a, ^S8 ^^^ ^^ verschieden sein; denn würden diese drei verschwinden, 
so wäre zufolge der bekannten Relationen aus der Determinantentheorie 



28 I. Abschnitt. § 4. 

In diesenr Falle lassen sich die Gleichungen (26) nicht mehr ein- 
deutig nach den y auflösen; zu einem beliebigen Punkte y gehört dann 
zwar noch im allgemeinen eine bestimmte Polare u, aber zu einer 
beliebigen Polare nicht umgekehrt ein bestimmter Pol. 

Jedoch gibt es zufolge ^ = ein bestimmtes Werthsystem von 
Vi • y% ' Vi (dasselbe werde mit rj^: % ' % bezeichnet); das die drei 
Gleichungen erfüllt: 

^21 '^I + «28^2 + «83% = 
«31^1 + «82^2 + «83% = 0; 

für diesen Punkt rj wird auch die zugehörige Polare unbestimmt. 

Berechnet man die Verhältnisse ^i : ^g : % aus je zweien dieser 
drei Gleichungen, so ergibt sich aus der zweiten und dritten i^i : 1^2 ' % 
= -4h : -4i2 : Ä^^, aus der dritten und ersten % : ri^ : % = A^i : Ä22 • -^281 
aus der ersten und zweiten i7i : i^a : % = ^31 • ^32 - ^ss; ^^^ wenn man 
die linken Seiten dieser drei laufenden Proportionen erweitert resp. 
durch 1^1 y %} % ^^^ ^^^ Identitäten Äik '^ Aki berücksichtigt, folgt 

^1* : ^1% • %^ • '^i^ ' Vi% ' Vs^ = ^11 * ^12 ' Ai ' As • ^28 • ^8^ oder 
unter Anwendung eines Proportionalitätsfactors q: 

Die Frage nach der geometrischen Bedeutung dieses ganz be- 
stimmten Punktes 17 erledigt sich zugleich mit Beantwortung der Frage, 
wie überhaupt die Curve f(x, x) = im Falle J[ = beschaffen ist 
um dies zu erfahren, beziehen wir die Curve auf ein neues Coordi- 
natendreieck. Da nicht alle Hauptunterdeterminanten A^^, A^^, A^ 
verschwinden sollen, sei etwa A^ von Null verschieden, und unter 
dieser Voraussetzung werde jetzt das neue Goordinatendreieck mit dem 
ursprünglichen verbunden durch die Relationen: 

^ a?! = a?! -J- ^j— x^ 

83 

(35) 



[<- 


Xi- 




Xa *•"" 


Xt- 


•^88 


> 


^i 




aucb 


^.. 


= ^3j = 



oder x^ = x^ + -/^ x^ 



IS 
■0^88 



wegen ^ := aucb Ä^^ = A^i =» A^^ =» , was ausgeschlosBen eein sollte. 
AuBserdem erkennt man, dass im Falle ^ <= die drei Hauptunterdetermi- 
nanten gleiches Vorzeichen besitzen. 
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Mit Benutzung der Relation 

0.1^*1 + OiiAjti + atzÄks = für i^h 
erhalt man alsdann 

^rC^) ^ «Bi^?! + «88^2 + %8^ = 0531^;,' + OggO^a' + J^^^^s » 

und die Gleichung unseres Kegelschnitts 

verwandelt sich durch die Transformation (35) in 

(36) «11 «i'* + 2a^^x^x^ + a^^x^^ + — a^^ _ q. 

Diese Gleichung enthält im Falle A^^Q nur noch die zwei Ya- 
riabeln x^ und x^y in denen sie homogen ist^ lässt sich daher sofort 
in zwei Factoren zerfallen, so dass sie von der Form wird 

(37) an(a:/ - ax^'){x; — ßx^) = 0. 

Da aber jeder dieser Factoren eine Gerade darstellt, die durch 
den Punkt x^ s» 2:^' sa geht, artet im Falle A^^O der Kegelschnitt 
in ein Geradenpaar aus^ das den Punkt x^ ^^ x^ =^0 zum Schnitt- 
punkt oder zur Spitze hat^ und aus den Gleichungen (35) folgt sofort^ 
dass diese Spitze^ auf das ursprüngliche Dreieck bezogen, die Ooordi- 
naten hat x^ix^ix^'^ A^^ : A^ : A^^ also mit dem oben betrachteten 
Punkte 1} identisch ist^). Wir können daher sagen: 

(38) Sobald die Determinante A des Kegelschnitts/'(rc,a;)«>0 
yerschwindet, zerfällt derselbe in ein Geradenpaar'). 

(39) Man kann auch umgekehrt zeigen, dass die Determinante 
A verschwindet, wenn der Kegelschnitt aus einem Geraden- 
paar besteht 

1) Üebrigens ist die Spitze des Geradenpaares zugleich der Mittelpunkt des- 

aelben, denn ihre Coordinaten erfflUen die Gleichungen ^1^ ^ ^^ » t^ 

Pi P% Ps 

AXJLB denen, nrie wir oben sahen, die Coordinaten des Mittelpunktes zu berechnen 

w&ren; im vorliegenden Fall ist Null der gemeinsame Werth der drei Quotienten. 

2) In dem zu vorliegendem Paragraphen gehörigen Theile des Anhangs sind 
die beiden Geraden einzeln dargestellt. Die Frage nach dem Winkel, den zwei 
durch f(x, o;) a dargestellte Geraden mit einander bilden, wird in § 7 be- 
antwortet. 
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Sind nämlich Z7=0, F«=0 die Gleichungen der beiden Geraden^ 
80 ist f{Xf ^) ^ VVy daher 

(40) f'{xi)^u'^+v'^^ (i-1,2,3) 

und wenn man hier für die x die Coordinaten 17 des Schnittpunktes 
der beiden Geraden JJ und F einsetzt, erhält man an Stelle der fix^ 
die in (33) links stehenden Ausdrücke, während die rechten Seiten 
von (40) für die Coordinaten des Schnittpunktes verschwinden. Die 
Gleichungen (33) können aber nach einem bekannten Satze der Deter- 
minantentheorie nur dann zusammen bestehen, wenn ihre Determinante, 
die mit A identisch ist, verschwindet 

Wir betrachten nunmehr den Fall, dass in der Determinante 
A der Curve f(x,x)'=^0 auch sämmtliche ünterdeterminanten 
Aik verschwinden. Es soll jedoch mindestens einer der drei Goe£Q- 
cienten o^i ; Ogs, Oji, von Null verschieden sein, denn für a^ <= 022 *» ^g ""== ^ 
müsste wegen A^^^ = -4^2 = ^ss = ^ ^^^^ ö^j = 05^ — a^j = sein. 
Wir dürfen deshalb annehmen, es sei etwa o^i ^ und multipliciren 
nun die Gleichung (I) der Curve mit Oj^; unter Rücksicht darauf, dass 
^1^88 "^ ^^9 ^11^8 "== ^J8^> ^28^38 ^^ ^^ ) vcr Wandelt sich dann (1) in 

(41) (a„ x^ + a^aXj + a^^x^f = , 

woraus folgt^ dass der Kegelschnitt (1) im gegenwärtigen Fall eine 
doppelt zu zählende Gerade darstellt. 

Ist umgekehrt f(Xy x) das Quadrat eines linearen Ausdrucks, so 
verschwinden alle Unterdeterminanten An, denn für 

f(x x) = (a^Xi + a^x^ + a^x^f = 

welcher identisch Null ist. 



wird Oik ^ «t-aty ^uid eine beliebige Unterdeterminante 



er- 






erhält daher dep Werth aiai 

Man kann somit sagen: 

(42) Wenn sämmtliche Unterdeterminanten An der Deter- 
minante A einer Curve zweiter Ordnung verschwinden, re- 
ducirt sich die Curve auf eine doppelt zu zählende Gerade 
(Doppelgerade), und umgekehrt 

Wir wollen jetzt die Beantwortung einer Frage wieder auf- 
nehmen, die gelegentlich der Einführung des Mittelpunktes eines 
Kegelschnitts berührt wurde; es hatte sich in (25) gezeigt, dass auch 

bei Curven mit Mittelpunktslinie die Grösse — («» x) einen ganz be- 
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stimmten Werth besitzt^ und es handelt sich nun darum; die Bestimmung 
dieses Werthes wirklich durchzuführen« Die Auflösimg der Gleichungen 



(43) 



( T/"(^.) 



f*Pi 



■s-rw — **j>2, if'M 



**A 



denen die Coordinaten »1,0^,0^ des Mittelpunktes genQgen, ergibt 

(44) A-0i-^ K-^iiPi + -^iPt 4- -^itPt) > 

woraus folgt 

Äp.'=~n {Ä^^p*-\- 2AuP^l), + A„p,^-]r2A^,p^Pi + 2A^PtPs + Ä„p^*\ 

— ** • F{p,p), 
daher 
(45) 



IL 

Pm 



Wenn nun Ä und F(j^,p) verschwinden; ist von den drei Gleichun- 
gen (43) je eine die Folge der beiden anderen (vgl. 2), S. 25). Lassen 
wir daher die erste dieser Gleichungen ganz ausser Acht und ersetzen 

sie durch u^ß^ -{' u^z^ 'h ^^9 '^ ^t ^^ ^1; ^y ^ beliebige Zahlen be- 
deuten; die jedoch den pi nicht proportional sein sollen, so erhält man 
in gleicher Weise wie oben 

(46) ü « -^11 «t +Ai^t + A s^s 

P, Oll a„ 0,8 Pt 

«81 «81 «S8 Pt 

Pi P» Ps 
«i «S <S 

wo für den Nemier auch ^J^?lu, + ^-^^u, + ^--'',^^u, ge- 
setzt werden kann. 

Zwei ahnliche Gleichungen wie (46) ergeben sich; wenn man in 
dem System (43) die zweite; resp. dritte Gleichung durch u^u^ + ^^a 
-f- u^0^ mm ersetzt; nämlich: 



(46a) 



P, dF{p,p) dF(p,p) dF{p,p) 



undü. 



Al«*l +Al«4 +^8«* 



P, dF(p,p) dF(p,p) dF{p,p) 







1) Setzt man von den willkfirlichen u^ je zwei gleich Null^ das dritte gleich 1, 

w 1.. ^ dF , dF A ^F 

BO entsteht f* : p^ a=> Ay^ : k — ■= ^ - — — ^ - 



4i 



• da 



•■88 



11 



' ^«88 
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Endlich erhält man aus den drei Gleichungen (46) und (46a) unter 
Anwendung eines elementaren Satzes aus der Lehre von den Proportionen: 

^ ^ P, «11 «11 «18 Pl «*1 ' 

<*11 «J, o,, p, tlj 

«Jl «»1 «»• p» «» 

JPi Pi Pj 
Uj U| i«3 

und hier ist -^ ffir beliebige Werthe der Ui bestimmt, auch wenn Ä 

P» 

und F(p,p) verschwinden. 

Zwei Sehnen y die durch den Mittelpunkt des Kegelschnitts gehen 
und zu einander conjugirt sind (vgl. S. 26), bilden mit der unendlich 
fernen Geraden ein Dreieck, zu dessen wahrer projectiver Verallge- 
meinerung wir nun Qbergeheli wollen. 

Auf Grund des Satzes (16) liegen alle vierten harmonischen Punkte 
zu einem festen Punkte y und zu den Schnittpunkten der durch y ge- 
zogenen Strahlen mit der Curve zweiter Ordnung f(x, x) = auf einer 
Geraden, der Polare des Punktes y. Die Gleichung derselben war 
f(x^ y^ SS 0. Man nennt nun überhaupt zwei Punkte x und y, die zu 
den Schnittpunkten ihrer Verbindungslinie mit einer Curve zweiter 
Ordnung harmonisch liegen, conjugirte oder harmonische Pole 
in Bezug auf die Curve; die Bedingung, dass x und y solche Pole 
seien, ist f(x, y) = 0. Der eine Pol liegt immer auf der Polare des 
anderen. Offenbar gilt auch der Satz: 

(48) Die einzelnen Paare conjugirter Pole, die derselben 
Punktreihe angehören, bilden eine Involution; die Doppel- 
punkte der Involution sind die der Curve zweiter Ordnung 
angehorigen Punkte der Reihe. 

Drei Punkte, von denen je zwei harmonische Pole in Bezug auf 
dieselbe Curve zweiter Ordnung sind, bestimmen ein Dreieck, das man 
als Poldreieck zu bezeichnen pflegt. Wir behaupten nun: 

(49) Für eine gegebene Curve zweiter Ordnung gibt es 
dreifach unendlich viele Poldreiecke. 

Denn zunächst ist eine Ecke dieses Dreiecks willkürlich gewählt, 
ihre Bestimmung hängt jedoch von zwei Constanten, nämlich von 
zwei Verhältnissen ihrer Coordinaten ab; durch diese erste Ecke ist 
die Gegenseite als Polare festgelegt, hingegen kann auf dieser Polare 
die zweite Ecke beliebig gewählt werden, wozu noch eine Constante 
erforderlich ist. Alsdann aber ist das Dreieck festgelegt, denn die 
Polare dieser zweiten Ecke schneidet auf der Polare der ersten die 
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driU;e Ecke aas; die Willkürlichkeit ist daher in der That eine 
dreifache. 

Femer gilt der Satz: 

(50) Bezieht man eine Gurve zweiter Ordnung auf ein Pol- 
dreieck als Coordinatendreieck; so kann ihre Gleichung'nur 
noch die Quadrate der Variabein enthalten. 

Ffir die Polare eines beliebigen Punktes y hat man nämlich die 
in (3) ausführlich angegebene Gleichung f(x, y) ^=0] lässt man y etwa 
in die Ecke x^ »^ x^^^O des Coordinatendreiecks rücken, so wird die 
zugehörige Polare a^iX^ + Ogg^« + ^»^» =" ^* Diese muss nun mit 
der Gegenseite x^'^O der Ecke Xj^ = x^^^^O zusammenfallen, falls 
das Dreieck ein Poldreieck sein soll, d. h. es müssen a^i und a^^ weg- 
fallen, wodurch man als Gleichung der Gurre erhält 

«11^1* + 2ai^XiX^ + a^x^^ + OjsV — 0. 
Verfahrt man in solcher Weise auch bei den übrigen. Ecken, so zeigt 
sich, dass überhaupt die Glieder mit c^uj^i^^ wegfallen. Die Glei- 
chung Biner auf ein Poldreieck bezogenen Gurre zweiter Ordnung 
lautet daher 

(51) a^x^^ + a„ V + «88 V — 0, 
sie enthält nur noch die Quadrate. 

Offenbar gilt auch die Umkehrung des Satzes (50): 

(52) Enthält die Gleichung einer Gurye zweiter Ordnung 
nur die Quadrate der Variabeln^ so kann dieselbe als auf ein 
Poldreieck bezogen angesehen werden. 

Es möge zum Schlüsse die Bestimmung der Goordinaten der 
Schnittpunkte einer Geraden mit einer Gurve zweiter Ord- 
nung in andrer Weise erfolgen als zu Anfang dieses Paragraphen. 

Sei f{x, a;) «a die Gleichung der Gurve, ii^Xi + ^%^ + «b^s "=0 
oder, wie wir häufig kürzer setzen werden,, u« »» diejenige der Ge- 
raden und sind x^yX^yX^ die Goordinaten eines der gesuchten Schnitt- 
punkte, also XiVi -^ X2V2 -}- x^v^ ^^ dessen Gleichung in Liniencoor- 
dinaten t;«, so erhält man die Bedingung für die Goordinaten einer 
durch einen Schnittpunkt gehenden Geraden v^- •» , wenn es gelingt, 
aus den drei Gleiohungen f(Xf :r) »= 0, u« »» 0, 1;« ass eine Gombi« 
nation abzuleiten, welche die x nicht mehr enthält. Diese Gombination 
stellt das Product der beiden Schnittpunkte dar, wenn sj^ in den v 
vom zweiten Grade wird. 

In Folge von x^ix^ix^^^ (t^^Vj — ^3^2) • (^3^1 — **i^s) • (^1^« — **»^i) ®^" 
hält man sofort für das Product der beiden Schnittpunkte die Gleichung^) 

1) Die der Kürze halber in (68) nur dnich Pimkte angedeuteten Glieder 

Onndelfinger, Vorlerougen. 8 
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(53) «iiCwst;, — Wst;8)'H |-2a»K<^i— «*i^8)(«*i*'2 — «*2M + 

wofQr man auch setzen kann 



0, 



(53 a) 



\uv/ 



1», 



On Ott 

«SS «w 



t(, v 



V. 



V. 



1 
«s 

«« 






1 






-0^). 



Falls der Kegelschnitt /*(a:; x) ^^0 von ti« = in zwei zusammen- 
fallenden Punkten getroffen wird, stellt (53 a) den betreffenden Punkt 
doppelt zählend dar. Sollte femer (53 a) für alle Werthe der Vi 
(i = 1, 2, 3) befriedigt werden, so würde jede Gerade v^. — der 
Ebene durch einen Schnittpunkt von f(x, rc) ■= und u^ ■= gehen, 
d. h. die Gerade u» ^=»0 würde einen Theil des alsdann ausgearteten 
Kegelschnitts bilden. 

Die Gleichung der Schnittpunkte von f(x, x)='0 mit der Seite 
0^ BS. des Goordinatendreiecks erhält man aus (53 a) durch die Sub- 
stitution tCj BS 1, u^ BS u^ SS in der Gestalt 

(54) Ojg V — 20^9 VjVj + o^aV — 0; 

die Schnittpunkte mit den Seiten x^^^O und x^^=^0 sind analog ge- 
geben durch 

(54) «83 Vi* — 20,1 VjVa + a^v,* = und 0,2^1* — 2ai8t;i t;^ + a^^v^^ = 0. 

Die beiden in (53 a) enthaltenen Factoren lassen sich übrigens 
auch einzeln darstellen, und zwar in folgender Weise: 

Sind SifS^fS^ drei willkürlich gewählte Grössen, so besteht, wie 
in der Determinanteniheorie gezeigt wird, die Relation 

w acD-oc") +(::)*! 



ergeben sich aus dem den Punkten vorausgehenden voUst&ndig angegebenen 
Gliede dnroh cjklische YertanBchnng der Indices. 

1) Die dnrch „Bändern** mit zwei Beihen von Grössen u^ resp. v^ (t = 1, 2, 3) 

aus A hervorgejiende Determinante werde kurz durch* y | bezeichnet; wird A 

\uv/ 

auf der einen Seite mit den «, auf der anderen mit den v gerftndert, so sei dies 
kurz durch y*') bezeichnet, während |^^^| ausdrückt, dass die Determinante A 

mit drei Beihen von Grössen u^, v^, u;,. (i *= 1, 2, 8} gerändert ist. Wird eine 
andere Determinante, z. B. eine aus Elementen b^ ^ zusammengesetzte Determinante 
gerändert, so werde dies, nm Yerwechselnng zu vermeiden, durch Zufügen des 

Index ht-u bezeichnet; so bedeutet z. B. |^| , dass die Determinante der &,.j^ mit 

je einer Beihe von Elementen uf , fi^ , u, gerändert ist 
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da nun (]|*J = "" ^ ± i^i^i^sY} »^ hat man 

ö (::)-- 2" ± («.•.«.)• + d' °^" •»•* 



(66) 



(::)(::)-((::)+vT5.2'±(«.».'^)i 



Hiermit sind die Factoren von (^ J gegeben, wobei s^^yS^fS^ be- 
liebige Grössen bezeichnen , die nur den u^jU^jU^ nicht proportional 
sein dürfen. 

Eine andere Methode zur Bestimmung der Schnittpunkte einer 
Geraden und einer Ourve zweiter Ordnung ist die folgende^). Wenn 
die Curve dargestellt ist- durch f{x, a;) — oder nach (6) durch 

fi^i + f%^% + /s^ "* 0, die Gerade durch u^x^ + ^^% + ^3^» = 0, 
so folgen aus beiden Gleichungen zur Berechnung der Coordinaten 
^u^f^ der Schnittpunkte die drei in den x linearen Gleichungen 

(57) QX^ = /jMj — /;<, QX^ = ^Wi - /;W,, QX^ = fiU^—f^U^, 

in denen q einen noch zu bestimmenden Proportionalitatsfactor be- 
deutet. Um Q zu finden, substituiren wir die Werthe (57) in die 
Gleichung ^v^ -}~ ^2^8 ~H ^s^s °^ ^ eines der Schnittpunkte und er- 
halten so: 

(58) q{x,v^ + x^v^ + x^v^) =- 2 ± (^i**2^»)- 

Für das Quadrat Q^^x^v^ + x^v^ + x^v^y folgt hieraus eine Darstel- 
lung in Form einer Determinante sechsten Grades 



P*(^l^l + a^gt?, + X^Vf^)^ = — 



«2X 



a. 



'31 



fx 



M. 



». 



«1» 

»2 



Ol» 

«J» 
*» 

«8 

V. 



/i 








«1 

«» 








t». 



1». 



« 



8 









Wird hier die erste Verticalreihe mit x^, die zweite mit x^, die 
dritte mit o;, multiplicirt und werden diese Reihen von der vierten 

1) VgL Onndelfinger: Storno ad aloane formole della teoria delle curre 
di aecondo e teno ordine". Annali di Matematica, Serie II, Bd. 6, S. 226. 1878. 

2) Oieee Methode hat Aronhold gegeben in einer Abhandlung Aber die 
Int^iation irrationaler Differentiale, Journal fQr die reine und angewandte Mathe- 
matik, Bd. 61, S. 108 f., 1862. 

3* 
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subtrahirty verfahrt man hierauf in gleicher Weise mit den Horizontal- 
reihen und beachtet, dass für die Goordinaten x^jX^^x^ eines Schnitt- 
punktes sowohl f{Xj x) als Ux verschwinden, so wird 



Q\x^v^+x^v^-)r ^s^sy=^ 



<hl «M «IS 


U M, 


»1 


^i'ht^a 


«, 


Vg 


«81 «8» «SS 


«, 


»8 





0- 


-«« 


M, U, M, 








»1 »» V, - 


-«,0 






(jf,», +«,«,+!!,,»,)*(*), 



daher 

(69) p» — Q (^„M,«+ 2^„«itt, + Jj8V + 24i,M,Uj 

+ 2 ^«,«8 + A^u*) 
oder 

(60) <»=+y'_F(«,«), 

wenn zur Abkürzung gesetzt wird 



(61) 



F{u, «) = 




ÄitUiUi. 



1)<»^0, 



Man hat nun die beiden Hauptfalle zu unterscheiden: 

2><. = 0. 

1) Im allgemeineren Falle q^O erhält man, entsprechend deu 
zwei verschiedenen Werthen von Qj mit Hilfe der Gleichungen (57) 
zwei verschiedene Punkte, die dem Kegelschnitt und der Geraden ge- 
meinsam sind, und zwar sind dieselben reell oder imaginär, je nach- 
dem jP(ti, u) negativ oder positiv ist^). 

2) Wenn p ■= 0, kann die Gerade w, = mit der Curve 

a) zwei zusammenfallende Punkte, 

b) unendlich viele Punkte 

gemeinsam haben, ist also entweder (a) eine Tangente der Curve (im 
eigentlichen oder uneigentlichen Sinne) oder (b), sie bildet einen Tbeil 
der Curve. 

Die Gleichungen (57) verwandeln sich im Falle 2) in 

(62) k^k-i^ wobei /; = 4-r(xO, 

1) Sind ««1 , ts > ^s ^^ Goordinaten der Y erbindungfilinie zweier Punkte y 
und z, 80 kann man setzen «^ — y^B^ — y,«?,, ^^y^ei— J/i^si **3 = ^i^t — y««i » 
nach (82) ist alsdann /"(y, y) • f{p, z) — /'•(y, z) = F(w, w), daher /"(y, y) • flz, e) 
^^ f*{y^ z) -\- F(UjU), Wenn nun die Gerade u die Curve in imaginären Punkten 
trifft, ist F{u^ «), somit auch fiy^y) - f{z^ z) positiv, es müssen daher in diesem 
Falle die Ausdrücke f(y^ y) und f{Zy z) gleiche Vorzeichen haben. 
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und diese zwei Gleichungen ergeben entweder einen einzigen Scbnitt- 
pankt oder unendlich viele (die Gerade t«« -• selbst). 

Im Falle a) setze man /l «= ötu (i = 1, 2, 3), wo 6 einen Propor- 
tionalitätsfactor bedeutet, und fQr beliebige y< wird 

(63) fiVi + f^y^ + ^y, — 6{u^y^ + u^y, + u^y^). 

Da die yi beliebig sind, kann man f&r sie auch die Coordinaten 
irgend eines auf der Geraden u« •■ gelegenen Punktes wählen, also 
bei Yollig willkürlichen Werthen der Wi setzen J^i = tc^u^s — ^^s; 
y^sBUgtt^i — **iW^8> ys''^'**!^« — MgWi. Die Coordinaten Xi des ge- 
meinschaftlichen Punktes der Curve fix^ x) ^»0 und der Geraden 
Ug ^=0 ergeben sich nun aus den zwei linearen Gleichungen: 

(64) rMVi + rMVt + r(^s)y8 — und u^x^ + u^x^ + u^x^ ^ 0, 
oder unter Beibehaltung der völlig willkQrlichen Wi aus: 

(65) ^ + {f\x^)u^u)^ -= und u^x^ + u^x^ + u^x^ «- 0. 

Im Falle b) gehört jeder Punkt der Geraden u« => dem Kegel- 
schnitt an; da nun ein solcher Punkt Coordinaten von der Form be- 
sitzt x^'^ii^w^ — ^z^%} x^^^u^Wi — '^iW^j a?j«=ttiM;2 — WjWj bei 
▼ollig willkürlichen Werthen der Wij so ergibt sich als nothwendige 
und ausreichende Bedingung für diesen Fall 

m (::)-o, 

wie auch bereits S. 34 auf andere Weise gefunden wurde. 

Umgekehrt sagt diese Bedingung aus^ dass jeder Punkt von xi^g »» 
dem Kegelschnitt angehört, also die Gerade einen Theil desselben bildet. 

Es werde noch bemerkt, dass man im Falle 2a) für die Coordi- 
naten des gemeinsamen Punktes aus (64) erhält 

die Gleichung XiV^ -f- x^v^ -{- x^v^ «» dieses Punktes wird daher 



(67) 
oder auch 



2±(r(y.)M,)-o, 



(67 a) 



«»1 

w. 



Ol» 



«1» 

«3 



to, 



8 



«1 
«» 







V, 



V. 



» 








0, d.h. («•')- 0, 



bei TöUig willkürlichen Werthen der tVi, 



1) In der ersten Gleichung (64) wurden die x^ tind y^ mit einander vertaascht. 
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Sollte der Ausdruck (67) für alle Werthe der y,- identisch ver- 
schwinden (also auch fQr solche Werthe, welche Uy =^ nicht er- 
füllen), so würde f(x, rc) «= mit der Doppelgeraden w, • n, == 
identisch sein. 

Wir wollen im Anschluss an (66) die wichtige Aufgabe losen: 
Wenn f{Xj rr) «=» die Gleichung einer in ein Oeradenpaar zerfallenen 
Curye zweiter Ordnung ist und le« «s die eine Gerade des Paares 
darsj^ellt, die Gleichung der anderen Geraden zu. bilden. 

Jedenfalls geht jede Gerade Vx^=^0 der Ebene durch einen Schnitt- 
punkt von f(XfX) e= mit u« «» hindurch; die in (53a) abgeleitete 

Gleichung yj'^^O des Schnittpunktepaares wird nun für beliebige 

Werthe der v erfüllt, und wir können daher setzen v^ *» o^gS^s — ^sV«! 
Vg SS x^yi — a^i^g, Vj = x^tfi — ^2^1; wobei die y^ ganz willkürlich 
sind, jedoch Uy =» nicht erfüllen dürfen. Es wird 

Xi x^ x^ 

Vi y% Vt 



^11 "l2 *18 



«*1 Wj «j 



Yr(a?i)-Wy— 4r(yi)-«fr, 



also 

Hieraas folgt 

(69) fix, x)-ul={ 2 fix, y)'u^ — f(y, y) • «J w. - , 

womit als Gleichung der zweiten Geraden des Paares f(x, x) *=^0 ge- 
funden ist 

(70) 2f{x,y)'Uy — f(f,,y)^Ux^0. 

Besonders einfach wird die Rechnung natürlich, wenn man für 
die yt die Goordinaten einer Ecke des Coordinatendreiecks wählt; nur 
ist dabei zu beachten, dass man keine solche Ecke wählt, welche 
eventuell auf tia, »= liegt. 

§5. 
Die Onrven zweiter Classe. 

Nachdem im vorhergehenden Paragraphen der geometrische Ort 
aller Punkte untersucht wurde, deren Goordinaten x^yX^yX^ einer Glei- 
chung zweiten Grades in ^1,^8,^3 genügen, wollen wir nun fragen, 
welche Eigenschaft alle geraden Linien besitzen, deren Goordinaten 
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Ui,f4^,u^ einer Gleichang zweiten Grades 

(1) ip(u, u) = «11 Wi* + 2ai,Wii48 + ojg«,« + 2ai8MiU8 

+ 2aj8U8f«8 + «ss^^s* = 
genügen. 

Während man sich die Curve f{x, a:) >» entstanden denken 
kann durch Bewegung eines Punktes x, der die Curve beschreibt^ 
stellt jedenfalls q)(u, u) a» ein Gebilde dar, das umhüllt wird von 
allen Geraden^ deren Coordinaten Ui der Gleichung q)(UyU) ^^0 ge- 
nügen. Man nennt dieses Gebilde eine Curve zweiter Glasse. 

Wird (1) der analogen algebraischen Behandlung unterworfen 
.wie f(x, o;) «= im vorhergehenden Paragraphen, so gelangt man zu 
Sätzen, die den früheren über Curven zweiter Ordnung entsprechend- 
es findet ein vollständiger Dualismus statt, indem jedem Satze über 
Curven zweiter Ordnung „dualistisch'' ein Satz über Curven zweiter 
Glasse entspricht. Es ist demnach auch unnothig diese dualistischen 
Sätze besonders abzuleiten, sie gehen aus den früheren hervor, indem 
man dort auftretende Punkte durch gerade Linien und umgekehrt ge- 
rade Linien durch Punkte ersetzt. Lisbesondere ist die Verbindungs- 
linie zweier Punkte nunmehr zu ersetzen durch den Schnittpunkt 
zweier Geraden, ein Punkt der Curve f(x, x) '=0 durch eine Tangente 
der Curve 9)(u, ti) «» 0; an Stelle der Schnittpunkte einer Geraden 
mit einer Curve zweiter Ordnung treten die 'Tangenten, welche von 
einem Punkte an die Curve zweiter Classe gezogen ^erden können. 

Wie bei Curven zweiter Ordnung sind auch jetzt zwei Haupt- 
fälle zu unterscheiden, je nachdem nämlich die Discriminante 

j «11 «12 «13 I 
(2) ^ ^ I «21 «28 «23 ; «»'* '^ «*0 



«u 


«w 


«13 


a»i 


«2S 


"n 


««1 


«8» 


«88 



von Null verschieden oder gleich Null ist. 

Wir behaupten, dass im Falle A ^ jede Gerade, deren Coordi- 
naten Ui die Gleichung 9(1«, u) = befriedigen, Tangente des Kegel- 
schnitts ist, dessen Gleichung in Punktcoordinaten lautet: 

(3) 0(a?, x) = \iXi^ 4- 2\^XiX^ + Ajfja?,* + 2^^^XlX^ 

+ ifiii^x^x^ + Ajj V = 0- 
Leitet man nämlich die Gleichung in Liniencoordinaten ab, welche 



1) Es werde noch bemerkt, dass im Folgenden fOr das Fnnctionszeichen nnd 
die Coefficienten der Gleichung einer gegebenen Curve zweiter Ordnung meistens 
kleine lateinische Buchstaben, für die Coefficienten der zugehörigen Gleichung in 
Liniencoordinaten grosse lateinische Buchstaben gewählt werden sollen. Femer 
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der Curve (3) zugehört, so ergibt sich nach (30) in § 4 und mit Be- 
nutzung bekannter Relationen aus der Determinantentheorie, wie z. B. 

A32A33 Agj = Aa^i, A13A28 AijAjs =» Ao^^y 
u. s. w.^ das Resultat 

(4) A(«,i V + 2ai,WiM8 + «ö V + 2a,8««i«^ + 2a88W2W3 + a», V) = ^ 
oder q)(u,u) = 0, da A^O vorausgesetzt wurde. 

Auf Grund dieser Thatsache und des analogen im vorhergehenden 
Paragraphen erhaltenen Resultates kann man sagen: 

(5) Eine nicht ausartende Gurve zweiter Classe kann 
immer auch betrachtet werden als eine Curve zweiter Ord- 
nung, die nicht ausartet, und umgekehrt. 

Im Falle A <= ist uns aus § 4 bekannt^ dass der Ausdruck (1) 
in zwei lineare Factoren zerfallen muss, die von einander verschieden 
oder einander gleich sind, je nachdem auch nur eine der drei „Haupt- 
unterdeterminanten^ A^j, A^g, Ag^ von Null verschieden ist, oder diese 
drei gleich Null sind^). Also 

(6) Sobald die Determinante A der Curve zweiter Glasse 
9(u, m) = verschwindet, zerfällt die Curve in ein Punkte- 
paar, und umgekehrt*). 

(7) Wenn sämmtliche ünterdeterminanten Aik der Deter- 
minante A einer Curve zweiter Classe verschwinden, redu- 
cirt sich die Curve auf einen doppelt zu zählenden Punkt 
(Doppelpunkt), und umgekehrt. 

Auf Grund des Resultates (5) gelten alle in § 4 für nicht aus- 
artende Curven zweiter Ordnung gefundenen Sätze auch fftr Curven 
zweiter Classe. 

Weitere Theoreme ergeben sich durch dualistische Uebertragung 
aus denen von § 4, z. B.: 

(8) Eine Curve zweiter Classe ist im allgemeinen durch 
fünf Tangenten bestimmt; gehen drei derselben durch einen und 
denselben Punkt, so zerfallt die Curve in ein Punktepaar; der eine 
Punkt dieses Paares wird unbestimmt, falls vier der Tangenten einem 
und demselben Büschel angehören. 



mögen im allgemeinen kleine griechische Bachstahen hei der Gleichung einer ge- 
gehenen Carve zweiter Classe benutzt werden, grosse griechische BnchstijMn bei 
der zugehörigen Gleichnng in Punktcoordinaten. 

1) Das Verschwinden dieser drei hat ja im Falle A <= das Verschwinden 
aller A^j^ znr Folge. 

2) In dem zu vorliegendem Paragraphen gehörigen Th^il des Anhangs sind 
die beiden Punkte einzeln dargestellt. 



Dantellang einer Carve zweiter ClaBse in Pnnktcoordinaten. 
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Dem Satze (9) in § 4 entspricht: 

(9) An jede Curve zweiter Classe lassen sich von einem 
beliebigen Punkte der Ebene im allgemeinen zwei Tan- 
genten legen ^). 

Ist dieser Punkt der Schnitt zweier beliebigen Geraden mit den 
Coordinaten u< resp. Vi (i »» 1, 2, 3); so sind die beiden Tangenten 
reell, wenn 9>*(u, v) — ^(ti, u) • ^(t;, t;) > 0, sie sind imaginär, wenn 
9*(u, v) — q)(Uy u) ' (p{v, v) < 0; sie fallen zusammen, wenn 

9>*(tt, v) — 9>(ti, t*) • q){Vf v) =: 0. 

Dabei ist q)(u, v) definirt durch 

(10) 9>(tt, v) = (a,iMi + «ijt*a + a^^Ui)Vi + (a^u^ + «„tij + «ss^Ot'a 

da ccit ^=^ ccjti. 

Nehmen wir an, die Gerade v liege fest, während u variabel ist, 
80 stellt 

(11) 9*(t*> v) — 9>(w, w) • 9>(t;, v) = 

die Bedingung dar, der die Ui genügen müssen, damit die Gerade 
t(, BS durch einen der Geraden t; und der Curve q)(UyU) ==»0 ge- 
meinsamen Punkt gehe, d. h. (11) ist die Gleichung des Schnittpunkte- 
paars von u« oa mit der Curve und zwar eines Paares, weil (4) in* 
den u vom zweiten Grade ist. Da v^. «° eine beliebig gewählte Ge- 
rade ist, kann man auch sagen: es stellt (11) die Bedingung dar, dass 
lix "»0 und v« «»0 sich in einem Punkte der Curve (1) schneiden. Sind 

(12) 



X, 



w,t;, — WgVg, x^ 



«3^1 — MjVj, X^ 



u^v^ 



u^v, 



die Coordinaten des Punktes, so müssen sich diese in (11) einführen 
lassen, und kann alsdann (11) von der Gleichung der Curve (p(u,u)'^0 
in Punktcoordinaten nur um einen Zahlenfactor verschieden sein. In 
der That findet man 

(13) 9(m, w) . 9>(t;, v) — (p\u, v) 



«11 


«1» 


«18 


«M 


«Kj, 


«88 


«81 


««« 


<% 


Xl 


«, 


«■8 



X, 



X 



2 



X, 





8 



wobei die Xi durch (12) definirt sind. 



1) Der Fasanote 2) zu S. 20 entsprechend wäre zu erwähnen, dass man an eine 
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Den Sätzen (16) — (19) in § 4 entsprechen dualifitisch die folgen- 
den (14)-(17): 

(14) Nimmt man auf einer Geraden v beliebig viele Pankte 
an und construirt man den durch irgend einen dieser Punkte 
gehenden vierten harmonischen Strahl zu v und zu den 
beiden Tangenten^ die vom Punkte an eine Curve zweiter 
Classe gezogen werden können, so gehen alle diese vierten 
harmonischen Strahlen durch einen und denselben Punkt, 
den Pol der, Geraden v. Seine Gleichung ist q)(u,v) ^^0. 

(15) Dreht sich eine Gerade um einen auf ihr gelegenen 
Punkt, beschreibt sie also ein Strahlenbüschel, so durch- 
läuft der in Bezug auf eine Curve zweiter Classe genommene 
Pol der Geraden eine zum Strahlenbüschel projective Punkt- 
reihe*). 

(16) Der Pol einer Geraden v liegt auf den beiden Tan- 
genten, welche in den der Geraden und der Curve zweiter 
Classe gemeinsamen Punkten gezogen werden können, er 
ist also der Schnittpunkt dieser beiden Tangenten. 

(17) Der Pol einer Tangente v der Curve 9)(tt, w)«=0 fällt 
mit dem Berührungspunkt dieser Tangente zusammen, seine 
Gleichung ist 9p(w, i;) = 0. 

Den Formeln (26) in § 4 für die Coordinaten der Polare des 
Punktes y entsprechen folgende Formeln fdr die Coordinaten Xi des 
*Pols einer Geraden t; in Bezug auf (p{u,u) = 0: 



(18) 



2 

QX^ = «81^1 + «32^8 + «SS«'» = T9>'K)- 



2 

Hiernach gehört zwar zu jeder Geraden v bei Curven zweiter 
Classe ein ganz bestimmter Pol x, dagegen zu jedem Punkte x nur 
dann eine bestimmte Polare t;, wenn sich die Gleichungen (18) ein- 

Cnrve, die durch eine Gleichong n^^ Grades in tt^ , u, , iig gegeben ist, an eine 
sogenannte Curve n^' Classe, im allgemeinen von einem Funkte aus n Tangenten 
ziehen kann. Deshalb wird sie eben von der n^^ Classe genannt. 

1) Die Fassung dieses Satzes muss etwas modificirt werden, wenn der Kegel- 
schnitt ein Punktepaar ist, auf dessen Träger das Centrum des Strahlenbüschels 
liegt; sämmtliche Punkte der Punktreihe fallen dann offenbar zusammen mit 
dem vierten harmonischen Punkte zu dem gegebenen Paare und dem Centram 
des Strahlenbüschels. Dieser vierte harmonische Punkt ist jetzt der Pol eines 
jeden Strahles im Büschel. 



Mittelpunkt einer Gurre zweiter Classe. 
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deutig nach den Vi auflösen lassen, also wenn A ^ 0. Bei nicht aus- 
artenden Kegelschnitten ist das Verhältniss zwischen Pol und Polare 
überhaupt ein völlig eindeutiges. Daraus und aus den Bemerkungen 
S. 25 über den Mittelpunkt fs einer Curve zweiter Ordnung geht 
hervor, dass derselbe auch angesehen werden kann als der PoP) der 
unendlich fernen Geraden in Bezug auf den Kegelschnitt, und es möge 
dies auch fSr zerfallende Curven zweiter Olasse gelten, da bei diesen 
jeder Geraden der Ebene eindeutig ein Pol zugehört 

Die Ooordinaten der unendlich fernen Geraden sind nun die durch 

(7) und (5) in § 1 definirten Grössen |>< «= — (» « 1, 2, 3); daher 

findet man durch A.uflÖ8ung von (26) in § 4, wenn daselbst Ui durch 
Pif j/i durch 0i ersetzt wird, für den Mittelpunkt ß einer nicht aus- 

8 8 

artenden Curve zweiter Ordnung f{xj x) ^ ^f xf Cik^i^k =° die 

Coordinaten 

1 



1 1 



(19) 



<y<r, = ^„p, + ^„p, + 4„p, = Y^'(p,) 

tf«, — AiÄ + A»A + ^wft =- -§- -F"(ft) 
tfj»8 ==■ ^iPi + 4,gp, + ^„ft = Y J^'O»,), 



wobei ein Proportionalitatsfactor, während sich f8r die Coordinaten 
des Mittelpunktes einer beliebigen Curve zweiter Classe 



s 8 

9(m,m) = 22 

1 1 







ans (18) in Torliegendem Paragraphen direct die Werthe ergeben 



(20) 






Wir wollen nun untersuchen, was für eine Bedeutung die Glei- 

8 8 

chung in Liniencoordinaten F(u,h)^=^ ^ ^f Äjk Uj Ut = einer Curve 

1 1 

zweiter Ordnung f(Xy o;) <» besitzt, falls die Determinante Ä der 
Curve verschwindet. Nach (34) in § 4 stehen in diesem Falle die 



1) Vgl. fttr den Fall einer Mittelpanktslinie die Fnssnote zu S. 28. 
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Aik in einfachem Zusammenhange mit den Coordinaten rji der Spitze 
des GeradenpaarS; das von f{XjX)^=^0 dargestellt wird; der Art dass 
Aih proportional ist zu i^ji^«. Die Substitution dieser Werthe der Aiu 
in F(Uf w) — liefert 

also: 

(21) Bildet man für einen in ein Geradenpaar ausgearteten 
Kegelschnitt die Gleichung in Liniencoordinaten^ so reprä* 
sentirt dieselbe doppelt zählend die Spitze des Geradenpaars. 

Dualistisch folgt: 

(22) Bildet man für einen in ein Punktepaar ausgearteten 
Kegelschnitt die Gleichung in Punktcoordinaten, so reprä- 
sentirt dieselbe doppelt zählend den Träger des Punktepaars. 

Wenn ferner f{Xy x) ^0 eine doppelt zu zählende Gerade dar- 
stellt, kann natürlich von einer zugehörigen Gleichung in Liniencoor- 
dinaten F(u, u) ==» überhaupt nicht mehr die Bede sein, da alle An 
in diesem Falle gleich Null sind; analoges gilt^ wenn q>(u, u) ^=0 
einen Doppelpunkt darstellt, es gibt alsdann keine zugehörige Glei- 
chung in Punktcoordinaten. 

Den conjugirten Polen bei Curven zweiter Ordnung entsprechen 
dualistisch die conjugirten oder harmonischen Polaren bei 
Curyen zweiter Classe: zwei gerade Linien, die harmonisch liegen zu 
den Ton ihrem Schnittpunkt an die Curve gezogenen Tangenten. Die 
Bedingung, dass zwei gerade Linien mit den Coordinaten u,- resp. Vi 
(f = 1,2, 3) conjugirte Polaren seien in Bezug auf die Curve (p(u,u) = 0, 
wird offenbar g){u^ v) «« 0. 

Drei Geraden, von denen je zwei harmonische Polaren in Bezug 
auf dieselbe Curve zweiter Classe sind, bestimmen ein Dreiseit, das 
man als Poldreiseit bezeichnet. 

Für conjugirte Polaren gelten Sätze, die den früheren (48) — (50) 
und (52) in § 4 über conjugirte Pole dualistisch entsprechen. Es 
werde nur der folgende besonders hervorgehoben: 

(23) Die einzelnen Paare conjugirter Polaren, die dem- 
selben Strahlenbüschel angehören, bilden eine Involution; 
die Doppelstrahlen der Involution bestehen aus denjenigen 
Geraden des Büschels, welche zugleich Tangenten der Curve 
zweiter Classe sind. 

Ein wichtiges Beispiel bilden die bereits im vorhergehenden Para- 
graphen erwähnten Paare conjugirter Durchmesser; jedes Paar der- 
selben liegt harmonisch zu den beiden Tangenten, die man vom Mittel- 
punkt der Curve ziehen kann und deren Berührungspunkte auf der 



Tangenienpaar an eine Curve zweiter Classe. Asymptoten. 45 

Polare des Mittelpunktes, d. h. auf der unendlich fernen Geraden liegen. 
Man bezeichnet diese zwei Tangenten speciell als Asymptoten der 
Corre. Für sie gilt daher der Satz: 

(24) Jedes Paar conjugirter Durchmesser eines Eegel- 
Bchnitts liegt harmonisch zum Asymptotenpaar. 

Es möge nun noch die Gleichung dieses Asymptotenpaares fQr 
eine Curve zweiter Ordnung /"(rc, a?) — abgeleitet werden. Zuvor 
werde die allgemeinere Aufgabe gelöst: 

Die Gleichung des Tangentenpaares aufzustellen, das 
in den Schnittpunkten der Curve zweiter Ordnung f{x^x)^^Q 
und der Geraden u,, -» gezogen werden kann. 

Die Coordinaten yi des Pols dieser Geraden sind nach Früherem 

proportional zu ^ -^C^); ^^^ diese Werthe wären nun an Stelle von 

y,- einzusetzen in f{Xf x) • fiy^ y) — /** (a?, y) "= 0. Hierdurch verwandelt 
sich f{Xyy) lediglich in Aiy^x^-^ u^x^'\' u^oo^, indem alle übrigen 
Glieder von f{Xy y) wegfallen auf Grund des bekannten Determinanten- 
satzes, dass die Summe der Producte aus den Elementen einer Reihe 
und den Unterdeterminanten der Elemente einer zweiten Reihe ver- 
schwindet oder gleich der Determinante selbst ist, je nachdem die 
zweite Reihe von der ersten verschieden ist oder nicht. Ferner wird 
filffif) '^ A^d^}^)} daher verwandelt sich f{x,x)'f(jfjy)—P{Xyy)*=»0 
in AiFi^Uy u) 'f{Xj x) — -4 • mJ} — 0. Da bei nicht zerfallenden 

Kegelschnitten A^Qy bleibt 

(25) F{u, u) . f{x, x)- A'Ul^O 

als Gleichung des Tangentenpaares. 

Tritt speciell an die Stelle der Geraden U;« »» die unendlich 
ferne Gerade Px^=^Oj so erhält man die Gleichung des Asymptoten- 
paares in der Form: 

(26) F{jp,p)-fix,x)-A-j^^^O. 

Zum Schlüsse werde noch bemerkt, dass dualistisch zu (5*3 a) in 
§ 4 nunmehr 



(2') %'l - 



das Tangentenpaar darstellt, welches vom Punkte y an die Curve 

8 8 

9)(m, w)^ ^ Xi ^ii^i^k = gezogen werden kann. 

1 1 
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§6. 
dassifloation der Eiegelsohnitte. 

Aus den Betrachtungen der beiden vorhergehenden Paragraphen 
geht hervor^ dass man sowohl bei Curven zweiter Ordnung als auch 
bei solchen der zweiten Classe zwei Hauptarten zu unterscheiden hat: 
die eigentlichen y bei denen die Discriminante von Null verschieden 
ist^ und die zerfallenden mit verschwindender Discriminante. Man theilt 
die Kegelschnitte noch weiter ein nach ihren Schnittpunkten mit der 
unendlich fernen Geraden^ je nachdem nämlich diese Schnittpunkte 
von einander verschieden sind oder zusammenfallen; auch die Realität 
der Schnittpunkte ist zu berücksichtigen. Die Kriterien für die ein- 
zelnen Fälle ergeben sich leicht im Anschluss an die in § 4 ausführ- 
lich behandelte Methode zur Bestimmung der Schnittpunkte einer Ge- 
raden und eines Kegelschnitts. 

Es werde begonnen mit 

A) Curven zweiter Ordnung. 

Zunächst werde vorausgesetzt, dass die Curve f{Xy x)^=0 nicht 
zerfalle, mithin J. ^ sei. Wir schneiden die Curve mit der unendlich 
fernen Geraden 

(1) p^X^ + A^2 +1>8^B = 0, 

deren Goordinaten pi nach (5) in § 1 die Werthe haben 

(2) A^*^' A"^' ft-=J- 

Zur Bestimmung der Coordinaten der Schnittpunkte dieser Ge- 
raden mit der Curve 

{^) f{x,x)^a^^x^* + 2a^^x^x^'\'a^x^^ + 2a^^x^x^+2a^x^x^+a^x^^Q 

ist dann auf Grund der Resultate von § 4 die Grösse 

(4) (► = ± y- F{p,p) 

ZU substituiren in die Gleichungen 

(5) QX^ = /ipj — ^sft , QX^ = /jPi — /ift , QX^ = ^j), — ^pi . 

* Die Schnittpunkte werden daher 

reell ^ wenn F{p,p) <0 (Hyperbel), 
imaginär, wenn F{p,p)> (Ellipse), 
sie fallen zusammen, wenn i^(i>,i>) = (Parabel). 
Die drei diesen Fällen entsprechenden Kegelschnitte bezeichnet 
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man resp. als Hyperbel^ Ellipse, Parabel; letztere wird von der 
unendlich fernen Geraden berührt 

Was den Fall F(pyp)>0 betrifft, so kann es hier vorkommen, 
dass nicht nur die unendlich ferne Gerade, sondern überhaupt jede 
Gerade der Ebene den Kegelschnitt in imaginären Punkten trifft, die 
Cunre ist alsdann imaginär, und es wäre nun zu untersuchen, unter 
welcher Bedingung für die Goefficienten der Gleichung f(x, x) ^0 
dies eintritt. 

Zu dem Zweck wählen wir auf der unendlich fernen Geraden 
einen beliebigen Punkt y; seine Polare /"(y, o;) «» ist nach § 4 ein 
Durchmesser des Kegelschnitts, und wenn die Curve auch imi^inär 
sein sollte, ist die Polare jedenfalls eine Gerade, die sich um den zu 
y conjugirten Pol (Mittelpunkt) dreht, also die ganze Ebene über- 
streicht, wenn y die unendlich ferne Gerade durchläuft Schneidet 
keine dieser unendlich vielen Polaren die Curve in reellen Punkten, 
so hat daher die Curve überhauj>t keine reellen Punkte; die Bedingung 
hierfür ist nach (60) in § 4, dass F{Uy t*) > sei, wo- nun 

Ui — anyi + ony^ + o^sys (i — 1, 2, 3) 
die Coordinaten der Polare bedeuten. Aus dem in Form der Deter- 
minante — ( ) in § 4 angegebenen Werthe von F(Uy u) ist nun er- 
sichtlich, dass sich diese Grösse bei Einführung der Ui verwandelt in 
Af(jfy y), man braucht nur die drei ersten Yerticalreihen jener Deter- 
minante zu multipliciren resp. mit y,, y^, y^ und von der vierten 
Reihe zu subtrahiren. Als Bedingung dafür, dass unsere Curve ima- 
ginär (eine imaginäre Ellipse) sei, tritt demnach zu F{p,p)> 
noch hinzu 

(6) -^fdf, y) > 0, 

WO yt (i BS 1^ 2, 3) die Coordinaten eines im Unendlichen gelegenen 
Punktes bezeichnen. Wenn diese Ungleichung für irgend einen be- 
stimmten Punkt y der unendlich fernen Geraden j)» »» erfüllt wird, 
findet sie auch für jeden anderen Punkt dieser Geraden statt, denn 
fi^jV) ^^^ f{^}^) haben zufolge der Fussnote zu S. 36 gleiches Vor- 
zeichen, wenn die Gerade yis die Curve in imaginären Punkten trifft. 
Zugleich erkennt man, dass Äf(y, y) < in Verbindung mit F(jpyp)>0 
das Kriterium für eine reelle Ellipse abgibt. Uebrigens ist aus der 
soeben durchgefflhrten Betrachtung ersichtlich, dass im Falle der 
imaginären Curve das Product Af(jf, y) für jeden beliebigen Punkt y 
der Ebene positiv wird. Doch ist es bei Untersuchung der Realität 
einer durch f(Xj x) =^0 gegebenen Curve nöthig, einen unendlich 
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fernen Punkt y zu wählen, weil bei Annahme eines ganz beliebigen 
Punktes y der Ausdruck Äf(ffy y) im Fall der reellen Ellipse ver- 
schiedene Vorzeichen hat, je nachdem der Punkt y im Innern der 
Curve oder ausserhalb derselben liegt-, denn beim Ueberschreiten der 
Curve muss ein Wechsel des Vorzeichens stattfinden. 

Der Ausdruck Ä • /"(y, y) kann noch in eine andere wichtige 
Gestalt gebracht werden; die Coordinaten eines auf der unendlich 
fernen Geraden gelegenen Punktes sind nämlich yon der Form 

wobei die Vi völlig willkürliche Zahlenwerthe besitzen, nur nicht den 
Pi proportional sein dürfen. Daher kann das Kriterium Af{yy y) ^ 

auch ersetzt werden durch 6^A \ / ^0; ^^ hier gleichbedeutend ist mit 

Man kann beispielsweise V] =^ v, «= 0, v, = 1 setzen, wodurch sich 
A.{ ) verwandeln würde in A{a^^p^ + a^Pi — ^^hiPiPt)} ^^^ ®^® 

weitere Vereinfachung würde eintreten, wenn statt der eigentlichen 
Dreieckscoordinaten homogene Parallelcoordinaten zu Grunde liegen. 
Alsdann wären etwa, wie am Schlüsse von § 1 gezeigt wurde, die 
Coordinaten jP| und p^ der unendlich fernen Geraden gleich Null, 
j}, *» 1 , und der obige Ausdruck würde sich reduciren auf A* a^^. 
Bei allgemeinen Dreieckscoordinaten dürfte die Rechnung am kürzesten 
sein bei Benutzung von Af(ff,y)f wobei y^, y^, y, Zahlen bedeuten, 
die lediglich der Bedingung jp^y^ -{- P2yi -{- P^y^ '^ ^ genügen müssen, 
im übrigen aber völlig willkürlich gewählt sind. 

Man kann noch die Frage aufwerfen, ob z. B. in der als Hyperbel 
bezeichneten Curvengattung nicht noch andere Kegelschnitte enthalten 
sind, die zwar gleichfalls die unendlich ferne Gerade in zwei ver- 
schiedenen reellen Punkten treffen, aber von einander wesentlich ver- 
schiedene Eigenschaften und Gestalten besitzen; und die analoge Frage 
wäre anzuwerfen bei den als Ellipse und Parabel bezeichneten Curven- 
gattungen. 

Zur Entscheidung dieser Frage führen wir ein specielles Coor- 
dinatensystem ein. 

Bei der Hyperbel ist das Tangentenpaar T . T^ der Curve 
in ihren Schnittpunkten mit der unendlich fernen Geraden p^ ^s^ 
(das sogenannte Asymptotenpaar) reell und hat nach (26) in § 5 die 
Gleichung 
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(8) F(j?,p)-ax,x)-A-pi = T.T,'=0; 

hieraus folgt, daes f(x, x)^^0 in die Form gebracht werden kann 
r.I\ — c-|)*a=0, wo c eine Constante darstellt^ auf die es im 
Folgenden nicht weiter ankommt Durch die Substitution: Tip^^^Xy 
Tipx => y^) führen wir nun ein System schiefwinkliger Parallelcoor- 
dinaten ein und erhalten dann für die Hyperbel die Gleichung 

(9) a? • y «= const, = c, 

deren geometrische Deutung aussagt: 

(10) Zieht man durch einen beliebigen Punkt der Hyperbel 
Parallelen zu den zwei Asymptoten, so hat das so entstehende 
Parallelogramm denselben Inhalt^ wo der Punkt auch auf 
der Hyperbel liegen mag. 

Durch diese Eigenschaft y =^ cix wird also eine ganz bestimmte 
Corvengestalt (und nicht mehrere) charakterisirt 

In analoger Weise zeigt man, dass auch die als Ellipse bezeich- 
nete Curvengattung nur eine Form enthält. Das Tangentenpaar in 
den unendlich fernen Punkten der Curve ist jetzt imaginär, es wird 
daher TT^ von der Form X^ + Xj*, und zwar kann TT^ auf unend- 
lich viele verschiedene Arten in diese Form gebracht werden , denn 
auch wenn X| und 2^ ersetzt werden durch X^ cosa — 2^ sina, resp. 
Zj sin a -f- X^ cos a , wird die Summe der Quadrate dieser beiden 
Grossen gleich Xj^ + Xg^.*) Wenn bei Herstellung der Normalform 
(vgl. 8. 10) die Gleichungen der Geraden X^ -= und Xj = über- 

gehen in aX^ «= 0, resp. iX, »■ und man setzt — ^"s^xsinw, 

— ^= y siniv, so tritt an Stelle von f{x, x) e^ Xj* + X,* — cp^ «= 

eine Gleichung von der Form (vgl. auch (51) und (52) in § 4, wenn 
Pz = Xj): 

(11) S + S = l' 
oder 

(IIa) g + ?;--!, 

wenn man die noch auftretende Constante c in den Nenner der linken 
Seite eingehen lässt. Sehen wir von dem Fall der sogenannten ima- 



1) Wir denken uns die etwa hinzuzufügenden constanten Factoren in T und 
I\ eingegangen. 

2) Efl sei noch darauf hingewiesen, dass man tg a so bestimmen kann, dass 
die zwei Geraden X| cos a — X, sin « i» und X^ sin or -|~ -^ ^^^ a «a o za ein- 
ander normal sind. 

Onndolfinger, VoTleauugm. 4 
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ginären Ellipse (IIa) ab^ so kann man durch passende Bestimmung 
von tga bewirken, dass (11) sogar in die Form gebracht werden 
kann rc* + y* «= C*, worin offenbar C die gemeinsame Länge der so- 
genannten gleichen conjugirten Durchmesser bedeutet. Indem man 
also diese letzteren, als Coordinatenaxen ' zu Grunde legt, zeigt sich 
auch die Ellipse (wie die Hyperbel) nur von der einen Constante C 
abhängig und charakterisirt sich (vgl. § 11) durch Auflösung nach y 
als ein in sich geschlossenes Oval^ mit dem Coordinatenanfang als 
Mittelpunkt. 

Im Falle der als Parabel bezeichneten Curvengattung fixiren 
wir auf der Curve einen beliebigen Punkt und ziehen in ihm die 
Tangente T^sO; welche die unendlich ferne Gerade in einem Punkte y 
schneiden möge, so dass das von y nach der Curve gezogene Tangenten- 
paar aus T «» und aus p^'^O besteht. Es gibt demnach zufolge 
(10) in § 4 eine Relation von der Form p(x, y) —f{x, x) • f{y, y) ^ T- jp, 
d. h.- f(Xf a?) =» wird identisch mit P(x,y) — T 'Psc = 0. Führt man 
auch hier schiefwinklige Parallelcoordinaten ein durch die Substitution 

-^^— e- « -^ = c • a;, 80 erhalt man • 

Px ^' Px 

(12) y^ — cx = Oy 

also wieder nur eine bestimmte Curvengestalt^). 

Betrachten wir nun die zerfallenden Curven zweiter Ord- 
nung (A = 0). 

Zunächst werde der Fall berücksichtigt, dass nicht alle ünter- 
determinanten Aik verschwinden, dass also zwei verschiedene Ge- 
raden vorliegen^ und zwar möge vorläufig noch vorausgesetzt werden, 
dass keine derselben mit der unendlich fernen Geraden zusammenfallt. 
Femer kann die Forderung, dass nicht alle Ätk verschwinden sollen, 
auf Grund der Fussnote zu S. 27 durch die einfachere ersetzt werden, 
dass nicht alle Hauptunterdeterminanten Ai^, A^^, A^ verschwinden; 
auch werde daran erinnert, dass im Falle A=^0 die nicht ver- 
schwindenden Hauptunterdeterminanten gleiches Vorzeichen besitzen. 

Man hat alsdann wieder die drei Möglichkeiten 

Fip,p)<0, F{p,p)>0, F(p,p)^0, 

denen resp. entsprechen: 

ein reelles Geradenpaar, ein imaginäres Geradenpaar 
(jedesmal mit einem im Endlichen gelegenen Schnittpunkt), 

zwei Parallelen. 



1) Die nähere DiscnBsion der drei ^nrvenspecies: Hyperbel, Ellipse und 
Parabel erfolgt in § 11. 
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Um zu entacheideD, ob die Parallelen reell oder imaginär sind, 
schneidet man dieselben mit einer beliebigen im Endlichen gelegenen 
Geraden ti;g = 0. Für F(u,u)>0 hat man alsdann zwei imaginäre, 
für F{u,u)<0 zwei reelle Parallelen, während JP(u, w)=«0 noch 
keine Entscheidung liefert. Man nimmt, wenn F{Uy u) <=» 0, noch 
die Seiten des Coordinatendreiecks zu Hilfe, die man überhaupt 
praktischer Weise am besten als schneidende Geraden u^ ^^^ wählt. 
Schneidet man mit Xi »» 0, so reducirt sich F(u, u) auf ÄuU?, es 
liefert daher jede nicht verschwindende Hauptunterdeterminante die 
Entscheidung. Das Parallelenpaar ist demnach reell oder imaginär, 
je nachdem irgend eine der drei Hauptnnterdeterminanten An negativ 
oder positiv ist^). 

Verschwinden A und alle Hauptnnterdeterminanten An, so stellt 
f{XyX)=>0 eine Doppelgerade dar. 

Bei den bisherigen Betrachtungen war angenommen, dass die 
unendlich ferne Gerade keinen Theil des Kegelschnitts fix^ x) *==^0 
bilde. Sollte eine Gerade des Geradenpaares f{x^ x) = mit der un- 
endlich fernen Geraden zusammenfallen, so besteht zufolge der Be- 
trachtungen am Schlüsse von § 4 bei völlig willkürlichen Werthen 
der f4?i (i «= 1, 2, 3) die Relation 



(13) (Z) - 0. 



B) Curven zweiter Classe. 

Auch bei Curven zweiter Classe hat man zunächst zwei Haupt- 
arten zu unterscheiden: die eigentlichen, für welche die Determinante 
der Curvengleichung nicht verschwindet, und die in ein Punktepaar 
ausartenden mit verschwindender Determinante. Es sei 

(14) g) (w, u) = «11 Wj* + 2aisiWiM, + a^^u^^ + ^a^sU^u^ 

+ 2a^UiU^ + a^u^^ = 

die Gleichung einer Curve zweiter Classe, deren Determinante 



(15) A = 



^1 «u « 



18 



^21 «M «23 
«81 «82 «88 

vorläufig als von Null verschieden vorausgesetzt werden möge. 



2) Bei gewöhnlichen homogenen Coordinaten Allt die eine Seite des Coor- 
dinatendreiecks (etwa x^ >« 0) mit der nnendlich fernen Geraden zusammen 

4* 
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Wir erhalten dann die Kriterien für die einzelnen nicht aus- 
artenden Curvenarten dadurch, dass wir die Gleichung der Curve (14) 
in Punktcoordinaten aufstellen und auf sie die oben abgeleiteten Kri- 
terien für Curven zweiter Ordnung anwenden; diese Gleichung ist: 

(16) {x^ x) = Ana?!* + 2k^^x^x^ + Aaj V + 2K^^x^x^ + 2P^x^x^ 

Die Function F(jPfP)j gebildet för (16), wird hier einfach fiiq>{p,p), 
wie man unter Berücksichtigung der bekannten Relationen wie 

Ajj Aj3 Ajj «^ A«!! , Ajj Aij All Agg ^== A^2S > 
u. a. w. leicht findet. 

Für ^q>{PfP)>0 stellt (14) eine Ellipse dar, 
für ^g>{PfP)<0 eine Hyperbel, 
für 9>(P;P) = eine Parabel. 

Besondere Beachtung verdient wieder der Fall, dass die Ellipse 
imaginär ist. Offenbar tritt dies ein, wenn sich aus einem beliebigen 
im Unendlichen gelegenen Punkte y keine reellen Tangenten an die 
Curve ziehen lassen; überhaupt wird im Falle ^<p{p9p)> die 
Gleichung 9 (u, u) »> eine reelle oder imaginäre Ellipse darstellen, 
je nachdem die aus einem unendlich fernen Punkte y an die Curve 
gezogenen Tangenten reell oder imaginär sind. Wie nun bei einer 
Curve zweiter Ordnung f(x^ o;) «» die Bedingung für die Realität 
der Schnittpunkte mit einer Geraden Ua; «» ausgedrückt war durch 
jP(t«, ii) < 0, so ist jetzt dualistisch die Bedingung für die Realität 
der von dem unendlich fernen Punkte y an die Curve 9) (u, u) = 
gezogenen Tangenten gegeben durch O (j^, y) < 0, während im Falle 
<|) (y, y) > diese Tangenten und damit die Curve q) (m, ti) «= über- 
haupt imaginär werden. Auch hier ist ähnlich wie oben (S. 47) zu 
bemerken, dass die Ungleichung (y, y) > für jeden anderen Punkt 
der unendlich fernen Geraden erfüllt wird, sobald sie nur für einen 
Punkt y dieser Geraden erfüllt ist. 

Dass die zerfallende Curve zweiter Classe (A = 0) ein Punkte- 
paar darstellt, ist bereits in § 5 erwähnt worden. In dualistisch 
analoger Weise, wie oben die Kriterien für ein reelles oder imaginäres 
Parallelenpaar gefunden wurden, lassen sich auch die Kriterien für 
ein reelles oder imaginäres Punktepaar entwickeln. Man hat zu 



(27j B^, =i 0, p, I» 1); ausserdem ist alsdann im Falle der Parallelen stets ^3 «»0 
(wegen F(p, p) »^ 0); die Entscheidung der Realität hängt daher bei solchen 
Coordinaten von Ä^ oder A^^ ab. 
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prüfen^ ob die TaDgenten^ welche von beliebigen Punkten x der 
Ebene, am zweckmäasigsten von den Ecken des Coordinatendreiecks, 
nach dem Punktepaar gezogen werden können, reell oder imaginär 
sind; wählt man etwa die Ecke Ui «»0, so reducirt sich ^{x,x) auf 
AjjO^j^, und da die drei Hauptunterdeterminanten Ku im Falle A «» 
gleiches Vorzeichen haben, auch nicht gleichzeitig Null sind, falls 
9(t*, w)«»0 zwei yerschiedene Punkte darstellt, ist das Punktepaar 
reell oder imaginär, je nachdem irgend eine der drei Hauptunter- 
determinanten A,-j negativ oder positiv ist. 

Liegt einer der beiden Punkte im Unendlichen, so ist 9>(jP;i>) = 0; 
liegen jedoch beide Punkte im Unendlichen, so stellt die Gleichung (16), 
wie wir früher sahen, doppelt zählend die Verbindungslinie der Punkte 
des Paares dar und (16) muss daher durch die Coordinaten 

eines beliebigen unendlich weiten Punktes erfüllt werden, d. h. es muss 
der Ausdruck <t>{y,y) verschwinden für völlig willkürliche Werthe 
der V. Es ist aber (y, y) ^ gleichbedeutend mit 

9>(p,p).'q>(v, v) — q)\p, v) = 0, 

wofür auch tp (|>, v) ^= gesetzt werden kann, da 

Die willkürliche Wahl der v hat dann zur Folge, dass im gegen- 
wärtigen Falle 

(17) 9''(Pi) = 0, 9)'(Pa) = 0, 9)'(i's) = 0.0 

Es bleibt endlich noch der Fall zu erledigen, dass (14) einen 
einzigen doppelt zu zählenden Punkt darstellt. In § 5 wurde 
gezeigt, dass alsdann alle Unterdeterminanten A«« verschwinden; tritt 
hierzu noch ^(PfP) ^=0, so liegt der Doppelpunkt auf der unendlich 
fernen Geraden, 

Wir wollen nun die erhaltenen Resultate über die Classification 
der Curven zweiter Ordnung und zweiter Classe übersichtlich zu- 
sammenstellen. 



1) In § 2 (Fassnote zn S. 14) wurde bereits von einer durch (21) in § 1 
definirten Function 0(11,«) bewiesen, dass sie den Gleichungen (17) genügt; 
diese Function stellt also, gleich Null gesetzt, ein im Unendlichen liegendes 
Punktepaar dar, welches überdies imagin&r ist; denn die Hauptunterdeterminanten 
^11» ^ssi ^88 Bi°^ ^^^^ (^) in § 2 positiv. Im nächsten Paragraphen wird dieses 
Punktepaar eingehender behandelt werden. 
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Corren zweiter Ordflioig. 

Es sei im Folgenden 
f{x, z) = a,jXj* + 2a,,x^x^ + a^ + 2a^x,x^ + 2a^x^x^ + a^x^^ = 

die Gleichung der Curre, -4^^ i(^ii^^«) ^^"* Determinante; 
ferner sei 

^(tt,«) :^ J 1 1 V+ 2 ^u tij «2+ ^«8*+ 2 ^u «1 «3+2 ^ ttj M5+ ^S3 ti,* = 

die Gleichung der Curve f(Xy x) = in Liniencoordinaten, und y^yVtj Vz 
seien die Coordinaten eines beliebig fixirten Punktes auf der unend- 
lich fernen Geraden p^x^ +1>2^2 + A^ = 0. 

I) ^^0: nicht ausartender Kegelschnitt 

1) F(p,f)<0, Ellipse. 

a) imaginär, wenn Äf(y, y) > 0,*) 

b) reell, wenn Äf(y,y) <0J) 

2) F{p,p)<0, Hyperbel. 

3) F(p,jp) = 0, Parabel. 

II) A^^O, nicht aber alle An gleich Null: 2wei versohiedene Geraden. 

1) F(p,p)'>0, imaginäres Geradenpaar mit reeller Spitze im 

Endlichen. 

2) Fri>,j?) < 0, reelles Geradenpaar mit reeller Spitze im 

Endlichen. 

3) F(j),p)^0, Parallelenpaar, und zwar 

a) imaginär, wenn unter den drei Grössen An eine 
willkfirlich ausgewählte positiv ist^, 

b) reell, wenn unter den drei Grossen Adi eine will- 
kürlich ausgewählte negativ ist'). 

III) A — und alle An gleich NuU^): eine Doppelgerade. 



Bildet die unendlich ferne Gerade einen Theil des Kegelschnitts, 
so ist fttr völlig willkürliche Werthe m?i, m?,, «73: r^j^O. 

1) Wenn diese üngleiohnng fOr irgend einen bestimmten Pankt y auf 
l>^ o- stattfindet, findet sie anch für jeden anderen Punkt von p^ = statt. 

2) Es ist dann fOr jedes Werthsystem t4j : u^ : m, , welches F(u^u) ^=^0 
nicht erfOllt, F(u, u) > 0. 

8) Es ist dann för jedes Werthsystem u^ : «, : u, , welches jP(tf , u) » 
nicht erffiUt, F(u, u) < 0. 

4) Man könnte auch sagen F{u, v) mO. 
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Cnrven zweiter Classe. 
Es sei im Folgenden 
9(w,w) = «11 V + 2ai2iiiWa + aj2V + 2ai3MiW8 + 2a28tig 1*8 + ^83^ = 

die Gleichung der Curve, A = ^^ iC^ii^M^w) ^^'^ Detertninante; 
ferner sei 

*(«,«)=Aiiiri* + 2Ai,a:irc2 + A28V + 2Ai8a:ia;8 + 2Aj8a;2a;8 + A88V=0 
die Gleichung der Curve q>{u,u) «■= in Punktcoordinaten, und ^1,^2, % 
seien die Coordinaten eines beliebig fixirten Punktes auf der unendlich 
fernen Geraden p^x^ +i>2i^2 '^'Ps^s '** 0. 

I) A^O: nicht ausartender Kegelschnitt. 

1) A9)(|),p)>0, Ellipse. 

a) imaginär, wenn 4>(y, y)>0/) 

b) reell, wenn <t>{y,y) < 0.*) 

2) ^(p{p,p)<0, Hyperbel. 

3) g)(p,l>)«=0, Parabel. 

II) A = 0, nicht aber alle Au glgich Null: zwei verschiedene Punkte. 

1) 9(P)P)^0, beide Punkte liegen im Endlichen^ und zwar sind 

dieselben 

• * 

a) imaginär, wenn unter den drei Grössen A,'j eine 
willkürlich ausgewählte positiv ist^, 

b) reell, wenn unter den drei Grossen A«< eine will- 
kürlich ausgewählte negativ ist^. 

2) 9>{PfP)'=^9 nicht aber alle (p'{pi) gleich Null: ein Punkt des 

Punktepaares im Endlichen, der andere im Un- 
endlichen. 

3) (p(p,p) = und alle q>\pi) = 0: beide Punkte im Unendlichen, 

und zwar sind dieselben 

^ ^ l^nter gleichen Bedingungen wie bei 1). 

ni) A=«0 und alle A<, gleich Null*): ein Doppelpunkt. 

^) 9{P)P)^^f ^^^ Doppelpunkt liegt im Endlichen. 
2) f{p,p)'=0, der Doppelpunkt liegt im Unendlichen. 

1) Wenn diese Ungleichung für irgend einen bestimmten Punkt y auf 
p^ =* stattfindet, findet sie auch für jeden anderen Pun]^t von Pg.=^ statt. 

2) Es ist dann für jedes Werthsystem x^ : x^ : x^y welches 0(a;, a?) = 
nicht erfüllt, 0{x, x) > 0. 

3) Es ist dann för jedes Werthsystem x^ix^ix^, welches 0(a;, a;)««0 
nicht erfüllt, 0(x, x) <'0. 

4) Man konnte auch sagen <t>(a;, d;) = 0. 
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Liegen insbesondere schiefwinklige Parallelcoordinaten zu 
Grunde, so werden die Kriterien für Curven zweiter Ordnung und 
Classe äusserst einfach; man hat nur zu setzen Pi*=Pi ^=' 0, p^ «» 1. 

Die Gleichung f(Xy a:) = stellt daher im Falle J.^0 eine Ellipse, 
Hyperbel oder Parabel dar, je nachdem A^^O, <0, =*0, und zwar 
ist die Ellipse imaginär, wenn Aai^ oder Äa^ positiv, reell, wenn 
Aa^j^ oder Ac^^ negativ^). Femer wird im Falle A'^O das sich im 
Endlichen schneidende Geradenpaar imaginär oder reell, je nachdem 
A^ > oder < 0, man erhält ein Parfdlelenpaar für A^ => 0, und 
zwar ein imaginäres, wenn A^^ oder A22 positiv ist, ein reelles, wenn 
^^1 oder A22 negativ ist. 

Die Gleichung q) (u, u) = einer Curve zweiter Classe stellt bei 
schiefwinkligen Parallelcoordinaten (i?i =|>2 = 0, Pj = 1) im Falle 

A ^ eine Ellipse oder Hyperbel dar, je nachdem Aajj > 0, oder 
< 0, eine Parabel, wenn cc^ <= 0, und zwar ist die Ellipse imaginär, 
wenn A^ oder Aga positiv, reell, wenn A^ oder A^g negativ^). 
Ferner liegt im Falle A «= das Punktepaar im Endlichen, wenn 

«33^0; ein Punkt des Paares liegt im Unendlichen, wenn a^^^=^0, 
ohne dass noch a^^ und 0^3 gleichzeitig verschwinden; beide Punkte 
liegen im Unendlichen,- wenn a^^ =» «jj = «g^ = 0. 



§7. 

Der Kreis, die imaginären Kreispunkte und ihre BeBiehnng sn dem 



(1) 



Winkel zweier Geraden. 
Die in § 2 abgeleitete Formel 



9 



für den Abstand eines Punktes y von einer Geraden u enthält bei 
Constanten q und y^, y^, y^ die Bedingung, der die Coordinaten u, 
von geraden Linien genügen müssen, wenn diese Geraden von einem 
festen Punkte y gleichen Abstand haben, d. h. einen Kreis umhüUeu 
sollen. Bezeichnet man diesen Abstand, also die Länge des Ereisradius, 
mit r, so ergibt sich 

1) Da -4,g "" <hi^a — <*!»' > 0, ist das Product a^^a^^ positiv, d. h. 0,4 
und a,, haben im Fall der Ellipse gleiche Vorzeichen. 

2) Da Actga =» All A,, — Au* > 0, ^^^ ^^ Product AnA,, positiv, d. h, A,i 
und A,| haben im Fall der Ellipse gleiche Vorzeichen. 
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(2) f^ Opi^i + PiVi + p^y^Yfo (m, u) - (u^y, + t^y« + w^ys)* =» o 

als Gleichang in Liniencoordinaten des Kreises mit dem 
Mittelpunkte y und dem Radius r. 
Hierbei ist nach (21) in § 1: 

(3) a,(,(, tt) = -^ + -\ + -\ + — ^' cos(aj,a2) + -^ cos(ai, Og) 

, 2u,ttg / X 

+ tV cos (02,03). 

Speciell für r =» reducirt sich der Kreis auf den doppelt zu 
zählenden Mittelpunkt y; für r «» 00 erhält man m(UyU) ^0, eine 
CurTe zweiter Classe^ die in ein Punktepaar zerfallt^ da die Deter- 
minante dieses Ausdrucks nach § 2 verschwindet. Unter Anwendung 
der in § 6 abgeleiteten Kriterien^) erkennt man, dass <o(UyU) '^0 
ein im Unendlichen gelegenes imaginäres Punktepaar darstellt, das 
sogenannte Paar der ,yimaginären Kreispunkte'^; bevor wir das- 
selbe näher betrachten, möge noch die Gleichung des Kreises in 
Panktcoordinaten abgeleitet werden. Man erhält dieselbe leicht 
aus (2) mit Hilfe des in § 2 definirten Normalencentrums einer 
Geraden. 

Ein Punkt ^^ ^; ^ des Kreises liegt zugleich auf einer Tangente 
der Curve, erfüllt also die Gleichung u^^x^ + u^x^ + u^x^ — 0, wobei 
die t*^ Werthe sind, welche die Gleichung (2) befriedigen. Verbindet 
man den Punkt x mit dem Mittelpunkte y des Kreises, so steht diese 
Verbindungslinie bekanntlich auf der Tangente senkrecht, geht daher 
auch durch deren Normalencentrum, so dass dieses mit dem Mittel- 
punkte y und dem Punkte x der Kreisperipherie auf einer und der- 
selben Geraden liegt. Hieraus folgt, dass für die Coordinaten des 
Punktes x die Gleichungen bestehen 

(4) »x, = yi + ^ «d'C«,) (i - 1, 2, 3), 

in denen q und X irgend welche Zahlenfactoren bedeuten. Uebrigens 
erweist es sich als zweckmässig, die Gleichungen (4) durch l zu 
dividiren, so dass man erhält 

(4a) 6Xi = y y,. + i. (o'(ui), 

wobei <y = -|- . Hierfür kann man, da — - cd' (m,) = (OnUi -f- cOi^Ui + (»«aWs , 
auch setzen: 

(5) öXi = Y y. + (OiiUi + mathi + oifsWs {i = 1, 2, 3). 

1) VgL aach die Fnssnote 1) zu S. 6S. 
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Durch Multiplication dieser drei Gleichungen mit t«^; U2; resp. u^ 
und darauf folgende Addition folgt ferner 

<yM* = Y t<y + m(UjU), 

und da die Xi die Gleichung Ux =^0 erfüllen, hat man 

(6) Y Wy + 0) (w, u) = 0. 

Der hieraus hervorgehende Werth von co (te, u) möge in die 
Gleichung (2) des Kreises in Liniencoordinaten substituirt werden, 
die sich alsdann nach Ausscheidung des Factors Uy verwandelt in 

Für die fünf Grössen u^^ u^, u,, ^i ^ haben wir nun fünf 

homogene lineare Gleichungen, nämlich die drei Gleichungen (5), 
ferner (7) und ti, «» 0; das Resultat der Elimination dieser Grossen 
stellt sich als folgende Determinante dar: 



(O 



11 



(0 



12 



CD 



IS 



(8) 



<o 



21 



CD 



28 



€0. 



2S 



CO 



Sl 



G7 



88 



(9 



83 



Vi y% y^ 



x^ 



Xc 



X, 



8 



Vi 
Vi 
Vi 





«1 

X^ 






0. 



•) = [«] , 



Durch Auflosung nach r* erhält man 

^W (Öll^i* H h 2028^2^8 + 

wobei [cd] aus a}(u, u) dadurch hervorgeht, dass man t^f u^, u^ resp. 
ersetzt durch x^y^ — ^»y^) ^8^1 — ^iVs? ^1^8 — ^^1» Hier ist nun 
öii^i^ + • + 2Q^^X2X^ + • • nach (22) in § 5 proportional dem 
Quadrat des Ausdrucks für die unendlich ferne Gerade, etwa gleich 

tpx^^ wobei mit Hilfe der Formeln (6) in § 2 nebst zugehöriger Fuss- 

I6A* 



note für t gefunden wird*) -r 



9) 



r«-. 



(e.e.e,)'(a:«.^5 daher ergibt sich 



und wenn man statt [o] unter Anwendung einer in der Fussnote zu 
S. 34 erklärten Schreibweise einsetzt (^^) , folgt 

1) Weiter miten (61. (17)— (24)) werden noch andere Ausdrücke für die Con- 
staute T abgeleitet. 






\ 
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("1 

(10) r» - --^i 

oder 

Diese Gleichung stellt in Punktcoordinaten dar den Kreis mit dem 
Mittelpunkte y und mit dem Radius r. Zugleich ist (10) die Formel 
für das Quadrat der Entfernung zweier Punkte, die durch ihre Coor- 
dinaten Xi^ resp. y, (f t» 1^ 2, 3) gegeben sind. 

Speciell fOr r e» oo reducirt sich der Ereis auf die doppelt zu 
zahlende unendlich ferne Gerade; für r <» erhält man 



(") e:L- 0. 



und diese Gleichung repräsentirt zufolge einer Bemerkung am Schlüsse 
TOD § 5 das Tangentenpaar, welches vom Mittelpunkte y an die Curve 
zweiter Classe c}(u, u)«»0 gezogen werden kann, d. h. (11) ist die 
Gfleichxmg des imaginären Tangentenpaares, das vom Mittelpunkte y 
der für yariahele r in (10a) enthaltenen concentrischen Kreise an die 
imaginären Kreispunkte gelegt ist^). 

Wir wollen nun das Paar der imaginären Kreispunkte näher 
untersuchen. Von ihm gilt der Satz: 

(12) Das imaginäre Kreispunktepaar a>(tt, i«)«»0 gehört 
allen Kreisen der Ebene an. 

Haben nämlich die beiden Punkte des Paares die Coordinaten 
«1» «s> «8, resp- ßi7 ß%y ßsf 80 ist: 

(13) ©(t*, U) = («iMi + C^t^ + Ofjt/j) (ß^U^ + /Ja?<2 + /S3W3), 

und aus der Gleichung eines Kreises in Liniencoordinaten 

(14) *(«, u) = f^'Py^'(D{u, u) - (t/i^i + 1/2^8 + u^y^y = 

erkennt man, dass die Gerade, welche etwa durch den Punkt a und 
den Mittelpunkt y des Kreises (14) geht, eine Tangente von (14) ist, 
denn ihre Coordinaten v^, v^^ v^ bringen die beiden linearen Aus- 
drücke «1% + ajWj + «TgWg und yi^i +y2^"f"y8^8 ^um Verschwinden. 

1) Es gibt noch eine andere Ausartung des Kreises, die nicht in der Form (10 a) 
dargestellt werden kann nnd einen nicht im Endlichen gelegenen Mittelpunkt 
besitzt. Ans der elementaren Planimetrie ist nämlich bekannt, dass in einem 
System von Kreisen, die sämmtlich durch dieselben zwei (reellen oder imaginären) 
Pnnkte gehen, sich stets ein ausartender Ereis befindet, bestehend aus der Potenz- 
linie und der unendlich fernen Gj^eradea. 
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Gleiches gilt Ton der Verbind ungslinie des Punktes ß mit dem Mittel- 
punkte y. 

Aber a und ß sind auch geradezu die Berührungspunkte der vom 
Mittelpunkte y aus an den Kreis gelegten (natürlich imaginären) 
Tangenten. Für v^, v^, v^ als Coordinaten derjenigen Tangente der 
Curye (14) ^(m, w) = 0, welche etwa die Punkte y und a verbindet, 
hat nämlich der Berührungspunkt nach (17) in § 5 die Gleichung 
^{Uyv) =^0j und hierfür würde man aus (14) finden: 

— 2 (yi^i + ^2*^2 + ys^s) (yi^i + y^v^ + y^v^) = 0. 
Da nun unsere Tangente sowohl durch den Punkt y^ als auch 

durch a geht, verschwinden y^v^ + ^2^2 "t" i/s^s ""d a^v^ + «2^2 + ^^s^s; 
es reducirt sich also die Gleichung des Berührungspunktes auf 

und dieser Ausdruck ist gleichbedeutend mit a^u^ + a^u^ + a^Wg = 0, 
d. h. a ist der Berührungspunkt. Analoges gilt von ß. 

Hiermit ist zugleich bewiesen, dass das Punktepaar o (t«, ti) = 
allen Kreisen der Ebene angehört, denn die Function m{u,u) ist 
unabhängig vom Mittelpunkt und Radius des Kreises, und auf Grund 
dieser Eigenschaft hat man den zwei Punkten o (u, 11) »= den Namen 
der „imaginären Kreispunkte^' gegeben. 

Auch erkennt man nunmehr, weshalb ein Kreis schon durch drei 
Punkte vollständig bestimmt ist, während bei einem beliebigen Kegel- 
schnitt im allgemeinen fünf Punkte zur eindeutigen Bestimmung er- 
forderlich sind: es treten eben zu jenen drei Punkten noch die beiden, 
allen Kreisen der Ebene gemeinsamen imaginären Kreispunkte. 

In § 5 war gezeigt worden, dass die Verbindungslinie der beiden 
Punkte einer in ein Punktepaar ausgearteten Curve zweiter Classe 
doppelt zählend durch die Gleichung dieser Curve in Punktcoordinaten 
dargestellt wird. Unter Anwendung dieses Satzes auf das Paar der 
imaginären Kreispunkte cd (u, u) = muss daher 

(15) Q {x, x) = QjiV + 2Q^^Xj^x^ + Q^^x^* + ^Q^^x^x^^ 

+ 2Qsj8a?2^8 + Ö88 V = 
die zugehörige Verbindungslinie, also die unendlich ferne Gerade, 
doppelt zählend darstellen, oder es muss sein 

(16) Q (x, x) = t {p^x^ + p^x^ + i\x^*, d. h. Q.t = xpipj, , 
wobei X einen Proportionalitätsfactor bedeutet. 
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Wir wollen nun untersuchen , welchen Werth diese Gonstante r 
besitzt. Durch Vergleichen der Coefficienten von x^^ x^, x^ ergibt 
sich, wenn man fQr die Qu und pi aus (6) in § 2 und (5) in § 1 die 
Werthe einsetzt: 

(M\ lil^ sin» (o,,a,) re,^ ein' (o,,a|) xe^ ein« (o, , o,) 

Der Inhalt des Coordinatendreiecks ist femer gegeben durch 
A = -^ y und bezeichnet man mit r den Radius des dem Dreieck 
umschriebenen Kreises, so ist a^^^2r sin(aj,a2), daher A^srAg sin (0^,03) 
und %, sin (Oii Ol) B3 - . Durch Substitution dieses Werthes in die 

Gleichung r — -^ — 7.« ergibt sich fttr die Proportionalitätscon^ 
staute X der Ausdruck 

AS 

(18) 



r^ («1 «1 Ca)' 

Unter Anwendung der bekannten Formeln 

A = 2r* sin (oj, o») • sin (a, , aj • sin (a^, o,) und r = ~^^ 
kann man r aus (18) eliminiren und erhält dann 
/jgN ^ ^ 2 A - gin(a, , a,) - Bin(a8, aj • 8in(a^ , o,) 

resp. 

(20) r^^ ^«^* 



(«ic,«8)'(«ia»«8)" 

eine Grösse, die auch bereits in der Gleichung (9) eines Kreises in 
Punktcoordinaten auftrat. 

2 A* 

Durch Elimination von A mit Hilfe der Relation r »s - - -- 

Äj ftg Äg 

ergibt sich aus (18): 

oder auch 

(22) t - ^ 



Eine weitere Bestimmung von t besteht ebenfalls in der Yer- 
gleichung der Coefficienten von t y-j-^ + ^^ + '1) ö^d Q(XyX) 

* 9 8 

and Addition der so entstehenden sechs Gleichungen. Man erhalt 
nämlich zunächst: 

(23) i;/-"""«' ÄÄ ^ '*' 
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and hieraus 

^ (^ + J + h)* =- °" + Q« + Q«. + 2Q,, + 2Q„ + 2Qj3 ; 
nach (3) in § 1 ist aber ;? + r" + r^ = 1» folglich 

(24) T = Q,, + Q^ + Q„ + 2Q,j + 2Öi, + 2Q^. 

Man kann die Function to(u,u) auch als Summe zweier Quadrate 
darstellen, denn es ist beispielsweise 

(25) «.(«,«)={5-+^^^«.+--<;^"'^',r 

•woraus folgt: 

(26) Die Function © (m, w) kann für reelle Werthe der 

Variabeln w^, n^, u^ nur Zahlenwerthe von gleichem Vor- 
zeichen annehmen; es ist a)(u,u) eine sogenannte definite 
Porm^). 

Nach (12 b) in § 2 ist der Winkel zweier Geraden mit den Coor- 
dinaten u,-, resp. Vi (i =« 1, 2, 3) gegeben durch 



(27) cos (u, v) 



y(o(tt,u)l/a)(t?,ü) 



Für (o(u,v) «» sind die beiden Geraden zu einander normal; andrer- 
seits ist nach S. 44 »(u, t7)»sO die Bedingung dafär, dass zwei 
gerade Linien u und v harmonische Polaren seien in Bezug auf das 
Paar der imaginären Ereispunkte, d. h.: 

(28) Zwei Geraden, die zu einander normal sind, können 
stets betrachtet werden als harmonische Polaren in Bezug 
auf das Paar der imaginären Ereispunkte, und umgekehrt: 
Wenn zwei gerade Linien harmonische Polaren sind in Bezug 
auf das Punktepaar a){UjU) = 0, sind sie zu einander normal. 
Aus (27) folgt noch 



/9QN a:„/,, .A _ ±V^ (^> u)'(o{v,v)^ a)«( u, v) ^ 

Va)(tt, tt)- ya)(i?,t;) 

andrerseits ist nach (13) in § 5 cd (u, w) • cd (v, v) — ©* (w, v) = Q (x, x), 
wenn 

gesetzt wird, daher nach (16) in vorliegendem Paragraphen 



1) Näheres über solche Formen folgt in § 8. 
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m (m, u) ' ©(v, t?) — o*(m, v) = r -pj — z ^ + (l^itigt;,)^ 
oder: 

(30) sin (u, t;) = _^.-__^ . 

In noch ganz anderer Weise ist das Paar der imaginären Ereis- 
punkte von Wichtigkeit bei Bestimmung der Grosse des Winkels 
zweier Geraden. 

Das Doppelverhältniss a zwischen zwei Punkten x und y und 
dem Schnittpunktepaar des Kegelschnitts f(x, x) = mit der Ver- 
bindungslinie der beiden Punkte ist nämlich nach (13) in § 4 ge- 
geben durch 

duahstisch stellt 



9 (t* , t?) — >/9« (u , ü) — 9 (u , uj . 9 (t? , ü) 

das Doppelverhältniss zweier Geraden mit den Coordinaten u^, resp. 
Vi zu dem von ihrem Schnittpunkte an irgend eine Curve zweiter 
Classe 9^ (u; te) «=0 gelegten Tangentenpaare dar. 

Der Winkel ^q zweier Geraden u und v ist nun nach (27) ge- 
geben durch 

cos ^Q =• ,- — ' 

Ko)(u, tt) • ya(«, r) 

Nehmen wir im Nenner der rechten Seite nur den absoluten Werth 



V^o(m, tt)y'o(t?, v) I , so hängt das Vorzeichen von cos «^^ ab von 

o(tt, v); je nachdem , — - ^^'_ - - — ^-: positiv oder negativ ist, liegt 

I K®(t*, u) • ©(t?, v) I 

^0 zwischen und ~ oder zwischen — und n. Zugleich folgt 
(33) *o-.arcco8r^ '"^"' "^ 



^ I Vo)(u, u) • <o(t?, r) 

Es handle sich nun darum einen zwischen und % gelegenen 
Werth ^Q zu bestimmen der Art, dass e^«' >= jer + * V'l — ^^5 hierzu 
ist nöthig cos ^^ = i», sin O-^ = + yi — jer*, und hieraus ergibt sich, 
dass der Bogen ^^ ■= arc cos g im vorliegenden Falle zwischen und 
n liegt. Hätte man noch einen anderen Werth «9- gefunden, fOr den 
cos dß = cos «Ö-, so müsste -ö* + d^^ »= + 2x« sein, wo x irgend eine 
ganze Zahl bedeutet, denn alle Werthe u;, für die e'*'^ «= 1, sind 
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von der Form m; = + 2xx. Man hat daher ^^i «=» In (j& + ij/l — £*) , 
wobei nun ^q identisch ist mit dem zwischen und m gelegenen Werthe 

von arc cos z. Ferner ist auch ^^i «= hi , mithin 



2^o-^lB^-±^^?^' oder^, = ,Vln^+-^i^.^ 



a>(u, r) 
|yai(u, m) • a>(o, ») 

diese Gleichung erhalt man: 



Durch Substitution des Werthes = cos ^^ *= . . - . ' . — in 



und hieraus folgt mit Bücksicht auf (32): 

(35) Der Winkel zweier Geraden ist gleich dem durch 2i 
dividirten natürlichen Logarithmus des Doppelverhältnisses, 
welches die beiden Geraden mit dem von ihrem Schnitt- 
punkte nach dem imaginären Ereispunktepaar gezogenen 
Geradenpaare bilden. 

Wir wollen bei dieser Gelegenheit noch den Winkel a bestimmen, 
welchen zwei durch f(Xf o;) = gegebene Geraden mit einander bilden. 

Wären U;^ "^ und t;^ »= die Gleichungen der beiden Geraden, 

8 8 

daher ^ ^ OuXiXk^UxVxy so hätte man nach (27) und (29): 



1 1 



m(u. v) 
cos a ■— 



sm a 



V(d{Uj u)]/a(t7, v) 



y©(u, u)yto{v, v) V<o(u, tt) Vm{Vt v) 



wobei Xi '^» WgVj — Ws^j, x^ «= ti^v^ — Wi^si ^8 "* **i*^« — ^'^i ^^^ ^^ 
ordinaten des Schnittpunktes der zwei Geraden bedeuten; andrerseits 
ist aber nach (34) in § 4 das Product XiXk proportional zu Aik, und 
zwar findet man leicht XiXt = — 4t Au, daher tp^* = — 4irF(p,|>). 
Aus 2aa ■= M|t?jb + ViUt folgt 

"= «ijoiii + 2ai8CJi2 -f Ojsjcjjsj + 20180)13 + 2a,3iD23 -f a^o)^, 



1) Die Vorzeichen der Wnrzeln in (34) sind zu yertaaschen, wenn ^^ zwiachen 
und — n liegt. Für beide Fälle hat man in (34) bei dem Logaritiimna den 
Hauptwerth za setzen, d. h. denjenigen, dessen imaginärer Theil zwischen + •* 
nnd — in liegt. 
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wofür [a^ o] gesetzt werde; endlich ist 

ai(u, u) ' G}(v, v) = a>^(w, v) — 4trF{p,p) = [a, ©]* — 4ttF{p,p), 
ep ergibt sich also 

(od) cos* a «= r — 1« — Ä~vr ~~ ^ > sio a «= r i« i i^w ^\ > 

^ [a, «]* 



§8. 

Ueber einen fondamentalen Bats auB der Theorie der deflniten 
quadratischen Formen und über Ewei Gattungen von Gleichungen 

mit nur reellen Wunseln. 

Im Yorhergehenden Paragraphen warde gezeigt^ dass (o{u, u) eine 
sogenannte definite Form^ d. h. eine ganze homogene Function ist, 
welche f&r reelle Werthe der Variabein nur Zahlenwerthe von gleichem 
Vorzeichen anzunehmen vermag. 

Man bezeichnet überhaupt als ^^Form'' eine ganze homogene 
Function mehrerer Variabein ^ um eine Ausdrucksweise filr die 6e- 
sammtheit aller Glieder zu haben, welche, in den Variabein sämmtlich 
Yon gleicher Dimension, die Function zusammensetzen. Nach ihrer 
Dimension in den Variabein heisst die Form von der 1., 2., 3., . • . n*^ 
Ordnung, oder auch linear, quadratisch, kubisch, ...; nach der An- 
zahl der Variabein heisst sie, von 2 beginnend, binar, ternär, .... 

So ist z. B. aiiXi*-^ ^^i^i^^-h 0,2^2^+ ^f^it^i^-i- ^(hi^i^b"^ o^s^^* 
eine temäre quadratische Form. 

Ueber definite quadratische Formen gibt es nun einen für spatere 
Untersuchungen wichtigen Satz, den wir allgemein für den Fall von 
n Variabein beweisen wollen unter Anwendung eines von Eronecker 
bei ähnlicher Gelegenheit benutzten Baisonnements ^). Dieser Satz lautet: 



(1) Ist y(tii,t<8,...UH)^- >^? ^fVik^i^k eine quadratische Form 

1 1 

mit n Variabein u^, tig, . . . t«», welche für beliebige reelle 
Werthe der u nur Zahlenwerthe mit demselben Vorzeichen 
annimmt (definit ist), und verschwindet diese Form für die 
Werthe PuP%,*»'Ph der Variabein, unter denen mindestens 
einer von Null verschieden ist, so verschwinden auch immer 
die Ausdrücke 9'CPi); ^'(ä)? • • • 9^'Cp«)* 

') Ygl. Kronecker in den Monatsberichten der Berliner Akademie der 
Wissenschaften, Jahrgang^ 1868, S. 339 f. 

Oandelfinger^ Vorlesaogea. 5 



66 L Abschnitt § 8 

Zorn Beweb dieses Satzes setze man: 

wobei etwa Pb ^ sei. Alsdann wird ^ 

(3) 9(i«i, tt,, ■ . ■ u,_i, t«,) — 9(f;i, »,,.•. Vn-u 0) 

doch hat hierin der Factor yon X^ nach Voraossetzong den Weiih NolL 
Um nui zu zeigen, dass die Ausdrficke 9'iPi)fV'(p%)f -^'iPn) 
yersch winden, nehme man an, es sei etwa ip'(pk) ▼on Null verschieden 
and setze «i = r, = • • - «« Vk—i = r^+i = • • • = r, = 0, t?* ■= 1; 
hierdnrch verwandelt sich 9(Wi,t<,,...i4«) in 

9(0,0,.'., 1,0,.. ,0) + V(P*), 

und da hier X jeden beliebigen Werth annehmen kann, so ist dies 
auch, so lange 9>'(l>i)^0, mit v{Ui,u^j. ..Hu) der Fall, was aber 
der über das Wesen der Function gemachten Voraussetzung definit zu 
sein widerspricht Mithin muss q>^{pk) verschwinden, und zwar zu- 
nächst für i -= 1, 2, • • • (n — 1), weil nur ^'(Pi), 9'Cft), • . . 9)(p«_i) 
in dem Factor von X in (3) auftreten. Da aber 

9(PuPir"Pn)=Pi(p\Pi)+Pi(p'{p2)'\ hl>«-i9'(P«-i)+l>-9'(P«)=0, 

so muss auch noch (p'{pn) verschwinden; denn p^ wurde als von Null 
verschieden angenommen. 

Für den Fall der durch (o(Uf u) definirten und im vorhergehenden 
Paragraphen näher betrachteten Form, welche gleich Null gesetzt die 
zwei imaginären Ereispunkte darstellt, sind die Coordinaten der un- 

endlich fernen Geraden pi «= t- (* = 1, 2, 3) solche Werthe, fOr welche 

(d(u, u) verschwindet; denn diese Gerade ist Trägerin des Punktepaars. 
Es ist dann zufolge des Satzes (1) stets ©'(p,) = 0, (t = 1, 2, 3), wie 
übrigens auch schon in § 2 erwähnt wurde. 

Um den Nutzen des Fundamentaltheorems (1) darzulegen, wollen 
wir einige Sätze über zwei Gattungen von Gleichungen beweisen, die 
im Folgenden ; wie überhaupt in vielen Theilen der reinen und ange- 
wandten Mathematik, eine wichtige Bolle spielen. Der erste Satz 
lautet: 



(4) Bezeichnet y(ui,Mar' ^n)^ ^j ^ ccuUiUk eine beliebige 

1 1 
quadratische Form der n Variabein f^fU^f-Un, ferner 
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n n 
1.1 

eine definite quadratische Form derselben Veränderlichen 
and setzt man — ^ant -\- (Oik^^ yiky so besitzt die Gleichung 
n^ Grades iii X: 

(4a) r = ^ + (y,iyjj • • • yn«) = 0, (y,* = y«) 

stets nur reelle Wurzeln. 

Ist nämlich l eine von Null verschiedene Wurzel dieser Glei- 
chnngy 80 gibt es zufolge (4a) stets Werthe C|,c^y...o,; die nicht 
sämmtlich Null sind und die n Gleichungen befriedigen: 

(5) _ Xg,'(ci) + m\Ci) = (i - 1, 2, . . . n). 

Ist allgemein d = c/^ + c/ }/— 1 , so folgt durch Multiplication 
der n Gleichungen (5) mit d^ — c/ Y — 1 und Addition derselben: 

Hier kann nun der Goefficient von X nicht verschwinden, denn 
sonst würde auch die Summe der beiden a verschwinden müssen, d. h. 
die Cj" und c/ wären nach (1) solche Werthe, für die m\c?) ■== und 
fli'(c^')«B=3 0; dann wäre nach (5) neben (d'(c,) = auch noch 9)'(c,)«=0 
(i ■= 1, 2, . . . n), d. h. die Gleichung (5) wäre für beliebige Werthe 

von k giltig, somit die Determinante ^. + {yny^ • - • yun) identisch 

Null, und dieser Fall war bisher eo ipso ausgeschlossen. Der Goeffi- 
cient von X in (6) ist demnach von Null verschieden, und in Folge 
dessen X gleich dem Quotienten zweier reellen Grossen, also in der 
That reeU. 

Für die Gleichung (4a) bestehen noch zwei weitere Sätze, »die 
später von Wichtigkeit sind und daher hier bewiesen werden sollen^), 
nämlich: 
(7) A) Jeder Z-fache Factor (X — AJ von f = 0, wobei Aj > 0, 

ist mindestens ({ — l)mal in der Unterdeterminante Fn eines 
beliebigen Elementes yik der Determinante f als Factor ent- 
halten. 



1) Das Princip der hier angewandten Beweismetbode ist eine Umformung 
derjenigen, welche Herr Weierstrass gegeben hat in den Monatsberichten der 
Akademie der WissenBcbaften zu Berlin, Jahrgang' 1858, S. 207—220. 

5* 
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(8) B) Jede 2-fache yerschwindeDde Wurzel A «= der 
Gleichong f »» ist mindestens (l — 2)fache Wnrzel von 

r« = 0. 

Znm Beweise des Satzes A) gehen wir aas yon dem Qaotienten 



(9) 
oder 



xW 





r« r« • • 


ri,«i 




r« r„ 


r,,*. 




r.i r,. 


r„*» 




Vi Vi ■ 


y.o 



^ ± (rii y« • • • y*.) 



2^ ±(yiiyM-r««) 



in welchem die y,- willkürlich fixirte Constanten, die Xi ii^end welche 
variabele Grossen bedeuten. Die Anwendung einer Partialbruchzer- 
legung auf (9) möge alsdann, soweit sich die Brüche auf die 
Wurzel A <= il^ von f «= beziehen, eine Summe liefern yon der 
Form: 



(10) zW 



w w w 



_i_ — 4- _ 






wobei die c, (f, c\ . . . abhängen von den wülkürlich fizirten y und 
von den y^^ und wir behaupten nun, dass hier, so lange il^^O, 
der Exponent 6 nicht grösser sein kann als 1. Da namfich 
vorausgesetzt ist, dass f nicht identisch verschwindet, kann man in 
(9) und (10) setzen 

(11) ^i = — V^9^'("«) + 9 «>'(W')^ 



2 



wodurch sich der Zähler von (9) verwandelt in (y, Mi + y2*'2 H h y« •*■) 1", 

also xW ^*ch Wegheben von f in yiWj + y2W2 + ' * ' + y«**«' ^^^ 
A S3 A^ -[. A erhält man alsdann nach Multiplication mit A' an Stelle 
von (10) die Gleichung 

(12) 



tty • Ä' 



' { - (^ + Ä)9'(c, m) + «»(c, «) ) 
+ * I — (^ + A)9'(c', «) + «(c', «) } 
+ AM - (^ + A)9(c", «) + «>(c", «)}+•••• 

Für e > 1 müssten mindestens die Coefficienten von W und A^ der 
rechten Seite gleich Null sein, es wäre daher 
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(13) (o(c, u) — ^i(p(c, m) «=» 
and 

(14) ©(c', u) — liq>{c\ u) — (p(c^ w) =i *). 

Setzt man nun ut «= c^' in (13), dagegen Ui «« d in (14) und sub- 
trahirt man beide Gleichungen von einander, so folgt 9(0, c) = 0, 
somit nach (13) auch (o{c,c) = 0] nach dem Fundamentaltheoreme 
(1) ist dann auch (o(c,u) = 0, denn (o{u,u) ist eine definite Form, 
und nach (13) nunmehr y(c, u) «=» 0, da Aj ^ 0, d. h. för jeden Werth 
yon X hätte man ©(c, w) — ^^^(c, w) = 0, die Determinante f würde 
identisch verschwinden gegen die Voraussetzung. So lange A ^ kann 
folglich e in (10) nicht grosser als 1 sein, d. h. in dem Quotienten 
%{k) muss sich die Z- fache Wurzel A^ ^ A von f = mindestens 
(2—1) mal in Zähler und Nenner wegheben lassen, oder es muss 
wegen der Willkürlichkeit der Xi und y,- in xW ^^^ Factor A — A^ in 
jeder ünterdeterminante H* von F mindestens (l — l)mal ent- 
halten sein. 

Zum Beweis des Satzes B) in (8) verfahren wir zunächst gerade 
so wie bei A) und gelangen hierdurch zur Gleichung (12); in der je- 
doch nunmehr A^ <» zu setzen ist. Alsdann behaupten wir, dass 
für Aj = der Exponent e in (12) nicht grösser sein kann 
als 2. Für a > 2 müsste nämlich neben den Coefficienten von h^ und 
V mindestens auch derjenige von h^ verschwinden; in Folge von A^ = 
gehen aber die Gleichungen (13) und (14) über in 

(15) a)(c,n) = 
und 

(16) ö(c', u) — (p(c, u) = 0, 

während das Verschwinden des Coefficienten von h^ für Aj == liefert: 

(17) a)(c'\u) — g>(c\u)=^0. 

Setzt man nun Ui «= Ci in (17), dagegen Ui = Ci' in (15) und sub- 
trahirt man beide Gleichungen von einander, so folgt ^{c\c) = 0, 

1) Es lassen sich die y. stets so fiziren, dass nioht alle c^ {% *» 1, 2, • • • n) Null 
sind, denn sonst wäre für beliebige x^ und y^ der Factor l — Ij auch {-fach in 

der Determinante ( ) enthalten, d.h. l-fach in jeder Unterdeterminante f.... 

\yfrih '* »* 

Dies ist aber unmöglich, da alsdann auf Grund von 

11** 11 

auch r'(X) den Factor (i — Zj)' enthalten würde. 
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daher ist alsdann für u»- «= c,' in (16) fo(c\ c') «= und nach dem 
Fnndamentaltheorem (1) id(c',w) = 0; hierdurch liefert (16) 9(c,u) = 0, 
es wäre also mit Bücksicht auf (15) für jeden Werth von l (o(e, u) 
— lg>{c, u) = 0, d. h. die Determinante f würde identisch verschwin- 
den, was ausgeschlossen war. Für A^ «» kann ' folglich e in (10) 
nicht grösser als 2 sein, d. h. in dem Quotienten ^(A) muss sich die 
etwa auftretende Z- fache Wurzel A = von r««=0 mindestens (l — 2)- 
mal in Zähler und Nenner wegheben lassen, oder es muss in jeder 
ünterdeterminante fa von f der Factor A mindestens ({ — 2) mal 
enthalten sein. 

Wir wollen nun noch eine zweite Gattung von Gleichungen be- 
trachten, die ähnliche Eigenschaften haben wie die Gleichungen von 
der Form (4 a). 

n n 

Es sei nämlich f^ ^ ^atkXiXk eine beliebige quadratische 

11 n n 

Form der n Variabein a^i, ajg, • • • a;„, cd e^ ^ xf ^(kt^^k eine qua- 

1 1 

dratische Form der Variabein Ui;Us, ...tiny welche für reelle Werthe 
der u nur Zahlen werthe von demselben Vorzeichen annimmt^). Als- 
dann bilde man den Ausdruck 

n H n 



1 1 

n n 




1 1 
wobei zur Abkürzung gesetzt ist 

(18) Oik = (OuCtlk + 0^i(hk + • • • + ^niCink 

und im allgemeinen an nicht gleich an] femer setze man 
und definire Grössen ßik durch 

n n 

V(u, ic) — A . w, = 2 2 ft*«*»^*- 

Es besteht alsdann der Satz: 

(19) Unter den soeben gemachten Voraussetzungen hat 
die Gleichung n^'^ Grades in A: 



1) Es ist nicht nöthig, dass die Determinante von m(u,u) verschwinde. 
Andererseits ist vorausgesetzt ^n =^ ct^i nnd m^.^ = oo^^. . 
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(19 a) 
oder aach 



2±(ßllß«--- ßnn) - 0, 



«11 A «12 • • • «1, 

«81 «28 — A • • • «2n 



^nn 



— X 



= 



stets Dur relle Wurzeln. 

Zum Beweis dieses Satzes werde zunächst bemerkt^ dass es zu- 
folge Yerschwindens der Determinante (19a) Werthe ^; ^; • • • ^n gibt, 
fflr welche 

(«11 — A)<i + «12^ H h «in^n = 

.^. «21^ + (««2 — A)fe +'•••+ ^nU = 

(20) 



Zwei conjugirt complexen Wurzeln A von (19 a) würden dann zwei 
conjugirt complexe Werthsysteme der t zugehören, sie seien etwa 

(21) U *= Vi + y— 1 iJOi und ^ «= t;< — V"— 1 m (i = 1, 2, • • • w). 

Wir mnltipliciren nun die Gleichungen (20), nachdem in ihnen die mit 
dem Factor A behafteten Glieder auf die rechte Seite gebracht sind, 

resp. mit -^id'(^) und summiren über i, wodurch man erhält: 



(22) 



- ^i ^*a,i(o\h) . o'(^) - ^ -^Y^'W • ^•' 



4 j^ J^ 

1 1 



bei Substitution der für ^ und ti angenommenen conjugirt imaginären 
Werthe (21) verwandelt sich aber die rechte Seite dieser Gleichungen 
in X{(B}iv,v) -^ coiWyW)), und hier können a)(y,v) und (o(io,iv) nach 
unseren Voraussetzungen über die Function a nie entgegengesetzte 
Vorzeichen besitzen^). Femer ändert sich zufolge «a ■= a^j die linke 
Seite von '(22) nicht, wenn man die U mit den ^ vertauscht, also 

+ }/— 1 mit — y — 1 vertauscht, es würde daher der den tt ent- 

1) Wäre etwa cd(v, t?) <» a>(ii^, u^) = 0, so mflssten die v^ und w^ den Glei- 
chungen genfigen (d\v.) — 0, ©'(w^ ■= 0, (t «=- 1, 2, . . . n), so dass auch ©'(y = 0; 
ans (20) würden also Gleichungen folgen von der Form 




was nur mdgUch, wenn 1 •• 0, da a>'(jt^) Teiachvindet. 
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sprechende Werth von X derselbe sein, wie der den ^ entsprechende, 
d. h. der imaginäre Theil yon X mnss Null, l mnss reell sein, w. z. b. w. 
Aach für die Gleichung (19 a) gelten die analogen Sätze wie (7) 
und (8) bei der Gjeichung (4a), nämlich: 

(23) A) Jeder Z- fache Factor (X — A^), wobei ^li^O, von 

B ^^^j + (fti ßn"' ßnn) •= ist mindestens (l — l)mal in der 
Unterdeterminante B,jb eines beliebigen Elementes ßik der 
Determinante B als Factor enthalten. 

(24) B) Jede 2-fache verschwindende Wurzel A = der 
Gleichung B = ist mindestens (l — 2) fache Wurzel von 
Bijt = 0. 

Zum Beweis dieser Sätze gehen wir aus von dem Quotienten 

! Pii Pia • • • ßln ^1 

P21 P2« ■ • Pin ^i 



Pmlßnt ' ' ' ßnn^i 



(25) 



oder 



X(A) = 



«7j tTj 



w 



V 



2i ± (^11 ft« ■ • <*.») 



XU) = ^u^i^i + Bi,t>, to, +B,iP,tc, +•* 

in welchem die Wi willkürlich fixirte Gonstanten^ die i;,- irgend welche 
variabele Grossen bedeuten. Die Anwendung einer Partialbruchzer- 
legung möge alsdann, soweit sich die Brüche auf die Wurzel 
X ^=s Xi von B «= beziehen, eine Summe liefern von der Form 



^ic^v. ^clv. ^c:'v, 

(26) X(.) = -^-_- - + ^^ A___ + _^^^^ + . . , 

wobei die c, 0', c'% . . . abhängen von den willkürlich fixirten tCi und 
von den ßny und wir behaupten nun, dass hier, so lange A^^O, 
der Exponent e nicht grosser sein kann als 1. Denn setzt man 



(27) 



Vi 



V, 



ßn^i + ^2^ H \- ßmXn 

ßil^l + Ä2^2 H h ßtnXn 



Vn == ßnl3(^l + ßntX^ + ' * ' + ßnnXn , 
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80 verwandelt sich X(A) in to^x^ + w^x^ + • • • + w'niPwO» ^^^ f^' 
A « Aj + A erhält man nach Multiplieation mit h" an Stelle von (26) 
die Gleichung 

(28) u^,-Ä'- {V(c,a;)-(Ai + Ä)c.} 

Für e > 1 müssten mindestens die Goefficienten von h^ und h^ 
der rechten Seite gleich Null sein, man hätte daher 

(29) V(c,a:) — A,c, = 
und 

(30) V(c', x) — X,cJ — c, — 0. 

Ist nun Pi, p^f . . Pn ein Werthsystem, für welches o)(Pfp) = 0, 
daher nach (1) auch o)'(p,) «» 0^ so können jedenfalls die d nicht 
proportional sein den pt^ denn sonst wäre auch 

n 

v(c,«)=4-2r(zo-«.'(A) 

t 
identisch Null, daher nach (29) c^^O, was nicht denkbar'). Man 

setze jetzt in (29) a?,- «= -- a>'(c/), dagegen in (30) Xi «= y(d'(c/); als- 

dann werden V(c,x) und V(c',a?) identisch mit — ^» ^ €^k(o\ci) - a\ck) 

und wegen a^ «= ajbi einander gleich. Zieht man daher nach diesen 
Substitutionen (29) und (30) von einander ab, so bleibt übrig (o(c, c) ». 0, 
was nicht möglich ist, wie soeben erwiesen. Im Falle A^ ^ kann 
folglich e nicht grösser als 1 sein, u. s. w. (wie oben beim Beweis 
des Satzes (7)). 

Zum Beweis des Satzes (24) verfahren wir zunächst gerade so 
wie bei (23) imd gelangen hierdurch zur Gleichung (28), in der je- 
doch A^ s=s zu setzen ist Alsdann behaupten wir, dass für 1^ = 
der Exponent e in (28) und (26) nicht grösser sein kann als 2. 
Für 6 > 2 müsste nämlich neben den Goefficienten von h^ und h^ in 
(28) mindestens auch derjenige von V verschwinden; in Folge von 
A| «= gehen aber die Gleichungen (29) und (30) über in 

(31) V(c, x)^0 
und 

(32) V(c',a;)-c,=p, 

1) Man hat wie Seite 68, Zeile 8—9 von nnten, die letzte Verticalreilie des 
Zählers in (26) vermöge der vorausgehenden Reihen za transformiren. 

2) Vgl. die Fassnote zn S. 69. 



74 I. Abschnitt § 8. 

während das YerschwindeB des Goefficienten ¥on A^ fOr A^^ «= liefert: 

(33) V(c" a:)-c/ = 0. 

Jetzt sind die Ci in (31) proportional den piy denn setzt man in (31) 

Xi = Y^'(sOf ^ (32) Xi = Y**'^^) ^"^^ ^^^'^^ ''^^^^ Gleichungen von 

einander ab^ so bleibt (0(0, c) »= 0. Dagegen sind die c/ in (32) nicht 
den pi proportional, sonst wäre auch V(c\x) '^^O, somit wegen (32) 

p^ ^ 0, was nicht denkbar. Wird nun in (32) gesetzt Xi = ^©'(Ci"), 

in (33) Xi = Y^'(pi)9 ^^ erhalt man durch Subtraction ai(c',c') = 0, 

was nicht statthaben kann, denn die c/ sind den pi nicht proportional' 
Für ^ = kann folglich e in (26) nicht grösser sein als 2, 

u. 8. w. (wie beim Beweis des Satzes (8)). 

Wir wollen noch bemerken, dass die Sätze (4), (7) und (8) auch 

dann bestehen bleiben, wenn an Stelle der Formen 97(^1, u^, •. .tO 

and o(U|, U2, . . . u») zwei bilineare Formen treten 

11 n n n 

q>{e,t) = ^ ^ ccn^i tk und »(jet, g) ez ^ ^ ©,* je?,- ^ , 
11 11 

welche folgende Bedingungen erfolgen: an muss complex *conjugirt 
sein zu Uktf analog (Oa zu (Oki, so dass also au und Ou reell sind; 
femer müssen gg nnd ^ complex coujugirte Werthe haben, z. B. 



ek = Xk + ffk V" 1 , ^^Xk — ffkY— 1; 

endlich darf die Form (o(js,t) (eventuell auch mit verschwindender 
Determinante) nur Zahlenwerthe von gleichem Vorzeichen annehmen. 
Der Beweis obiger Behauptung beruht auch hier auf dem Satze, dass, 
wenn die Form (0(0,^) für zwei bestimmte Werthsysteme 

Pk'^Pk^+PkV— 1 und nt—pi^— pk )/— 1 

der Yariabeln Zk und gb (% "= 1, 2, . . . n) verschwindet, immer auch 
o>(jp, g) nnd (o(js,it) identisch verschwinden^). 

Es möge noch besonders der Fall hervorgehoben werden, dass 
in der Form q>{is, g) die Coefficienten (tiu a^, . . . ccnn sämmtlich Null, 
dagegen a^ {i ^ k) rein imaginär sind, so dass aa^^ißik, cca«^ — ißit 

1) Für den Fall, dass ^/± (on »„ . . . m^J ^ hat Herr Christof fei 

einen bindenden algebraischen Beweis der verallgemeinerten S&tse (4) und (7) 
gegeben: „Verallgemeinerang einiger Theoreme des Herrn Weierstrass^*, Journal 
für die reine nnd angewandte Mathematik, Bd. 63, S. 265 — 272, 1864. 
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und q>(j8, g) eine ^^altemirende bilineare Form'' darstellt. In der nun 
analog zu (4a) gebildeten Determinante sind m^^, m^i, . . • conn die Dia- 
gonalelemente, die übrigen Elemente sind von der Form — Hfitk-^^fOnj 
bezw. + ^ißik + coki' Es folgt daher der Satz: Wenn die oben de- 



H n 



finirte Form o(jer, g) definit ist und die bilineare Form ^j >* ßn^iik 
reelle Coefficienten hat der Art, dass ßu >= 0, ßn »» — ßki ist, so er- 

n n 

gibt die Determinante von (o{Zy^ — f'^ ^ ßtk^itk gleich Null 

gesetzt eine Gleichung^ welche rein imaginäre Wurzeln fi <= xi hat 
und für welche die weiteren in (7) und (8) ausgedrückten Eigen- 
schaften bestehen^). 

Zum Schluss dieses der Algebra gewidmeten Paragraphen sei 
noch ein Satz erwähnt , der zwar mit den yorhergehenden Theoremen 
in keinem Zusammenhang steht, aber hier Stelle finden soll, weil er 
bei späteren Betrachtungen ein wichtiges algebraisches Hilfsmittel 
bildet. Derselbe lautet: 

(34) Wenn zwei ganze homogene Functionen h^^ Grades 
der n Yariabeln Xi,x^,,..Xn für alle Werthe der x identisch 
sind, so sind die Coefficienten gleicher Potenzen der Ya- 
riabeln einander gleich. 

Zum Beweis dieses Satzes denkt man sich etwa x^yX^, . • , Xn be- 
liebig fixirt, x^ veränderlich; dann müssen nach einem bekannten 
*Fundamentaltheorem die Coefficienten der gleichen Potenzen von x^ 
identisch sein; alsdann fixirt man nur x^,x^,..,Xn und lässt x^ ver- 
änderlich u. s. w. 

8 8 

Ist z. B.' ^ X* O'ikXjXk für alle Werthe der x gleich 
1 1 

8 8 

* bikXiXt, 

so muss Oik = hijt (i, Ä «=» 1, 2, 3) sein. Daraus folgt nach Multipli- 
cation der gleichen Coefficienten o^t und ba mit beliebigen Zahlen 




1) Vergleiche Weierstrass: „Ueber ein die homogenen Fonctionen zweiten 
Grades betreffendes Theorem", Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin, Jahrgang 1879, S. 430—439, sowie Lipschitz: „Beiträge zn der Theorie 
der gleichzeitigen Transformation von zwei quadratischen oder bilinearen Formen'^ 
Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften zn Berlin, 1. Halbband des 
Jahrgangs 1890, S. ö09f. 
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au die Gleichung 

«ii«u + ^^2^u + «22^22 + 2ai3a,3 + • • • 
= 6a «u + 26i2«i2 + &2a«a2 + ^b^^^is H • 

Dieses specielle Verfahren zeigt, dass man den Satz (34) allgemein 
auch in folgender Form aussprechen kann: 

(35) Wenn eine homogene Gleichung h**^ Grades zwischen 
den n Yariabeln x^,x^j,,,Xn für alle Werthe der x besteht, 
so bleibt sie auch noch richtig, wenn man die Producte der 
Variabein durch die Goefficienten einer beliebigen Form 
Ic^^ Grades von n Veränderlichen ersetzt. 

§9. 
Ein EzouTS über Invarianten« 

Um eine Erklärung des Begriffs der Invariante zu geben, knüpft 
man am besten an das Multiplikationstheorem der Determinanten an. 
Wenn n lineare Ausdrücke 

(1) Ui = üuXx + (Ha% 4- h <^niXn (*' = 1, 2, . . . h), 

wobei im allgemeinen a^ ^ an sei, durch die Substitution 

(2) Xi = a,Zi + /3,X2 + • • • + TCiXn (i = 1, 2, , , . n) 
übergehen in 

(3) u,- = üiiXi + a^iXi H h OniXn (i = 1, 2, . . . n), 

so ist nach dem Multiplicationstheorem der Determinanten 

(4) 2 ± (^" 0^2 • • • Onn) = r . 2^ + (Oii ÖJ3 . . . a„,), 

wobei 

(5) ^ = ^±(«ift •••*») 

die Determinante der Substitutionen (2) bezeichnet. 

Wir bilden nun mit Hilfe eines neuen Systems von Veränder- 
lichen ViiVa • • ' ffn den linearen Ausdruck 

(6) u^yi+u^y^H hu»t/„ 

und transformiren denselben durch die Substitution 

(7) * yk = ^kT, + ß,'Y,+ '+7t:Yn{lc = l,2,...n\ 
so dass sich (6) verwandelt in 



«I n 



(8) >■ >^4aX,rt. 




1 
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wobei 



(9) 






Alsdann ist nach (4) mit den entsprechenden Vertauschungen, 
resp. direct: « 

(10) 2±{AxAi---^n)'-r' ^±(o,,a„--a,.) 

='»"»"'^±(«n«M---«««)i 
wobei 

(11) r'-2'±(«>'A'-"«-') 
die Determinante der Substitutionen (7) bezeichnet. 

Hierbei lassen sich die An auch dadurch definiren, dass man sagt, 
durch die Substitutionen (2) und (7) sei der Ausdruck 

n n 

(12) u^y^ + u^y^ H h w-y» oder ^^OikXiyk 

übergeführt worden in 

n n 

(13) 2 2^'»^^»- 

1 1 
Die Determinante 

(14) 2^ ± (^11 ^ " • ^"•) 

ist nach dem Vorausgehenden eine derartige Verbindung der Coeffi- 
cienten der gegebenen n Formen (1)^ dass bei Bildung des entsprechen- 
den Ausdrucke mit den Coefficienten der linear transformirten Formen 
(3) sich (14) zufolge (4) reproducirt bis auf die erste Potenz der Sub- 
stitutionsdeterminante (5). 

Allgemein nennt man nun Invariante eine solche Function der 
Coefficienten einer oder mehrerer Formen, welche^ gebildet für die 
Coefficienten der durch eine und dieselbe Substitution linear trans- 
formirten Formen^ sich bis auf eine Potenz der Substitutionsdetermi- 
Dante reproducirt. Eine Invariante ist daher eine Function 9 jener 
Coefficienten a^k resp. Ciihj welche die Gleichung erfüllt 

(15) q>(iXik) = r^'(p(an). 

Den Exponenten A der Substitutionsdeterminante nennt man das 
Gewicht des betrofifenden invarianten Ausdrucks. 
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Als absolute Invariante bezeichnet man eine solche Function 
der Coefficienten, welche bei linearer Transformation völlig ungeändert 
bleibt^ also das Gewicht A «s besitzt. 

Enthält eine Verbindung von der Form (15) ausser den Coeffi- 
cienten auch noch die Variabeln^ so wird sie als Covariante be- 
zeichnet; letztere würde daher eine Gleichung erfüllen von der Gestalt 

(16) 9>((Uk] ^1, ^, • • • Xn) = ^ • 9>(ö.jfc; ^1, 3^2 •• • ^n). 

Setzt man in (12) speciell aik'=^ Oki, sowie Xi =» y^ und 2^ ■=> Ti 
(i «= ly 2, . . .n), so verwandelt sich (12) in eine quadratische Form 
von n Variabein x^, a;,, . . . o;« : 

n n 

(17) f{x,x)='^^ OiuXiXt , 

1 1 

welche durch die Substitutionen (2) übergeführt wird in 

n n 

(18) F{X, Z) = 2 2 ^» ^' ^5 

1 1 

die beiden Transformationen (2) und (7) werden dann einander gleich 
und daher r «= r'. 

Die Gleichung f{Xy x) = F(X, X) gilt nun, welche Werthe die 
X und in Folge davon auch die X haben mögen, sie gilt daher noch, 
wenn man Xi ersetzt durch Xi 4- ^Vt und Xi durch Xi ~\- k Tiy es ist 

(19) /■(«, + lifi, Xt + ly„ •••«« + Ay,) 

-= j'(Zi + A r„ z, + A r„ . . . z« + A r»), 

und da diese Gleichung für ganz beliebige Werthe des Parameters A 
stattfindet, müssen die Coefficienten gleicher Potenzen von A links 
und rechts einander gleich sein. Berücksichtigen wir 'nur die erste 
Potenz, so ist demnach 

(20) afi'. + gi'. + - + a¥/- = a^^x + ||r, + - + |f/.; 

durch Anwendung der Formel (10) folgt alsdann 

(21) 2 ± ^"^^ ^22 • • • ^nn) «= »^ ' ^ ± (^" ^ " ' " ^-)- 

Die hier auftretenden Determinanten der Äik resp. c^n nennt man 
die Discriminante der Formen (18), resp. (17);^) wie aus (21) er- 

1) Wir sind dieser DiBcriminante im Falle dreier Variabeln bereits in § 4 
begegnet; es wurde dort gezeigt, dass ihr Verschwinden die Ausartung des Kegel- 
schnitts zur Folge hat. 
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sichtlicli, ist eine solche Discriminante zugleich eine Invariante; und 
zwar vom Gewicht 2. 

Man kann auch, statt von einer einzigen Form f{x^ x) auszugehen, 
die lineare Combination kg(x,x) — f(p^,x) oder ausfQhrlicher 

n n n n 

^^ ^bikXiXk — ^ ^OikXjXk 
11 11 

tu Grund legen; dieselbe werde kurz durch 

n I» 

h{x, x) = ^ ^ CikXiXk 
1 1 

bezeichnet, wobei c.^ «= Aft,* — o,*. Würde jetzt h(x,x) durch die 
Substitution (2) transformirt in 



] 1 

80 wäre nach (21): 



(22) 2 ±iC,,C„--.C,,)^r'.^±ic,,c„. ••<!.,). 

Die zwei hier auftretenden Discriminanten enthalten nun die X 
bis zum n*^ Grade, und da (22) gilt, welche Werthe man auch dem 
Parameter / ertheilen mag, müssen die Coefficienten gleicher Potenzen 
von A links und rechts einander gleich sein. Die auf solche Weise 
einander entsprechenden Goefficienten sind überdies beiderseits gleich 
gebaut, nur besitzen die rechts stehenden noch den Factor r', die ge- 
nannten Goefficienten müssen also Invarianten sein; sie heissen simul- 
tane Invarianten des Systems der beiden Formen f(Xy x) und g{Xj x\ 

In dem für das später Folgende wichtigen Falle dreier Variabein 
^u^i;^8 ®^h^lt man 

(23) ^ ± (Cn ^2 ^3) = ^'B - 3A^e + 3AH - A, 

wo A und B die Discriminanten von f{Xy x) resp. g(Xf x) bedeuten, 
während 6 und H, wie die Ausrechnung zeigt, bestimmt sind durch 



(24) 



36 = «11^11 + «82^82 + «M-Bss + 2ai2£i2 + 2ai3-Big + 2a^^B^^ 
3H = 0^1 All -|- o^A^ij^ + 6j3 -438 "H 26i2-4ig + 20^5^13 + 2628 -^23 



Hierbei sind die An, nnd Bat die Unterdeterminanten der Ele- 
mente aijt und hu in den Determinanten A resp. B. 

Die Ausdrücke (24) geben somit Beispiele ab für simultane In- 
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yarianten der beiden Formen f{XyX) und g(XjX)] das Gewicht ist 
jedesmal gleich 2. 

Auch fBr Covarianten möge noch ein Beispiel gegeben werden, 
das überhaupt zeigt, wie man eine ganze Reihe solcher Functionen 
erhalten kann. Statt der quadratischen Formen (17) und (18) seien 
Formen beliebiger Ordnung gegeben; auf gleichem Wege wie oben 
gelangt man zu (19), und hieraus durch Vergleich der Coefficienten 
von A* zu 

(25) ^.y,« + 2,-^y,y.+ - — g;r,»+2,-^r,7, + .... 

Denkt man sich hier den XifX^,,..Xn irgend welche bestimmte 
Werthe ertheilt und ^ — ^ = ö^t gesetzt, so würde (25) aussagen, dass 



n n 



eine quadratische Form ^) ^f o^kViVh durch die Substitutionen (2)*) 



1 1 



Übergeführt sei in ^/ xf -^t ^' ^*; dann ist auch 



1 1 



^^ + {^n(h%"- «»«) = ^ + (^11 ^22 • • • .^«)5 

nach Wiedereinführung der zweiten Differentialquotienten verwandelt 
sich aber diese Relation in • 

(26) T -2^ ±(ä^.äv"*ävj'"2i ±(o?äX^'*'ävJ' 

Die hierdurch definirte Covariante der Form n^' Ordnung 
f(j^it^2 " '^n) ist also die aus den zweiten partiellen Differentialquo- 
tienten von f gebildete Determinante und wird die Hesse'sche Co- 
variante oder Determinante von f genannt; sie wird zur Discriminante, 
wenn f von der zweiten Ordnung ist. 

Es möge noch erwähnt werden ein Beispiel für eine simultane 
Invariante einer quadratischen und beliebig vieler linearer Formen 
von n Variabein, um zu zeigen, wie man noch zu einer anderen Art 
von invarianten Bildungen, zu den sogenannten Contravarianten 
gelangt. Der Einfachheit halber seien ausser der quadratischen Form 
(17) nur zwei lineare Formen gegeben, nämlich 



(27) { 



und Wx ^ tO^Xi + tü^X^ + ...-[- WnXn- 



1) Es ist in (2) jedoch zu ersetzen x^ durch y. , X. durch Y^ (t «» 1, 2, . . . n). 



Simnliane Invariante einer qnadratiachen und mehrerer linearer Formen. 81 



Es wird sich dann zeigen, dass die Determinante 

Oll an . . . Gin ^i ^1 ' 



(28) 



Vj t?2 . . . V« 
Wi tV^ , . ,Wn 



eine simultane Inyariante der Formen f(Xj x), Vx und Wx ist. 

Zum Beweis f&hren wir mit Hilfe der beiden weiteren Variabein 
^M^i und Xn^2 die Form ein: 

(29) q>{x^ x) = f{x^ x) + 2xnJfi'^x + 2a:„+8W?x 

und transformiren dieselbe durch 

Xi = a,Xi + ßiX^ + • • • + Ä,y, (t = 1, 2, . . . w) 

(30) XnJ^X = Xn+i 

wodurch (29) übergehen möge in 
(31) <1>(Z,Z) = 

+ 2Z„4-2(mXi + TF2X2 + • • • + WnXn). 

Die Determinante der n -f ^ Substitutionen (30) ist hierbei, wie 
man leicht sieht, keine andere, als die früher mit r bezeichnete Deter- 
minante der n Substitutionen 

Xi = atXi -|- ßiXi + • • • + ^iXn 

allein; femer erkennt man, dass die Discriminante von (29) identisch 
ist mit dem durch (28) definirten Ausdruck «7, während die Discrimi- 
nante Yon (31) gegeben ist durch 

: An ^2 . . . A,n Vi Wi 

-^21 -^22 . . • Ain Vi Wi 



(32) 



1 = 



Anl Ani . • . Ann 'n ''h 

Fl F, ... Vn 
Wi W, ... Wn 



Gandelfinger, Yorlerangen. 
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In Analogie zu (21) besteht aber die Relation 

(33) I =3 rV, 

es ist daher J eine Invariante der Form (29) allein ^ oder auch der 
Formen f{XjX)^ Vx und Wx^ wenn wir die nur hilfsweise eingeführten 
Yariabeln Xn+i und Xn-^.^ wieder bei Seite lassen. 

Fügt man statt nur zweier linearer Formen Vx und lOx zu f{Xj x) 
beliebig viele hinzu, so erkennt man aus dem Vorhergehenden nicht 
nur; in welcher Weise auch dann die zu (28) analoge Determinante 
angeordnet ist, sondern man sieht auch, dass diese Determinante eine 
simultane Invariante der Form f(Xy x) und der beliebig vielen hinzu- 
gefügten linearen Formen ist. 

Beschränken wir uns auf den Fall einer quadratischen Form 
f{XfX) und einer linearen Form von je drei Variabein x^^x^^x^j so 
ist die Determinante 



(34) 



a 



11 



a 



12 



a 



IS 



Ml 



a 



21 



«22 ÖTjs «8 



a 



81 



a 



32 



a 



SS 



u 



8 



Ml 



M 



2 



M« 







jedenfalls eine Invariante vom Gewicht 2; dabei ist es ganz gleich- 
giltigi welche Werthe oder was für eine Bedeutung die u^, m^, m, 
haben. Fassen wir nun die gleich Null gesetzte Form f{Xf x) als 
Gleichung einer Curve zweiter Ordnung auf, m^ «=^ als Gleichung 
einer Geraden, so sind die Ui variabele Liniencoordinaten, und (34) 
stellt gleich Null gesetzt nach § 4 die Gleichung des Kegelschnitts 
f(Xf a?) »= in Liniencoordinaten dar. 

Die Invariante (34) ist ein Beispiel aus einer grossen Gattung 
von Invarianten, zu. denen man in folgender Weise gelangt: Es seien 
mehrere Formen beliebiger Ordnung und mit beliebig vielen Veränder- 
lichen ü^fX2t,..Xn gegeben, darunter mindestens eine lineare Form 
MiiPi + MgOTg + • • • + ^»^1»; sie werden sämmtlich der Transformation 
(2) unterworfen, wodurch speciell Ux übergehe in 



wobei alsdann 



(35) 



Ui = ft«! + /S,Mj H + ß„U„ 
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Irgend eine Invariante des gegebenen Formensystems erfüllt nach 
(15) eine Gleichung von der Gestalt 

(36) r^ ' J(aik] Ui, iia, . . . w») = e7'(a.A; Ui, fTs, . . . Un), 

und man nennt eine Function der Goefficienten att einer oder mehrerer 
Formen f(x, x)^ u. s. w., sowie eines Systems von Veränderlichen 
MijMj, ...tin (für n=»3: Liniencoordinaten), welche durch die soge- 
nannte ^ytransponirte Substitution^' (35) mit den neuen Veränderlichen 
JJiy U^,.. TJn zusammenhängen, eine Gontravariante der Formen 
mit den Goefficienten a^jt, wenn jene Function einer Gleichung wie 

(36) genügt 

Zwischen formen nennt man mit Invarianteneigenschaft ver- 
sehene Functionen der Goefficienten a^; • • . und der Veränderlichen 
x^,X2,...Xn mehrerer simultaner Formen , unter denen wieder eine 
identisch ist mit tiiO?! + t^arg H [-UnXn] demnach sind die Zwischen- 
formen- auch Functionen der t/^ , i/j , . . . Un • Geometrisch würde dies 
im Falle dreier Variabein bedeuten, dass eine Function J der Goeffi- 
cienten einer oder mehrerer Formen vorläge, welche überdies die 
Coordinaten eines veränderlichen Punktes und einer veränderlichen 
Geraden enthält und gleich Null gesetzt eine vom Goordinatendreieck 
unabhängige Eigenschaft der einem bestimmten Punkte x, resp. einer 
bestimmten Geraden u zugehörigen Gurve ausdrückt. 

Zum Schluss dieses Paragraphen wollen wir noch als eine An- 
wendung der Gleichung (21) zeigen, dass und auf welche Weise die 
Gleichung eines Kegelschnitts in Punktcoordinaten 

9 S 

(37) f(x,x) = ^*'^aikXiXk = (a,* = a*,) 

1 1 

in die Form gebracht werden kann (vgl. (10), § 4 und (25), § 5): 

(38) X,X,-C'X,^^0, 

in welcher c ein Zahlenfactor ist und X^ = 0, Xj = 0, X3 = die 
Gleichungen dreier Geraden bedeuten, von denen X^ =0 und Xq'=0 
die Gurve je in zwei zusammenfallenden Punkten schneiden, die auf 
der Geraden X^ = gelegen sind, d. h. X^ = und X3 = sind 
Tangenten des Kegelschnitts, X2 = die zugehörige Berührungssehne. 
Dass eine Transformation der Gleichung f(x, x) ^^0 in die Form 
XjXg — Xg* = möglich ist, unterliegt nach dieser Bemerkung 
keinem Zweifel mehr: man hat nur die beiden Tangenten und die 
Berührungssehne als Seiten des neuen Goordinatendreiecks zu Grunde 
zu legen. Es bleibt daher nur noch zu zeigen, in welcher Weise die 
Transformation durchzuführen ist, wenn die Goordinaten der beiden 

6* 
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Berührungspunkte; die offenbar auch zur Fixirung des neuen 
Goordinatendreiecks ausreichen, gegeben sind. 

Es seien j/^, y^^ y^ und g^, g^y h ^^^ Coordinaten dieser beiden 
Punkte ; t^y ^, ^3 drei zunächst ganz willkürliche Grössen; alsdann 
denken wir uns die GUeichung f{Xy rc) = der Transformation unter- 
worfen 

(39) {^8 = ^2^1 +2/212 + ^2^8 

Ifl^s = 'sSi + J/s^Ä I ^8b8; 

wodurch sich f{x, x) verwandelt in: 

f{t, t) . Ü,* + 2f(t, y) . IJ, + f(y, y) • |,« + 2 fit, e) ■ ^,^ 

+ 2/-(y,«) -Isis + /■(«,«) -^ = 0. 

Hier fallen nun sofort die Glieder f(y, y) • $,* und f(ss, z) • Sg* 
weg, da die Punkte y und s auf f{x, x) = gelegen sind. Femer 
besteht zufolge (21) die Relation 

at,t) f(t,y) f(t,e) 

(40) Ä-^±it,y,e,y= f{t,y) fi^j^z) 

fit,") f(y,") 
wobei -4=^: +(011^220^33); ^^^ ^^^ dieser Gleichung folgt 

f\y, «) • fit, t) = 2f{y, z) . fiz, t) 'fit,y)-Ä.^± it,y,0,y, 

und wenn wir statt der willkürlichen Grössen U überall Xi setzen, so 
hat man 

(41) r(y,e)- fix, x) = 2/-(y, z) . fix, y) ■fix,e)-Ä'^± ix, y, z^y. 

Hier ist nun f{y, d) ein reiner Zahlenfactor, f(Xy y) = und 
f(x, je?) »= stellen nach § 4 die Tangenten des Kegelschnitts in den 

Punkten y und dar, ^ + (^iy2^8) = die Berührungssehne. Setzen 
wir demnach 

so verwandelt sich f{Xy a;) = in 

(42) 2f(jf,z).X,Ji,-AX,''=0, 

und dieser Ausdruck ist in der That von derselben Form wie (38). 

Analog folgt, dass die Gleichung einer Curve zweiter Classe 
g)(w, w) = in die Form gebracht werden kann 

(43) 29?(v, ic) . ü; Ü3 - A U^^ = 0, 

wobei f7iB£ 9)(M,t?) = und Ü3^9(m,w;) = die Berührungspunkte 
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zweier Tangenten darstellen, deren Liniencoordinaten Vi resp. uu {i = 1^2,3) 

gegeben sind, während ü^ ~i ^. + (wj v^ w^ «= die Gleichung des 

Schnittpunktes dieser beiden Tangenten (des Pols der Berührungs- 
sehne) ist. 



§ 10. 
Transformation der Curven zweiter Ordnung auf die Hauptaxen. 

Als Hauptaxe einer Curve zweiter Ordnung 

(1) f{x, x) ^ a^^Xj^ + 2a^2^iX^ + <^22^a^ + 2<ii3^i^9 

möge eine im Endlichen gelegene Gerade bezeichnet werden, die mit 
der Polare ihres Normalencentrums zusammenfallt. Es sei 

(2) u^Xi + t/^a-a + u^x^ «= 

die Gleichung einer Hauptaxe; die Coordinaten ihres Normalencentrums 
sind dann nach §2: y ©'(%); Y®'^*'^)» w^'d^^s)} ^^^ ^^® Gleichung 

(3) T N'(«i) /''(*>) + "»'(««) ^'(^^) + "'(«»)/" ('»)! = 
oder 

3 

stellt die Polare des Normalencentrums dar. Soll diese mit (2) zu- 
sammenfallen, so muss die Identität stattfinden 

(4) l- {^'M . r{x,) + a>\u,) . rix,) + cd'c«,) . r(^3)} 

wobei A ein passend zu bestimmender Proportionalitatsfactor ist^). 
Durch Vergleichen der Goefficienten von ^iy^2;^3 ^rl^^lt man: 

8 

(5) 2|ö(«.)-au = Ani (fc=l,2,3), 

i 

wofflr mit Hilfe der abkürzenden Bezeichnung 

(6) ttik = Onaik + CDsiflSA + Wsiflst 



\ 



1) Die Zweckmässigkeit der Behandlung des Hauptaxenproblems mit Hilfe 
des Normalencentrums ist yon Herrn Gundelfinger auch betont worden in seiner 
Abhandlang „Note sur nn article de M. Brisse^', Nonvelles Annales de Math^ma- 
tiqnes, Bd. 3 (8. Serie), S. 18, 1882. 
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auch gesetzt werden kann 

(7) ccijtui + a^kUi + «sifcWs «= Aw* (* = h 2, 3). 

Dabei ist im allgemeinen a^ von ajti verschieden^ wie (6) zeigt. 
Aas den drei Gleichungen (7) folgt durch Elimination der UiZ 



(8) 



cif^i — A a 



'11 



21 



a 



31 



a 



12 



a, 



22 



or 



82 



flfi 



a. 



a. 



= 0, 



13 "23 "33 

eine Determinante, deren Elemente mitunter auch durch ßit bezeichnet 
werden sollen, so dass (8) gleichbedeutend ist mit: 

ßn ßn fti 

Kl2 P22 P82 



(8 a) B(A) 



ßis ßis ß\ 



33 



«11 — ^ 



a 



21 



a 



31 



«12 






a. 



82 

cfcQ — A 



= 0. 



13 •*23 **83 

Die Gleichung B(A) «=» ist in den A vom dritten Grad, reducirt 
sich aber sofort auf eine solche vom zweiten Grad, da sie eine Wurzel 
A'" "B besitzt; ihre beiden anderen Wurzeln seien A' und A". Das 

absolute Glied in (8) besitzt nämlich den Werth ^ + («ii«2««ss)> 
der nach dem Multiplicationstheorem der Determinanten in das Product 

^ ± (®ii c'22 ß^ss) • ^ ± (ö^ii «22 ^33) 

zerfällt, dessen erster Factor nach (5) in § 2 verschwindet. In Folge 
hiervon ist B(A) =»0 gleichbedeutend mit der Gleichung zweiten Grades: 

(10) A^ — («H + «22 + «33)^ + («11 «22 — «12«2l + a2««3S — «23 «32 

+ «33 «n — «31 «13) = 0- 

Mit Anwendung eines Satzes von Hesse^), demzufolge z. B. der 

Theil ana22 — «i2«2i °=* ^^33 ^^^ absoluten Gliedes in dieser Gleichung 



(9) 



1) Beiläufig werde bemerkt, dass man durch Vergleichen der Coef&cienten 
von 1*1, Wj, t*g erhält: ag^iCi + «,2^2 + ^18^3 ■= ^^r 

2) Vgl. Hesse „Ueber Determinanten und ihre Anwendung in der Geometrie, 
insbesondere auf Cnrven vierter Ordnung**. Crelle's Journal, Bd. 49, 8. 243 f. 
(1853), oder auch die Brochüre: „Die Determinanten**, 2. Aufl., S. 47 (1872), oder 
auch Hessens „Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes**, revidirt 
und mit Zusätzen versehen von Gnndelfinger,'8. Aufl., S. 98 f. (1876). — Nach 
diesem Satze von Hesse ist überhaupt die Unterdeterminante A,.j^ des Elementes 

a^^ der Determinante ^^ i («n «»j «'sa) gleich Öif-^^ii + Ö2i"^* *1" ^81-^3* » 
oder nach (16) in § 7 gleich 



Die den Hanptaxen zugeordnete quadratische Gleichung. 87 

gleich Qi3^i3 + ^28 ^83 H" ^38 ^^89 ^^^f ^^^hält das absolute Glied die 
Gestalt 

^11-^11 + 2Qi2-4,2 + Qs2-^22 "T 2Qi3^i3 + 2028-^28 4" ^88-^83 

oder nach (16) in § 7: 

d. h. tF(p,p)j wenn ^(m, w) = die Gleichung der Curve (1) in 
Liniencoordinaten isi Femer findet man a^ ^- a^^ -h ^83 ^^^^ (^ 
gleich 

ö^iiO'ii + 2a,2a}i2 + (^i2^i2 + 2^130,3 + SagsCOgj + a^o^^, 

wofür wie in (36), § 7 gesetzt werden möge [a, ©], so dass sich (10) 
Terwandelt in 

(11) A« - [a, io]X + tF(p,p) = 0. 

Diese Gleichung hat stets reelle Wurzeln, denn sie ist mit (8) 
gleichbedeutend; yon (8) wurde aber die Realität der Wurzeln in § 8 
nachgewiesen. 

Der Fall zweier gleichen Wurzeln yon (8), also auch der Fall, 
dass eine weitere Wurzel A = von (8) auftritt, werde vorerst aus- 
geschlossen, und es seien w/, Wg', ^^s' resp. Wj", t/j'; ^s" die Werthe der 
u, welche den zwei verschiedenen nicht verschwindenden Wurzeln k' 
und A" von (8a) oder (11) nach (7) entsprechen. Der Wurzel A'"=sO 
von (8 a) würde entsprechen w,- =^pi (i = 1, 2, 3), denn nach (5) wäre 

8 

2I«'W-Of* = (Ä=l,2,3), 

1 

und diese drei Gleichungen werden erfüllt durch das Werthsystem 
Ui '^'Pi (i = 1, 2, 3). ^ Andrerseits können die u/ und w,", so lange A' 
und Ji" von Null verschieden sind, den pi nicht proportional sein, sonst 

8 

wäre nach (5) ^ Yß^'d^i) • ^ik = Xpk] nun ist aber Gi'(pi) = 0, mit- 

hin müsste auch A =s sein und (8 a) hätte ausser k'" eine weitere 
verschwindende Wurzel. 
Die Geraden 

u^Xi + u^x^ + u^x^ = und u^'x^ + u^'x^ + u^'x^ = 

sind hiemach die Hauptaxen der Curve (1),0 während die unendlich 
ferne Gerade Py^Xi + J>2^ +1>3^8 ** ^ ^s eine uneigentliche Hauptaxe 



1) unter den obigen Voraussetzungen gibt es auch nur je ein Werthsystem 
der u/ und eines der u/', denn wären zwei der Gleichungen (7) eine Folge der 
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(der Wurzel X!" = entsprechend) angesehen werden kann, da sie 
keine bestimmte Stellung in der Ebene hat. 

Ersetzt man in (5) A durch X\ die ui durch u^j multiplicirt man 

ferner (5) mit y^'C*^*') ^^^ summirt hierauf über &, so entsteht 

i> 8 8 

• A'^«;|m'(fO'=^2|«''(«0-«.*-y"'>*"), 

1 11 

und auf analoge Weise erhält man auch 

S 8 8 

1 11 

Zufolge a,-;b = tZib» sind aber die rechten Seiten dieser beiden Glei- 
chungen identisch und durch Subtraction folgt daher 

3 

(12) (r - A") 2 «*' • Y "'(«*") == 0, 

1 
oder, da X' ^ A", bleibt lediglich (o{u\ u') = 0, d. h. die Geraden u,' 
und uj' sind zu einander normal (nach (28) in § 7). 
Aus dem Vorhergehenden folgt: 

(13) Bei jedem Kegelschnitt, fQr den die Gleichung (8a) 
nur verschiedene Wurzeln hat, gibt es zwei Hauptaxen, die 
überdies zu einander normal sind. 

Wir wollen nun als Seiten eines neuen Coordinatendreiecks die 
beiden Hauptaxen und die unendlich ferne Gerade einführen; sind 
Xj = 0, X, = 0, Xj = die Gleichungen der Seiten dieses Dreiecks, 
80 ist daher 

(14) Xa = u^'x^ + tf/'a^a + m^'x^ 

wobei die Verhältnisse der u so bestimmt seien, dass 

(15) ©(w/, w/, Wg') = 1 und a)(ifi", t^g", «3") = 1, 

also Xi = und X2 = Gleichungen gerader Linien in der Normal- 
form darstellen. Vgl. S. 10. 

Für t^i, U2,fi8; resp. U^, U^t U^ als Coordinaten einer Geraden, 



dritten, so müssten alle ünterdetenninanten B,-^ von (8a) verschwinden« £& ist 

aber B'(i) = ^ ^ -5^- -^^ = — (Bn + B„ + B,3), daher würde eich er- 

1 1 ** 
geben B'(il) «= 0, was unmöglich ist, da (8 a) keine Doppel wursel besitzen sollte. 
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bezogen auf das ursprüngliche, resp. neue Dreieck, gilt nun die Belation 

(16) u^x^ + u^Xi + i/ja:, « U^Xi + U^X^ + D^Xg, 

und wenn man für die X{ (i — 1, 2, 3) ihre Werthe aus (14) einsetzt, 
entsteht beim Vergleichen der Coefficienten Yon x^^x^yX^ links und 
rechts das System von Gleichungen: 

I u^ = w/ Ui + Wi" Ui + Pi U^ 

(17) t/2 = u^'U, + V U, + p, Us 

l 1^3 = «f/ U^ + tfj" U2 + i>8 C^s • 
Dm dieses System nach 6\, resp. CT^ aufzulösen, addiren wir die 
drei Gleichungen, nachdem sie der Reihe nach mit 

i^ Mj y® (^2), Y« (ws); resp. yo («1 ), ^ © (««2 ), y« («^a ) 

multiplicirt sind. Unter Berücksichtigung von (15) und (12), sowie 
des Umstandes, dass die pt die Coordinaten der unendlich fernen Ge- 
raden sind, erhält man auf solche Weise 

Die Auflosung des Systems (17) nach U^ wird weiter unten (Gl. (31)) 
erfolgen. 

Aus den drei Gleichungen (17) entstehen, indem man sie resp. 
mit (Dji; G>t9, <Df3 multiplicirt und dann addirt, drei andere entsprechend 
den Werthen i = 1, 2, 3 bei dieser Operation, nämlich: 

(19) \ 4 «>'(^2) = \ ^\<) U, + J cd'(0 C^s 

- - ©'(t/j) = _ (xi'M ü; + Y «'(O c^2» 

und wenn man diese Gleichungen resp. mit -^fix^y -^f'{x^y '^fi^z) 

multiplicirt und äddirt, folgt unter Rücksicht auf (4) und (14): 

3 

(20) 4-2 "''(«') • ^(*') = ^' ^»^1 + ^" ^^^•') 



(18) 



1) Die hier gegebene Methode dürfte aach in Bynthetisclier Uebertragung 
die sweckmässigste Bestimmung der Hanptaxen einer Carve oder Fläche zweiter 
Ordnung gewähren. Man vergleiche übrigens für den algebraischen Theil die 
Abhandlung von Glebsch und Gordan ,,Ueber bitemäre Formen mit contra - 
gredienten Yariabeln*', Math. Annalen, Bd. 1, S. 385 ff., 1868. 
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Ferner erhält man durch Maltiplication des Systems (19) mit 
u^, ii^f u^ und Addition unter Berücksichtigung von (18): • 

(21) (d(m„ «,. «,) = üi» + U,\ 

Es waren nun die Ausdrücke y^'W (^^Ij^jS) die Coordi- 

naten des Normalencentrums der Geraden Ux, also die Coordinaten 

eines unendlich weit gelegenen Punktes; wir können für dieselben 

Werthe einführen von der Form Xi + Qtfiy wobei q so zu bestimmen 

ist, dass diese Werthe der Gleichung der unendlich fernen Geraden 

p 
genügen, dass also px + QPy = 0, und hieraus folgt q = -] man 

kann demnach stets setzen ^ 

(22) lo,'(u,) = x,-^y, (»-=1,2,3), 

wo für beliebige Ui die Xi und yi ganz beliebige Zahlen sein dürfen, 
nur sei Py ^ 0. Diese Ausdrücke (22) führen wir in (20) ein und 
erhalten hierdurch mit Bücksicht auf (18), sowie auf (14) die Relation: 

(23) fix,x)-fix,y)f^=.X'X* + X"X,'-^^iX'X,Y, + l"X,T,), 

^y ^y 

wobei die Ti aus den X; hervorgehen, indem man in (14) die Coor- 
dinaten Xi durch die yi ersetzt. 

Gäbe es nun einen Funkt y, dessen Coordinaten die Ausdrücke 
Y^ und Y^ zum Verschwinden bringen, ohne dass py gleich Null ist, 
so würde sich (23) verwandeln in 

(24) fix, X) - f(x, y)^ = X'X,' + X"X,\ 
Zufolge (20) wäre für einen solchen Punkt jedenfalls 

3 

(25) 42 '»'(«••) •^'(2'')'=0' 

1 

woraus sich durch Einführung der Werthe (22) die für beliebige Xi 
giltige Gleichung ergeben würde 



8 



Py 



2-2r(y.)'^.— 2|r(j/0-j/.-p— 

oder 

3 
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Durch Gleichsetzen der beiderseitigen Goefficienten von Xi erhält 
man hieraus 

(26) |r(y.) -Pi = -\r{y,) 'P» = |/"(ys) -p, -f^, y)'P,- 

Nun stimmen diese Gleichungen (26) genau überein mit den Glei- 
chungen (22) und (23) in § 4, denen die Goordinaten des Mittel- 
punktes einer Curve zweiter Ordnung genügen. Man hat nur in (26) 
die Quotienten gleich yi, zu setzen. Demnach sind die Goordinaten 
des Mittelpunktes solche Zahlenwerthe, welche, die Gleichungen 7^ «» 
und Z^ SB befriedigen. Ausserdem folgt aus (26) 

A^, y) = f*(Pi^i + A^a + J?32^s)> 
und wenn man diesen Ausdruck in (24) einführt, entsteht schliesslich 

(27) /-(a;, x) = A' Z^» + A" V + - ^- • 

Die Constante ~ ist dabei durch (45) in § 4 bestimmt; der Kürze 
halber werde gesetzt 

(28) ^ = ^, 

ferner ist jp^e n&ch (14) identisch mit Xj, so dass sich (27) verwan- 
delt in: 

(29) f{x, x) = X'X^ + k"X^ + xXgl 

Hiermit wäre die Transformation der allgemeinen Gleichung 
f{Xj rc) = einer Curve zweiter Ordnung auf die Hauptaxen durch- 
geführt; nnter der Voraussetzung allerdings^ dass die Gleichung (8 a) 
nur verschiedene Wurzeln besitzt. 

Es möge nun noch die Auflösung des Systems (17) nach TJ^ voll- 
zogen werden. Jedenfalls stellt £^ ■=> den Schnittpunkt der beiden 
Seiten X^ = 0, X^ = des Goordinatendreiecks dar und, wie aus 
dem Vorhergehenden folgt, ist dieser Punkt zugleich der Mittelpunkt 
unseres Kegelschnitts. Seine Goordinaten genügen nach (20) in § 5, 
sowie nach (44) in § 4 den Relationen 

(30) yi : ys : y, = -P" (l>.) : -F'CPs) : i^'C^s), 

wenn J?'(w, i*) «= die Gleichung der Gurve f{x^x)='0 in.Linien- 
coordinaten bedeutet. Multiplicirt man nun die Gleichungen (17) resp. 

mit -r^'CPi)^ Y^'^*)' Y^'CPs) ^^^ addirt dieselben, so ver- 
schwinden rechts in der Summe die Goefficienten von Ui und V^, 
denn die Goordinaten F'(pi) oder y,- bringen die mit jenen Goefficienten 
identischen Ausdrücke Y^ und Fg zum Verschwinden, und es bleibt nur 
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l F'(p,) • «, + I F'(P,) • «, + I F'(p,) . «3 

^U,-F{p,p), 
man hat demnach 

(31) Us = (1 J"(Pi) • «1 + I^'(ä) • «2 + 2 F'(p,) . «,) : Fip,p). 

Auch die Auflosung der Gleichungen (14) nach ^d^s^^s ^^^ °^^ 
in einfachster Weise möglich. Wir machen za dem Zweck lediglich 
Gebrauch von der Identität (16) 

sowie von den Gleichungen (18) und (31), indem wir, um z. B. x^ zu 
ßnden, in (16) setzen w^ = 1, «^ = Wg = und die Werthe, welche 
Uly TT^, Ü^ für diesen Fall erhalten, aus (18) und (31) entnehmen. 
Man findet auf solche Weise 

^1 = Y ® ' (^aO ^1 + y ^\0 ^2 + y F{^p) -^3 ' ^°^ analog: 

(32) j ^, = -i c'«)X, + -i co'«')^. + I Flpf}) ^3 

Die Bestimmung der Determinante 

(33) r = 2^±(«'Ä) 

der Transformation (14) ist folgendermassen zu erreichen. Gerade 
diese Determinante tritt auf bei den Gleichungen (17), vermöge deren, 
wie (21) zeigt, <o(wi, Ws» ^'3) übergeführt wird in f/j^ + JJj*. Nach 
§ 9 (dualistisch zu (34) daselbst) besteht alsdann die Relation 

1 Zi 



Ojl ©12 «18 ^1 
CJgi ©22 ©23 ^2 
^31 ^32 ^''83 ^8 



Xt 



^ 



57« 







r« = 








1 









X 







= — X*- 



Xj Xj Xj 

andrerseits ist der Factor von r* nach (16) in § 7 gleich — rp/y 
daher — tp^^ . r* = — Xj* oder 

(34) ° ' 



f«== 



denn es ist pj, = X,. Auch die Determinante der Transformation 
(32) lässt sich nun leicht berechnen. Denkt man sich nämlich das 
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System (14) nach x^x^jX^ aufgelöst und setzt man etwa 

X( = cciXi + ßiX2 + y.Xs, 

so wird ^. + («1 ß^ yj) gleich der aus den Unterdeterminanten von 
r gebildeten Determinante, dividirt durch r^, also gleich 

r* r ' 

Für die Transformation (32) ist daher die Determinante gleich — 

oder gleich ]/r. 

Auch die Gleichungen fdr die beiden Hauptaxen, sowie für deren 
Schnittpunkte mit der unendlich fernen Geraden lassen sich leicht 
aufstellen. 

Nach (20) ist 

8 
1 

durch Subtraction der Identität 

r(D;X, + U,X, + U,X,) = r(u,x, + u,x, + u,x,) 
folgt hieraus 

8 

(35) (r - r)Dix, = |^ai'(tiO -rX^O + i''U,X, 

1 

— k'^u^x^ + u^x^ + U^Xq), 
and in ganz analoger Weise 

8 

(35a) (A" - A-) Cr,X, = 4-2 ö'(«<) • r(«/; + A' U,X, 

1 

— k'iu^Xi + u^Xi + i(QX^). 

Dabei ist auf der rechten Seite auf Grund von (14) und (31) zu 
setzen 

^3 =Pl^l +P2^i +Ä^s> 

Da ferner die rechten Seiten in (35) von der Form sein müssen 
(«1«! + «aWg + cc^HfiXßiXi + fta?, + ß^x^), 

so erhält man die Ausdrücke für die beiden Axen in einfachster Weise 
dadurch, dass man in den zwei Gleichungen (35) rechts irgend zwei 
der Grossen Ui, Ug, u^ gleich 0, die dritte gleich 1 setzt oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, man erhält die Gleichungen der Axen da- 
durch, dass man in (35) rechts den Factor irgend einer der drei 
Grossen u^^u^, u^ gleich Null setzt. In entsprechender Weise wäre 
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mit den x zu yerfahren, um die Gleichungen der unendlich fernen 
Punkte der beiden Axen zu erhalten. 

Während bisher yorausgesetzt wurde ^ dass die beiden nicht yer- 
schwindenden Wurzeln k' und k" der Gleichung (8a) yon einander 
yerschieden seien, werde nun angenommen, dass l' ^ k" sei, aber 
yon A'" = yerschieden. Alsdann yerschwinden nach (23) in § 8 
auch sämmtliche Unterdeterminanten B/jb, wenn man in ihnen für X 
den Werth der Doppelwurzel einsetzt; diese Wurzel findet man nach 

(11) gleich vC^; ®]; ^^ d^® Discriminante yon (11) jetzt yerschwindet. 
Von Wichtigkeit ist hier zunächst die aus (4) gebildete Form 

8 

welche nach (7) und zufolge der Definition der ßik identisch ist mit 

8 8 

(36a) ^^'ßikXiUk- 

1 1 

Wir behaupten, dass diese in den Xi und Ui lineare und deshalb 
als ;,bilinear^' bezeichnete Form im gegenwärtigen Falle in ein Pro- 
duct zweier Factoren zerfällt, yon denen der eine die Xi, der andere 
die Ui separat enthält. In Folge yon B^ *= ist nämlich 

Pll • Pl2 • Pl8 ""^ ftl • r22 • P23 ^"^ Psi • P32 • PS3; 

daher besteht u. a. die Proportion 

(37) (ftiMi + ß,^u^ + /JjsWs) : (ftiWi + ß^^u^ + ß^^Uj,) 

' (Ai^i + /Js2«2 + ßss^h) = ßn ' Ai ' ßn- 

Hieraus geht heryor, dass die Coefficienten yon x^y X2, x^ zu drei 
yon den Ui unabhängigen Grössen proportional sind, daher muss der 
Ausdruck (36) in zwei Factoren zerfallen, yon denen der eine nur die 
Ui, der andere nur die Xi enthält, d. h. man kann setzen 

3 

(38) X-2 ®'(**') ■ ^'(^') — ^' (^1^1 + ^^^2 + «^3^3) = — A' UsX^. 

Diese Gleichung gilt für alle Werthe der Ui und Xi] setzt man 
^i '^^Ph ferner Xi = -^F'(pi) : F(p,p) (i = 1, 2, 3), so yerschwindet 

8 

jedesmal -r ^ ^'{^ii'f'ip^i)} ^^d man erkennt, dass U^ proportional 

1 
ist zu 

|(^'(i>i)«i + ^"(i>2)«2 + ^^'(^3)^3) : i^Xp,i>), 
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X^ proportional zu p^Xj^ -f" JPa^s 4~ i's^S) ^^^ ^^nn die Proportionalitäts- 
constante auch U^ zuschieben und Xj =j)|iCi + J'a^« + A^s setzen. 
Demnach ist wieder Z^ «= die Gleichung des Mittelpunkts der Curve, 
J) =» diejenige der unendlich fernen Geraden. Es seien nun U^j U^ 
lineare Ausdrücke in Liniencoordinaten, X^, X^ solche in Punktcoor- 
dinaten, die mit U^ und X3 der Relation genügen 

(39) u,x, + u^x, + u,x, = U,X, + U,X, + U,X, 

und wobei X^,X^yX^ in der Normalform vorliegeil; ausserdem seien 
Ui = und Ui = die Gleichungen von irgend zwei beliebigen har- 
monischen Polen des imaginären Ereispunktepaars cd(u,u) = 0, so 
dass X^ a» und Xj <= zwei zu einander normale Geraden dar- 
stellen. Man kann alsdann setzen 



(40) 






(41) 



< 

wobei (d(w', u") = 0. Durch Addition von (38) zu der mit A' mul- 
tiplicirten Relation (39) folgt 

(42) -i^ ^\ui) . r(^.) = A'(?7|X, + U,X,), 

1 

und nun lassen sich dieselben Operationen anwenden, wie bei dem 
oben ausführlich behandelten Falle zweier verschiedener Wurzeln X' 
und l*\ Man gelangt hierdurch ähnlich wie bei (29) zu dem Resultat 

(43) f(x,x)=^X' (X* + X,») + X X,». 

Für diese Curve gibt es unendlich viele zu einander normale 
HaaptaxeU; denn die Axen X^ = und X2 = haben lediglich der 
Forderung zu genügen^ dass sie zu einander normal sind. 

Die Bedingung; dass die zwei Wurzeln X' und A" von (11) ein- 
ander gleich seien, wird dargestellt durch das Verschwinden der Dis- 
criminante von (11), also durch 

(44) [a,op~4r2^(p,l>) = a 

In Folge des Umstandes, dass es immer zu einander normale 
Axen Xi = 0, Xj = gibt (im Falle X' = X" sogar unendlich viele), 
können wir auch ein ganzes System von Bedingungen ableiten, welche 
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die Coefficienten yon f{Xy x) = erfüllen müssen, damit diese Curve 
einen Ereis darstelle. 

Der Kürze halber werde gesetzt 

8 

(45) 4-^«D'(«or(«o=n«,«); 

alsdann ist nach (20) 

(45a) Y(«, a;) = go;. + gx, + g x, = r U,X, + X" U,X, ; 

femer bestehen die Gleichungen 

Betrachtet man hier X^^X^, X^ als die ursprünglichen Veränder- 
lichen^ welche durch die Gleichungen (14) transformirt wurden, so 
besteht nach (4) in § 9 die Beziehung 



av dv av 

dx^ dXf dxg 




l'U, 


A"J7, 









«1 Mg t«. 


= r 


Uy 


TJt 


C^s 


^r{X' 


— A")Diü,. 


Pi Pt Pa 










1 







(46) 



Da die Curve f{Xy a?) = im Falle A' = A" einen Kreis darstellt, 
ist die Bedingung hierfür gleichbedeutend mit 

av av av 
ao;^ a^:, aoTg 

(47) Wi 1*2 Ug = 0, 

1^1 J?« JPs 

und zwar muss diese Gleichung erfüllt werden, welche Werthe auch 
die Hi haben mögen, d. h. in (47) müssen die Coefficienten von t^^', 
^^ ^z} ^1^; ^1^) ^2^3 eiiizeln yersch winden, womit das oben erwähnte 
System von Bedingungen nun gefunden isi 
Man erkennt übrigens auch aus (46), dass 



2±{l\''^Vz) 







das Product der Gleichungen für die unendlich fernen Punkte der 
beiden Axen ist. In ähnlicher Weise kann man ein Product bilden 
für die Axen selbst; aus 

(48) \ «iM, +a;jHj + a;j«3 = X^ CT, +Xj?7j+Xj?73 
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folgt nämlich 



(49) 



av 

du, 



X, 



2 



X, 



8 



av 

x^ 



x'x, rx, 



F'iPd iF'ip,) lr(j>,) 



-= I Y 

— I -*■! 

I 



X 



8 



F(ji, p) 



«F(i>,p).(A'-r)x,x„ 



wobei Torausgesetzt ist F(p,p)^0. 
Hierbei ist 

av 



^ *= 1 ^nfi^i) + x'^iä/^C^») + T®i8^'(^3) = \^\fx)> ' 



analog 






öw. 



^Mc 



Der Umstand^ dass sich für den Fall eines Kreises aus (46) (und 
analog aus (49)) mehrere Bedingungen ergeben, obgleich doch schon 
die eine A' = A" ^ ausreichen würde^ beruht darin, dass nach (23) 
in § 8 für die Doppelwurzel ein ganzes System von Werthen B,* ver- 
schwindet. Auf Grund eines Satzes von Kronecker^) müssen sich 
diese Bedingungen nach Elimination von k schliesslich aber auf zwei 
reduciren. Man kann dies folgendermassen« einsehen: Bei nicht aus- 
artenden Regelschnitten {A ^ 0) kann man nämlich die kubische 
Gleichung B(^) in die Gestalt einer symmetrischen Determinante 
brihgen, indem man (8 a) mit 

A. 



11 



^12 



-^1 -^1 

-^2 -^82 
A 



38 



^^iZ -"28 

multiplicirt; unter Benutzung von 

Uik = Giiidxk + fl>2|Ö2t + (Ozia^k 

folgt 



(50) 



yla>n 


— ^-^11 


-4 ©12 


"~ ^-^12 


^©13 


A^j3 


^©21 


^-^21 


-4®22 


Aia.22 


^©23 


A-Agg 


^©3, 


A-4gi 


^©32 


^-^82 


A(o^^ 


^-^33 



= 0, 



wofQr auch eine Determinante gesetzt werden könnte, deren Elemente 
von der Form sind Oik — ft-4a, wenn f* = j- ist. Diese kubische 
Gleichung (50) ersetzt also bei Curven zweiter Ordnung die frühere 



1) VgL Baltzer „Theorie und Anwendang der Determinanten^', 5. Aufl., 
Leipzig 1881, S. 58. 

Gandelfinger, Vorlesaugen. 7 
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kubische Gleichung (8) in allen Fällen, in welchen der Kegelschnitt 
nicht ausartet. Man vergleiche hierzu auch die analoge Behandlung 
der confocalen Curven zweiter Classe in § 18. Nennen wir die Ele- 
mente Yon (50) ytk, ihre Unterdeterminanten fat so kann man drei 
Grössen fa der Art wählen, dass ihr Verschwinden auch das Ver- 
schwinden aller übrigen Unterdeterminanten zur Folge hat; solche drei 

Grössen wären z.B. r^i, Tggy ri2; ^^^^^ ^ss^^- Durch Elimination 
Yon X reduciren sich die drei Bedingungen schliesslich auf zwei. 

Darauf beruht auch die Thatsache, dass die Discriminante der 
quadratischen Gleichung (11) als Summe zweier Quadrate dargestellt 
werden kann. Bei Anwendung schiefwinkliger Parallelcoordinaten mit 
dem Axenwinkel w ergibt sich zufolge der Bemerkungen zu (2) in § 2 
an Stelle der quadratischen Gleichung (11) die folgende: 

(51) A* sin^ w — A(aji + <^^ — 2 ^12 cos w) + («11Ö22 — ^12^) = 0, 
deren Discriminante 

4(öii<^2a — Oja^) sin* w — («u + a^ — 2a|2 cos tvY 
in die Form gebracht werden kann: 

(52) (uii — fljjj)* sin* w + [(a^ + «22) cos w — 2012]^ = 0. 

Um zu sehen^ wie ^ch diese Bedingung im allgemeinen Falle 
gestaltet, wollen wir statt der Dreieckscoordinaten in f{x, x) ==0 

schiefwinklige Parallelcoordinaten einfüh- 
ren, bei welchen x, y die schiefwinkligen 
Coordinaten eines Punktes P, q^ und q^ 
seine senkrechten Abstände von der a;-Axe, 
resp. y-Axe bedeuten mögen. Diese Axen 
sollen mit den Seiten x^ = 0, resp. x^^=^0 
des Coordinatendreiecks zusammenfallen. 
Alsdann hat man nach nebenstehender 
Figur und nach (1) in § 2 die Gleichungen 



Fig. 2. 



.V, = n 




Qi 



X, 



V®11 • Pa 



Qi 
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V<^»2 ' P, 



X, 



y = — 

V all 



8U1«' %uiVO'Y^%'Pj ^ ""*^ sin w .]/(»;,. p^ 
Setzt man noch q^j^, 0= 1^ so folgt hieraus 



(53) 



9^3 = 



1 — 



y sin w? • y^x\ , 901^% = rr sin «<; • }/©^ 
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9(Pi^i +P8>^8) ^ 1 — sin w{%f ^(Q^ 1 Pi + g V^Pi) 
P% ~ JPs 
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Mit Hilfe dieser Transformationsformeln, welche natürlich JPs ^ 
Yoraossetzen, wird nun die Gleichung der Curve zweiter Ordnung 

8 8 

f{x, x) EE ^ ^ auXiXk = 
1 1 

transformirt in eine Gleichung von der Form 

\iX^ + 2bi^xy + ftgay* + 2&i3a; + 2^28^ + ^ss = 0, 

fQr welche sich die Bedingung des Kreises aus (52) ergibt durch Ver- 

tauschung von aujd^iy^ii ^^^P* ^^^ ^ii9^28;^i8* ^^^ Werthe dieser 
drei Grössen bik sind leicht zu berechnen; durch Einführung derselben 
in (52) verwandelt sich diese Gleichung in: 

(54) { ©5,2 (a^sJPs* + «83^2^ — 2 a^sÄPa) 

+ {[o'22(«22ft^ + «saPa^ — ^^2sPiPz) 

+ o>n(fliiPz^ + «83^1* — ^ctisPiPi)] cos w 

— 2 l/ö^22 («122>8* + «SSPIÄ — ^l^PzPi — «ÄSÄPs) } ^ = 0. 

Ausser dieser Darstellung der Discriminante von (11) als Summe 
zweier Quadrate sind noch unendlich viele andere möglich; man darf 
nämlich in (54) nicht nur die Indices 1,2,3 cyklisch vertauschenf 
sondern kann auch von dem Umstände Gebrauch machen, dass die 
Summe zweier Quadrate M^ -{- N^ wieder erhalten wird, wenn man 
M ersetzt durch Jlf cos a — ^sin a, N durch Jlf sin a + ^ cos «, wo- 
bei sin a und cos a Werthe sind, welche die Brüche 

2t 1 — t* 

sma = j-^p^,, cosa = ^-^^, 

bei beliebigem t annehmen. 

Wir wollen diese Untersuchungen über den Kreis nicht abschliessen, 
ohne noch einen Ausdruck für die Potenz ei^es Punktes in Bezug 
auf einen Ereis abzuleiten. 

Nach (43) ist f(Xy x) für den Fall eines Kreises transformirbar in 

X'{X* + X,^) + xJtj« = 0, 
wobei k' Doppel Wurzel ist der quadratischen Gleichung 

daher den Werth besitzt k' = — [a, ai\. Setzen wir 

Y -n ?L-_Y —^ V 

so ist die Gleichung des Kreises bezogen auf rechtwinklige Coordinaten; 

7* 
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dividirt man noch durch A' und setzt — -^ gleich dem Quadrat des 

Radius r*, so lautet die Gleichung des Kreises X* + ^^ — *^ = 0. 
Die Potenz P eines Punktes mit den rechtwinkligen Coordinaten x, y 
in Bezug auf diesen Kreis ist nun a;* + y^ — r^, geht also aus 

hervor durch Division mit A'jp,* oder mit — [a, olp,* und Substitutiou 
der Coordinaten des betreffenden Punktes. Allgemein stellt daher 

die Potenz des Punktes f/uy^yy» dar in Bezug auf den Kreis 
f{x, x) = 0. 

Kehren wir nun wieder zur Untersuchung der kubischen Gleichung 
(8a) zurück! 

Der Fall; dass diese Gleichung eine von Null verschiedene Doppel- 
wurzel A' = i" besitzt, für welche nicht nur alle 8,*, sondern auch 

verschwindet, kann nicht eintreten. Denn es wäre nun A' «= A" eine 
dreifache Wurzel der kubischen Gleichung (8 a), also wegen A'" = 
auch A' = A" = 0. Wie weiter unten gezeigt wird, besteht die Curve 
alsdann, so lange nicht auch alle a^ verschwinden, aus einer im End- 
lichen und der im Unendlichen gelegenen Geraden (vgl. auch die Fuss- 
note zu S. 59). 

Es möge nunmehr angenommen werden, dass die kubische Glei- 
chung (8 a) als Doppel Wurzel A" = A"' = besitzt, dagegen sei die 
Wurzel A' von Null verschieden; hier ist A = einfache Wurzel von 
(11), also nothwendig F{p,p)«==0 und A' = [a,ci]. Für A = können 
jetzt nach (24) in § 8 die Unterdeterminanten 8,* von Null verschieden 
sein, müssen es aber nicht; nehmen wir zuerst an die 8,-^ oder, was 
nun wegen A" = A"' = auf dasselbe hinauskommt, die A,* seien 
nicht alle gleich Null. 

In diesem Falle ist die Determinante A der Curve f(x, ic) = 
von Null verschieden. Wie in der Determinantentheorie gezeigt wird, 
besteht nämlich die Relation^) 

1) Vgl. über die Bezeichnimgsweise die Fassnote zu S. 34. 
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nach Voraussetzung ist aber ( j =» — F{PfP) = 0, für J. = müsste 
daher auch ( ) yerschwinden, d. h. es wäre 

bei allen Werthen der Uj, folglich F'{pk) = (Ä=«l, 2, 3), oder nach 
der Fassnote zu S. 86 Aa = (i, Ä = 1, 2, 3), was yorläufig ausge- 
schlossen wurde. 

Der Kegelschnitt ist daher jedenfalls nicht ausartend und nach 
§ 6 eine Parabel. Hier wird durch passende Bestimmung linearer 
Ausdrucke Xj, X^, Xg die Gleichung der Curve f{x,x)=0 in die 
Form gebracht werden können 

(57) /•(a:,x)«rxi« + 2(>X,Xg = 0, • 

wobei 

die unendlich ferne Gerade darstellt, während X| <» und X^ = 
die in der Normalform gegebenen Gleichungen zweier zu einander 
senkrechten Geraden sind. 

Man konnte diese Transformation analog wie bisher erledigen, 
indem man zwei Gleichungen herstellen würde von der Form 



8 



(58) i^ e.'(«.) • r (Xi) = l'U,X, + Q U, X, , 

l 

Nimmt man einen Punkt y (den Scheitel der Curve f(y, y) «= 0) zu 
Hilfe, dessen Tangente als Normalencentrum den Berührungspunkt der 
Parabel mit der unendlich fernen Geraden hat, so wäre für diesen 
Punkt 

f'ijfi) ' ^1 + rdfi) • ^2 + /'(j/s) • a?8 = 

oder kürzer /i^J^i+Zi^s +/8^s=^0 ^^® Gleichung der Tangente, daher 
sind yo'(/i)> Y®'^^«)^ o^'ifs) ^^^ Coordinaten des Normalencen- 
troms der Tangente; andrerseits stellt nach (17) in § 5 

den Berührungspunkt der Parabel mit der unendlich fernen Geraden 
dar, wenn F(u, m) = die Gleichung der Curve in Liniencoordinateu 
ist. Man hat daher die Gleichungen 

and würde nun durch eine Transformation analog derjenigen auf den 
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Mittelpunkt, wie sie oben für f{x,x)=^0 durchgeführt wurde, die 

Form erhalten 

(60) A'X,2 + 29X2X3 = 0. 

Diesen umständlichen und nur schwer zu den letzten Ergebnissen 
fahrenden Weg kann man auf folgende Art umgehen. 

Die Gleichung des Berührungspunktes der Parabel f{Xj x) = 
mit der unendlich fernen Geraden ist nach (53 a) in § 4 doppelt zahlend 
gegeben durch 

c«) . o - «■ 

Ist nun C^ B= die Gleichung des Punktes, der auf der unendlich 
fernen Geraden zusammen mit dem unendlich fernen Berührungspunkt 
der Parabel ein zum imaginären Kreispunktepaar harmonisch gelegenes 
Punktepaar bildet, so wird Ui^ von der Form sein 

(62) Cr,« = a,(«,«)-A + (J«)=0. 

Hier ist X so zu bestimmen, dass die Goefficienten der zu (62) 
gehörigen Gleichung in Punktcoordinaten verschwinden, denn nur dann 
repräsentirt (62) nach (7) in § 5 einen Doppelpunkt Als Punkt- 
coordinatengleichung für (62) findet man 

1) Dass der Coefficient von X* in der Gleichnng in Panktcoordinaten mit 
Ü{x^ x) übereinstimmt, und dass der Coefficient von X^ identisch verschwindet, 

(denn! j ist ein vollständiges Qaadrat) ist klar; es wäre also nur noch sn 

zeigen, dass der Coefficient TOn X^ gleich [a, cojp^' ist. Zu dem Zweck werde 

für den Augenblick gesetzt i'^ ) = (-s"! «1 + ^j u, + z^u^Y; stellt man nun fär 

Xm{UjU)'\'Z^^^=^0 die Gleichung in Punktcoordinaten auf, etwa in Gestalt einer 
Determinante wie (18) in § 6, so erkennt man, dass der Coefficient von X^ iden- 
tisch ist mit ( j . Dies gilt, welche Werthe die 09,.^ haben mögen, daher 
auch noch, wenn man die GhrOssen C9.^ ersetzt durch Producte y^y^^ wodurch 
sich ( ) verwandelt in ^^ + (y, z^x^y, und dieser Ansdmck geht ans z^^ 



\pu/ai 



oder aus (^ ) hervor durch die Substitution 

ik 



Wi = y,iCs — y^x^, «, =. y^Xi — y^x^, t*8 =- yi^r, — y^x^ . 
Andrerseits erhält hierdurch, wie aus einer am Schlüsse von § 4 durchgeführten 
Rechnung hervorgeht, ( j den Werth 

A^, x) ' i)/ — 2f(x, y)-p^-Py + /"(y, y) • p,*; 
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es mii88 demnach^ da Q(XfX) = tpj, die Gleichung erfüllt werden 

ond dies ist der Fall fOr A = — liiiÜ. i^ Folge von A' = [a, ©] 

V 
kann man auch setzen A = , daher wird Di^ = gleichbedeutend 

mit — A'c)(wi,t<„«s) + r(jjj); es sei 

(63) -X'U^ A'.(D(t.„t^,i.3) + r(j;). 

Als Punkt {7^ =* wählen wir den Berührungspunkt der Parabel mit 
der unendlich fernen Geraden^ und zwar sei (vgl. (61)) 

(64) ^'^»'-'-O' 

so dass in Folge der beiden letzten Gleichungen: 

(65) (o(u,u)=Ui'+ü^\ 

Die Axe der Parabel ist die Polare des Punktes Ui] für ^i; j/gj^s 
als Goordinaten dieses Punktes sei 

— A' C/i* = {y^u^ + y^ua + y^w»)*; 

die Gleichung der Polare wird 

oder auch für beliebige Werthe der u,-: 

(66) (y^ . f'ix^) + y, • f\x^) + y« • f\x^)){u,y, + w^yg + w^y^) = 0. 

Dies ist aber derselbe Ausdruck^ den man erhält, wenn in (63) 

auf der linken Seite an Stelle von Wj gesetzt wird «< + A • -äf'{x^ 

und nun der Coefficient von A^ berechnet wird; auf/ der rechten Seite 
von (63) ergibt dagegen der Coefficient von A^ nach dieser Substitution 
die Formel: 



3 



(67) -^X'^m\u,)-f'{x^) + x(l'f) = -X'*X,U, (vgl. 58)/) 



dies ist richtigi welche Werthe auch die Producte y^y^^ haben mögen, gilt daher 
nach (35) in § 8 auch dann noch, wenn man wieder rückwärts y^ yj^ ersetzt durch 
0^;^. Alsdann verschwindet aber p . während /(y, y) übergeht in [a, co], es 

bleibt daher statt des Coefficienten ( ) von X^ lediglich [a, cai]p^^, 

1) Der Factor — Z'* ist hinzugefügt worden, damit Xi =• i*i'a?i-j-t«j'a:j +Mg'ajj 
in der Normalform dargestellt werde: durch die Substitution u^^u^ in (67) folgt 



3 



^2 fl)'(u/) . fix^) - r X, l/a,(u,', u,', <) , 
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wo fi zur Abkürzung gesetzt ist für -^fixi). Hiermit ist die Axe 

der Parabel bestimmt, wir wählen sie als Seite X^'=^0 des Coordi- 
natendreieeks. Doppelt zählend ergibt sich die Axe, wenn in (63) Ui 

ersetzt wird durch —f\Xi)\ der Ausdruck, welcher hierdurch aus C^ 

heryorgeht; ist nach (4) gleich A'X^, man hat daher nach (63): 

(68) - X' . «,(/;/;/•,) + r (Pp = - A'»X,*. 

Durch Multiplication der drei ersten Verticalreihen der Determi- 
nante y^ J mit x^, x^ resp, x^ und Subtraction von der fünften Reihe 
und durch analoges Verfahren bei den Horizontalreihen verwandelt 
sich nun y A in f{Xy x) • F(p,p) — Ap^ oder in — Ap^?, da F{p,p) = 0, 
so dass an Stelle von (68) die Gleichung tritt 
(68a) A'<d(/;, f„ Q + xAp,* = A'»X,*. 

Das Tangentenpaar, welches vom Punkte ^^ = mit den Coor- 
dinaten y^y^jV^ an die Parabel gezogen werden kann, besteht aus 
der unendlich fernen Geraden und der Scheiteltangente; die Glei- 
chung dieses Geradenpaares ist 

fiyy y) • A^; ^) — f^i^j y) = o. 

Nun geht /'(j/, y) aus der linken Seite — k' TJi von (63) hervor, wenn 
man die Producte UiUj, ersetzt durch a^j es wird daher 

/(y, y) = - ^'[ö, «] + ^^F{p>p) = - n<^, «], 

da F{pyp) = 0; ferner geht p{x,y) oder 

{y. • \n<c,) + y, ^{-f'ix,) + y, . lr{x,)Y 

aus (63) hervor, wenn man Ui ersetzt durch -^f'{x^^ wodurch sich, 

wie oben gezeigt wurde, der Ausdruck (68 a) ergibt. An Stelle der 
Gleichung des Tangentenpaares f{\f, y) - f{x^ x) — Pix, y) = erhält 
man somit: 

(69) - A'[a, m\f{x, x) + A'a)(/;,/i, Q + ^^P' =- 0, 

mit Bückäicht auf (68), und durch die Bedingung }/^(ü/7 t^a < ^) ^ ^ ^^^ i^ ^^^ 
Tbat X' der richtige Factor von X^, in üebereinstimmung mit der Fundamental- 
gleichung (4). Aus (67) folgt für x^ = -^^^'{^1)^ wieder mit Rücksicht auf (4), 
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oder auch in Folge von A' = [a, co]: 

(69a) [a, a)]Y(a;, x) — [a, m] - ©(/;, f^, Q — rÄp^^ = 0. 

Diese Gleichung stellt das Product aus der Scheiteltangente in 
die unendlich ferne Gerade dar; will man die Scheiteltangente 
einzeln haben, so ist nach der am Schlüsse von § 4 gegebenen Me- 
thode zu yerfahren. Jedenfalls kann man setzen: 

(70) [a, a,Yf{x, x) - [a, a>] • a{f„ f„ Q - tAp,* = 2qK'*X,X„ 

wobei der Factor q so bestimmt sei, dass Xg >= in der Normalform 
vorliegt; Xg sei identisch mit p^x^ ■•{' p^x^ +i^3^3» Aus (70) folgt 

(71) [a, (o\^f{x, x) = [a, o] • (d(/;, /;, ^3) + xAp^'^ + 2Qk'^X^X^, 
daher mit Benutzung von (68 a) 

[a, (oYfiXy x) = A'^X,« + 2Qk'^X.,X^ 

und nach Wegfall des gemeinsamen Factors A' = [a^ o]: 

(72) f{x,x)^X'X,^ + 2QX,X^. 

Für Xj, X2;Xg, Z7i und U^ sind im Vorhergehenden Ausdrücke 
angegeben; U^ ist vorläufig nur insofern bestimmt, als TJ^^=>0 den 
Schnittpunkt von X^ = und Xg = repräsentirt; der in U^ ent- 
haltene Factor werde so fizirt, dass 

u^Xy + «a^a -f. u^x^ = JJ^X^ + ^7^X2 + DgXg.^) 

Für die Determinante r der analogen Transformation wie in dem 
oben behandelten Falle zweier nicht verschwindenden Wurzeln X' und 
X" findet man auch hier analog der Ableitung von (34) den Werth 

(73) r» = i. 
Femer iei A = — Q^k'r^ oder 

(74) ff'--^-^ 

wenn über das Vorzeichen von (f verfügt ist, so ist damit auch über 
dasjenige von X, verfügt, weil ^X^Xg ein rationaler Ausdruck ist. 

1) Dass in dieser Gleichung der Factor von TJ^ X^ wirklich gleich 1 ist, er- 
weist die Sabstitution x. == „«'(w/), u. = m/; man erhält durch sie 

(mit Hilfe von (63) odet (65)), also in üebereinstimmung mit der obigen Forde- 
rang (o(u/, u,', t/,') sa 1. Analog erhält man durch die Substitution or^ » — o' (u/') , 



tt. « u," links »(Mj", u^", Uj"), rechts nach (65) V(o(u^'\ m,", Ug"). 
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Es sei noch erwähnt, dass die Grosse 2|)«=2 
Parabel genannt wird; näheres hierzu in § 11. 

Uebrigens lässt sich auch noch das Product aus dem Ausdruck 
für den Scheitel U, »s und demjenigen für den unendlich fernen 
Punkt der Axe elegant berechnen. Für die Gleichung der Parabel in 
Liniencoordinaten findet man nämlich nach (34); S. 82: 

(75) F{u,u)^-{Q'U,*-\-2k'ifü^U,)r* 

oder also 

tF{u, u) + Q^ U,^ = — 2Vq R, U^ 

und mit Benutzung von (74): 

(76) xF{u, u) - ^ U,' = - 2r () U, Us ; 

durch Substitution des für ZJ^^ in ^63) gefundenen Werthes folgt 

(77) k''F{u, u) + A[r (j^) - r (d(u, ti)] = - ^ U, ü, , 
so dass hiemach 

(78) V^F(u,u) + Ä[t{^'^ - r. (o{u,u)] = 0, wobei A' = [a,©], 

das oben verlangte Product darstellt Da der Berührungspunkt C^ » 
der Parabel mit der unendlich fernen Geraden bekannt ist, kann mit 
Hilfe von (78) die Gleichung des Scheitels f^ = gefunden werden; 
man hat nur die am Schlüsse von § 4 gegebene Methode anzuwenden. 
Während bisher vorausgesetzt wurde^ dass für die Doppelwurzel 
A" = A'" = der kubischen Gleichung (8a) die Unterdeterminanten 
Bik nicht alle verschwinden, wollen wir nun untersuchen, was eintritt, 
wenn alle B,* und daher auch die Grossen Au, nicht aber a^ + «22 + ^33 
verschwinden. Aus (20) folgt für diesen Fall 



8 



(79) T ^ «»'(«••)•/■>') = ^'öi^,, 

1 

für jeden Punkt y der Geraden X^ = ist daher 



s 



T ^ »'(«-•) -rcyo^o, 



d. h. es muss f'iffi) proportional sein zu p,-, welchen Punkt y von 
X^ = man auch wählen mag; es gibt zufolge § 4 nicht einen ein- 
zigen Mittelpunkt^ sondern eine Mittelpunktslinie X^ = 0. Die Curve 
f{x,x) =^0 stellt in diesem Falle zwei parallele Geraden dar. 
Dass die Determinante Ä von f(x, x) verschwindet^ geht auch aus 
dem gleichzeitigen Bestehen der Gleichungen ku^ = hervor^ welche 
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nach der Pussnote zu S. 86 y -^' (l^*) = (* = 17 2,3) zur Folge 

haben. Diese bestehen nur dann neben einander, wenn ihre Determi- 
nante, d. i. u4*, verschwindet. Da uusserdem i^(jP,Jp) = 0, liegt in 
der That auch zufolge der in § 6 abgeleiteten Kriterien ein Parallelen- 
paar vor. Durch Coordinatentransformation kann jetzt f{x^ x) über- 
geführt werden in 

(80) f{x,x) = X'X,' + xX,\ 

wo X =» -^ durch eine der Gleichungen (46) oder (47) in § 4 be- 

stimmt ist. 

Der Fall endlich, dass für A" = A'" -= auch /J^j + /J^a +• As 
verschwindet, also auch a^^ -|- a^^ "h ^ss ^^^ ist, hat zur Folge, 
wie übrigens bereits S. 100 bemerkt wurde, dass überhaupt eine drei- 
fache Wurzel Ä = der Gleichung (8 a) vorliegt. Jetzt verschwindet 
nach (11) neben F(pfP) auch [a, oj, und dass -4 = ist, wurde so- 
eben gezeigt. Jedenfalls liegt also ein Geradenpaar vor, etwa 

f{Xj x) = Ux' v^ ; 

zufolge i^(i), jp) = ist auch ^ + (^^i^aJPs) *=" 0. Ferner besteht 
nach (13) in § 5 die Relation 

©(w, u) • (o(v^ v) — co*(w, v) = r ^ + (WiVaJPs)*; 

da die rechte Seite dieser Gleichung verschwindet und a)(M, v) mit 
[a, G}\ identisch ist, mithin gleichfalls den Werth Null hat, bleibt 
©(tt, w) • ©(v, v) = 0, d.h. für eine der beiden Geraden, etwa für 
tt, = 0, muss sein o'(w») — 0, die u,- müssen den jp< proportional sein: 
eine Gerade des Paares f(x,x)=^0 liegt im Unendlichen. 

Wären schliesslich alle Grössen ccijt Null, so hätte man für irgend 
einen bestimmten, aber willkürlich gewählten Index /; (ä;= 1,2,3) 
die drei Gleichungen: 

(81) couaik + ©2.«2* + ©aiös* = (i = 1, 2, 3), 
aus denen folgt 

(82) aik : <hk : «st = i>i : JP2 : i^s ; 

mithin wäre jetzt f(x, a;) «= gleichbedeutend mit Px^ = 0, es würde 
f(jP^x) = doppelt zählend die unendlich ferne Gerade dar- 
stellen. 

Wir wollen nun untersuchen, welche speciellen Fälle in der Glei- 
chung (29) enthalten sind; wir schreiben (29) zu dem Zweck in der 
Form: 



108 I. Abschnitt. § 10. 

(83) ^ + -£--1=0, 






^1 V ^1 



wobei X = ' , Y= y- gesetzt wurde. Zufolge (11) bestehen hier- 
bei für X' und X" die Relationen 

(84) A' + A" = [a, cd] , r A" = r-F(p, i>) ; 

m 

femer ist x =--pi-( x, und wenn Ä = F(p,p) = 0, ist x durch eine 

der Gleichungen (46) oder (47) in § 4 bestimmt. 

Es sei nun zunächst JP(jp, jp) ^ und 
I) ^ ^ 0. 

Im Falle 1) F{p,p) <0 haben A' und X" nach (84) verschiedene 
Vorzeichen, und umgekehrt ist bei ungleichen Vorzeichen von X der 
Ausdruck F{pjp) negativ, der Kegelschnitt eine Hyperbel. 

Im Falle 2) F{pfP)> haben X' und A" gleiche Vorzeichen 
und dasselbe Vorzeichen hat alsdann auch A' + A" = [a, co]; die Curve 
(83) ist daher reell, wenn dieses Zeichen mit demjenigen von — x 
übereinstimmt, d. h. für — x{X' + X")>0, oder auch für F(p,p)>0 
und A[a,a}] <,0 ist die Curve (83) eine reelle Ellipse, während 
F(jp,p)> und -4[a, o]>0 eine imaginäre Curve (imaginäre 
Ellipse) ergibt^). 

Es sei 

. II) ^ = 0. 

Da immer noch F{pjp)^0 vorausgesetzt werden möge, ist hier 
X = und (29) verwandelt ^ch in 

(85) A'X2 + A"r^ = 0. 

Diese Gleichung ist in zwei lineare Factoren zerlegbar, stellt 
also ein imaginäres oder reelles Geradenpaar dar, je nachdem 
X' und X" gleiche oder verschiedene Vorzeichen haben, d. h. je nach- 
dem F[p,p)> oder <0 ist. Die Spitze des Geradenpaares 
liegt im Endlichen, weil nur im Falle F(p,p) = die unendlich 
ferne Gerade zwei zusammenfallende Punkte mit f(x, a;) = ge- 
meinsam hat. 



1) Um - nachzuweisen, dass diese Kriterien für die reelle und imaginäre 
Ellipse mit den in § 6 aufgestellten Kriterien übereinstimmen, wäre zu zeigen, 
dass [a, oo] und /"(y, y) so lange F{p,p) > stets gleiche Vorzeichen haben, 
wobei 2^1 , i/i T 2/s ^^^ Coordinaten irgend eines auf der unendlich fernen Geraden 
gelegenen Punktes darstellen. Dieser Nachweis wird in dem zu yorliegendem 
Paragraphen gehörigen Theile des Anhangs geliefert; auch wird gezeigt, dass die 
eben aufgestellte Behauptung noch im Falle F{p, p) = richtig ist. 
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Während bisher stets F(pfP)^0 angenommen wurde, sei nun 
F{p, p) -= und 

I) -4^0. Jetzt stellt f(x, x) = 0, wie wir sahen, eine Parabel 
dar, X wird unendlich gross und in Folge dessen musste f{Xy x) auf 
eine yon (29) verschiedene Form transformirt werden. Wenn hingegen 

II) A = Qy so ist X durch einen der Werthe (46) oder (47) in 
§ 4 bestimmt; eine Wurzel der Gleichung (11) ist Null (etwa A"), so 
dass an Stelle yon (29) die Gleichung tritt 

(86) A'X« + x-=0, 

welche ein Parallelenpaar darstellt. Dasselbe ist imaginär oder reell, 

je nachdem X und x gleiche oder verschiedene Vorzeichen besitzen, 

d. h. je nachdem das Product A'x, welches nach (47) in § 4 durch 
den Ausdruck 

\pu/ 
ersetzt werden kann, positiv oder negativ ist; hierbei sind u^yU^^u^ 
irgend welche Zahlen, die nur den PuP^jP» nicht proportional sein 
sollen. Durch Einführung der Coordinaten 

Vi = P2^9 — Ps^2 y Vi =» Ä«! — Ih^i j Vi = Pi^i — P2^l 

eines unendlich fernen Punktes verwandelt sich \ ) in fiyyV)] ferner 

haben nach der Fussnote zu S. 108 nunmehr [a, od] und /"(y, y) gleiche 
Vorzeichen, so dass bei (87) nur noch das Vorzeichen von F{Uyu) 
in Betracht kommt. Hier darf etwa w^ = 1 , «, = Wg «= angenommen 
werden, wonach nur -4jj übrig bleibt; zufolge des Umstandes, dass 
im Falle ^ = die Hauptunterdeterminanten ^jj, A22, -^ss gleiche Vor- 
zeichen besitzen und nicht gleichzeitig verschwinden können^), so lange 
f(XyX)=='0 zwei verschiede.ne Geraden darstellt, erhält man in 
üebereinstimmung mit § 6 das Resultat, dass die beiden Parallelen 
imaginär oder reell sind, je nachdem unter den drei Grossen An 
{i = 1, 2, 3) eine willkürlich ausgewählte nicht verschwindende positiv, 
oder negativ ist. 

§ 11/ 
Nähere Untersuchung der nicht ausartenden Kegelschnitte. 

Wie im vorhergehenden Paragraphen gezeigt wurde, stellt die 
Gleichung 

(1) k'X'' + r¥^ + x = o 

1) Vgl. die Fussnote zu S. 27. 
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eine reelle Ellipse dar, wenn X' and X" dasselbe Vorzeichen haben 
wie — x; man kann in diesem Falle setzen 

(2) -f = «*. -f' = ^' 

WO c? and V positiy sind, and erhält hierdarch an Stelle von (1) die 
Gleichang 

(3) ^, + 1,-1=0. 

Hierbei fallen die rechtwinkligen Coordinatenaxen^) mit den beiden 
Haaptaxen der Curve zasammen, der Goordinatenanfang mit dem 
Mittelpunkt der Ellipse; die Stücke von der Länge a, resp. b, welche 
darch die Curve auf den Coordinatenaxen abgeschnitten werden , be- 
zeichnet man als die halben Ax'en der Ellipse, und zwar je nach 
ihrer Grosse als halbe grosse und halbe kleine Axe. Die Curve 
liegt überhaupt symmetrisch zur X- und F-Axe, wie nicht nur aus 
der Gleichung (3) hervorgeht, in der die Glieder mit ungeraden Expo- 
nenten der Yariabeln fehlen, sondern auch aus der Definition der 
Hauptaxen als zweier zu einander senkrechten conjugirten Durchmesser 
folgt. Bei Untersuchung der Gestalt kann man sich daher auf den 
Verlauf der Curve in einem, etwa im ersten Quadranten beschränken; 

alsdann folgt aus (3) Y = + ^'}/W^X\ für Z = wird T = -{- 6, 

mit wachsendem Werthe von X nimmt Y ab und verschwindet für 
X = a. Die Ellipse hat demnach eine Gestalt, wie sie etwa in Fig. 3, 
S. 117 zum Ausdruck kommt. Für a^^h geht die Ellipse in einen 
Kreis über. 

Die Gleichung (1) repräsentirt eine Hyperbel, wenn X' und X" 

ungleiche Vorzeichen haben; es sei nun etwa — r, positiv, gleich a^, 

so wird — iTTi negativ, gleich — i^ und (1) verwandelt sich nach Ein- 
führung dieser Grossen in 

(4) J- 1,-1=0. 

Man erkennt aus dieser Gleichung, dass nur die eine der beiden 
Coordinatenaxen (in (4) die X-Axe) die Curve in reellen Punkten 
trifft; die Länge dieser Axenabschnitte (in (4) von der Grosse d) be- 
zeichnet man als Länge der halben reellen Axe. Die andere Coor- 
dinatenaxe (in (4) die F-Axe) schneidet die Curve nicht reell, sie 
wird die Nebenaxe genannt. Die Grosse h in (4) ist für die zu (4) 

1) Vgl. auch S. 49 f. 
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/onjugirte Hyperbel" v, ^ —1 = die analoge Grösse (halbe 

reelle Axe) wie a bei (3). 

Zur Discussion der Gleichung (4) wollen wir Polarcoordinaten 
einführen durch die Substitution X = q cosd", 7«=» (» sin «d*; alsdann 
ergibt sich 

'/KV ab j ah 

(5) p = -- - - ^ oder p = -— =. .^ - - _ ^ • 

^ 1/6» cos* ^ — a* sin* d ^ ]/6» — («» + 6») siu« -0- 

Auch hier genügt es den Verlauf der Gurre im ersten Quadranten 
zu untersuchen; die Winkel d" werden von der positiven X-Axe aus 
gerechnet und nehmen zu in dem der Bewegung eines Uhrzeigers ent- 
gegengesetzten Sinne. Für -Ö- = wird p = a, mit wachsendem Werthe 
von d' wächst auch p und erreicht einen unendlich grossen Werth für 

ig^ s= — ; dieser unendlich grosse Badiusvector trifft die Curve in 

zwei zusammenfallenden Punkten im Unendlichen^ er ist eine Asymp- 
tote der Gurve (die zweite Asymptote, welche den zweiten und vierten 
Quadranten durchschneidet, entspricht einem Winkel «d*, für den tg d" 

== )-^) Wächst der Winkel d' noch weiter, so dass tg'9"> - , 

so sind die Schnittpunkte des zugehörigen Badiusvectors imaginär. Die 
Hyperbel hat demnach eine Gestalt, wie sie etwa in Fig. 4, S. 118 zum 
Ausdruck kommt. Im Falle a «» & heisst die Gurve gleichseitige 
Hyperbel: bei ihr ist d" = 45^, bezw. 135^, die Asymptoten sind als 
dann zu einander normal und halbiren die Winkel der Hauptaxen, wie 
überhaupt zweier conjugirten Durchmesser. Das letztere folgt daraus, 
dass nach (24) in § 5 bei einem beliebigen Kegelschnitt jedes Paar 
solcher Durchmesser harmonisch liegt zu dem Asymptotenpaar; stehen 
die Asymptoten speciell auf einander senkrecht, so halbiren sie daher 
die Winkel zweier conjugirten Durchmesser. 

Das Asymptotenpaar eines beliebigen Kegelschnitts f(x, x) ^^ 
ist nach (26) in § 5 gegeben durch F(pjp) - f(x,x) — ÄpJ = 0] 
wendet man auf dieses, im Fall der Ellipse natürlich imaginäre, bei 
der Hyperbel reelle Geradenpaar eine der Formeln (36) in § 7 für 
den Winkel a zweier Geraden an, so verschwinden zufolge der Rela- 
tionen cd'(j>,) «»0 (i ■= 1, 2, 3) die durch -4jp,* auftretenden Glieder, 
man hat daher z. B. 

\p) tg a~ ^^^^^ — (X' + ry 

woraus hervorgeht, dass dieser Winkel nur abhängig ist von dem Ver- 

1) Vgl. auch die Bemerkungen über Asymptoten in § 6. 
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hältniss l! : X'\ oder was dasselbe aussagt, nur abhängig ist von dem 
Yerhältniss der Axen h : a. 

Im Falle der Hyperbel ^ — p^ — 1 «= ist — ^,; = -f — ; setzt 

man diesen Quotienten gleich ft, so wird 

und unter Rücksicht auf die Formel tg a = erkennt man 



1 _ tg» -=- 

o 2 



h 



sofort, dass )/ft = + — gleich ist der Tangente des halben Asymp- 
totenwinkels in Uebereinstimmung mit der oben gefundenen Formel 

tgd = + ~. 

Man nennt übrigens solche Kegelschnitte , für welche das Yer- 
hältniss X' : X'' oder auch der Winkel der beiden Asymptoten gleich 
gross ist, ähnliche Kegelschnitte. 

Betrachten wir nun noch die Parabel. Die Gleichung dieser 
Curve wurde in die Form gebracht 

(7) rx,^ + 2(>x,X3 = o, 

X X 

wofür nach Einführung von ^ == F, * «= X und nach Einführung 

des Parameters 2^ = — -rr gesetzt werden kann 

(8) r^-2i)X = 0. 

Man erkennt aus dieser Gleichung sofort, dass die Ourve zur 
X-Axe symmetrisch liegt und dass bei positivem jp nur zu positiven 
Abscissen X reelle Ordinaten Y gehören, während bei negativem ^ 
nur zu negativen Abscissen reelle Ordinaten gehören, d. h. die Curve 
liegt nur auf einer Seite der F-Axe; letztere ist zugleich Tangente 
im Coordinatenanfang (Scheitel). Aus F=}/2pX folgt noch, dass 
die absoluten Längen der Ordinaten Y mit wachsenden X gleichfalls 
zunehmen, doch ist das Wachsthum von F, wie (8) zeigt, im allge- 
meinen geringer als dasjenige von X. Dass die Parabel die unendlich 
ferne Gerade zur Taugente hat, ist bereits früher erwähnt worden. 

Gehen wir nun wieder zurück zu den durch die Gleichung 

(9) X'X^ + X" X^ + xXj« = 

dargestellten Kegelschnitten, und zwar werde vorläufig stets ange- 
nommen, dass die Curve nicht ausarte, also eine Ellipse oder Hyperbel 
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vorliege. Die Gleichung in Liniencoordinaten wird alsdann 

(10) F{u, u) EE (A"x ü^^ + A'x U^^ + k'k" U^^)r', 

wo r die im vorhergehenden Paragraphen definirte Transformations- 
determinante bedeutet; femer ist 

(11) A = A'r xr», 

so dass man mit Benutzung Yon (11) aus (10) erhält: 

(12) ^^5* + -^ + ^'=.0. 

Diese Curye wollen wir nun mit dem imaginären Kreispunktepaar 
(12a) ©(m, u) = Ol» + ZJg* = 

zusammenstellen zu dem Ausdruck 

(13) fiZ5^)_„(«,«)^^{^' + f^ + ^*)_(D;*+^«)-o, 

welcher für alle möglichen Werthe des Parameters ft ein ganzes System 
von Gurven zweiter Classe darstellt. In diesem System sind gewisse 
ausartende Curven enthalten, die für das Folgende grosse Bedeutung 
haben ^); den ihnen zugehörigen Parameterwerth erhält man dadurch, 
dass die Determinante von (13) gleich Null gesetzt wird^ woraus sich 

ergibt (y, — l) ( A — l) • — = 0. Diese Gleichung hat die drei Wurzeln 

ft = 0, ft = A', ft = A", 

deren erste das Kreispunktepaar liefert, während den Werthen ft = A' 
und ^ SS ;i'' die zwei Punktepaare entsprechen: 

[ ZJgl/A"'"^" ;i'"' — Ci}/^) = und 
Hierbei ist U^ aus (31), S. 92 zu entnehmen, während alsdann 



(14) 



1) Der wahre Qrand hiervon erhellt aus späteren Betrachtungen über soge- 
nannte confocale Kegelschnitte (§ 18 und 19). 

Gandelfinger, VoTlesungen. 8 
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U^ und U^ aus (12) und (12a) berechnet werden können (vgl. auch 
den^ Anhang). 

Das eine dieser beiden Punktepaare ist immer reell, das andere 
imaginär, denn an Stelle von (A' — 2l")U^ in der einen Gleichung 
steht das mit entgegengesetztem Vorzeichen versehene Glied {k" — k')Ui 

in der anderen, während U^ jedesmal auftritt. Man nennt diese 

Punktepaare das reelle und das imaginäre Brennpunktepaar. 

Ihre Gleichungen zeigen femer, dass sie auf den zwei Axen der 
Curve liegen, und zwar harmonisch zum Mittelpunkt C/3 »= und zum 
unendlich fernen Punkt (t^ = oder J7i«=0) der einen oder anderen 
Hauptaxe, d. h.: 

(15) Der Mittelpunkt einer Ellipse oder Hyperbel liegt 
sowohl zwischen den beiden reellen, als auch zwischen den 
imaginären Brennpunkten in der Mitte. 

Werden die Gleichungen der Brennpunktepaare in der Form ge- 
schrieben 

(il^ n C7,« + "^ üi* = 0, resp. ^^^^> U,' + '-^' 17,* = 

und beachtet man im Falle einer Ellipse die Relationen (2), so folgt 

(16) - (^, —1.) U,' + ^, U^-^0, resp. (}. - f.) U* + ^ Di* = 0, 

• 

woraus hervorgeht, dass für a > & das reelle Brennpunktepaar auf 
Xj = 0, für i> a auf X^ = 0, in jedem Falle also auf der grösseren 
der beiden Azen liegt. Man hat daher den Satz: 

(17) Bei einer Ellipse liegt das reelle Brennpunktepaar 
immer auf der grossen, das imaginäre Brennpunktepaar auf 
der kleinen Axe. 

Wenn die Ellipse in einen Kreis übergeht, rücken alle Brenn- 
punkte, wie die Ausdrücke (14) im Falle k' ^^ X" ergeben, in den 
Mittelpunkt. 

Auf analoge Weise wie bei (17) beweist man den Satz: 

(18) Bei einer Hyperbel liegt das reelle Brennpunktepaar 
immer auf der reellen Axe, das imaginäre Brennpunktepaar 
auf der Nebenaxe. 

Durch Anwendung genau der entsprechenden Operationen, welche 
bei Ellipse und Hyperbel zu den Gleichungen (14) führten, gelangt 
man im Falle der Parabel, ausgehend von der im vorhergehenden 
Paragraphen gegebenen Darstellung 

(19) f{x,x) = rXi^ + 2qX,X, = 0, 



Constantes Yerhältniss d. Entfernungen eines Ötirvenp. y. Brennp.'n. Directrix. 115 
zu dem Brennponktepaar der Parabel: 

(20) '11^- „(«, „) - (?f tr. - u,) u, - 0. 

Hieraus folgt, da X, *-■ die Axe der Parabel ist: 
(21) Bei einer Parabel gibt es nur ein reelles, kein ima-* 
ginäres Brennpunktepaar; der eine Punkt des Paares liegt 
auf der Aze der Parabel im Endlichen, der andere auf der- 
selben Geraden im Unendlichen. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, dass das reelle Brenn punktepaar 
eines Kegelschnitts f(x, x) =^0 gegeben ist durch eine Gleichung von 
der Form 

wenn y< und 04 (t «» 1, 2, 3) die Coordinaten der zwei Brennpunkte 
bezeichnen. 

Wir führen nun in diese Gleichung für die tu speciell die Coor- 
dinaten der Verbindungslinie eines reellen Brennpunktes, etwa y, mit 
einem beliebigen Punkte x der Ebene ein, setzen also 

nach (31) und (32) in § 4 yerwandelt sich hierdurch JP(u, u) in 

80 dass an Stelle von (22) die Gleichung tritt 

(23) ^ {fi^,x)-f{y,y)-r(x,y)] - Cj)„^.^^0, 

oder auch 

(24) jf(''.^)-f(jf,y)^iri^.y) + tX,- 

FOr einen auf dem Kegelschnitt gelegenen Punkt x verschwindet f{x,x) 
und man hat alsdann 

Diese Gleichung gestattet eine ebenso einfache als wichtige geome- 
trische Deutung. Mit Rücksicht auf die Formel (1) in § 2 für den 
Abstand eines Punktes x von einer Geraden und auf die Formel (10) 
in § 7 für das Quadrat der Entfernung zweier Punkte folgt nämlich 
aus (25) der Satz: 

(26) Für jeden auf einem Kegelschnitt gelegenen Punkt 
ist das Verhältniss seiner Abstände von einem Brennpunkt 
und dessen zugehöriger Polare (der sogenannten Directrix 
dieses Brennpunktes) constant. 

8* 



(25) T/'(^^y) = -Cä 
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Aus der symmetrischen Gestalt der Kegelschnitte und der sym- 
metrischen Lage der Brennpunkte folgt, dass dieses Yerhältniss das- 
selbe ist; welchen der beiden Brennpunkte man auch wählen mag. 

Ausserdem gilt der Satz: 

(27) Jede Directrix steht senkrecht auf der Verbindungs- 
linie der beiden Brennpunkte. 

Für v^jV^, v^ als Ooordinaten der einen Directrix hat man nämlich 
für den zugehörigen Pol die Gleichung F(v, w) = 0; andrerseits folgt 
aus (22): 

(28) ^-^-^ = yu^v + y.^u + 2cd(v,u). 

Für die Coordinaten Ui = Wi {i «= 1, 2, 3) der Verbindungslinie der 
beiden Brennpunkte verschwindet aber nicht nur y«, und 0y,y sondern 
auch F(VyW), denn die Gerade w geht durch den Pol von v, oder 
mit anderen Worten: die Geraden v und w sind conjugirte Polaren in 
Bezug auf den Kegelschnitt, ihre Ooordinaten erfüllen daher nach § 5 
die Relation F{v, w) = 0. Hierdurch reducirt sich (28) auf (o(t7, w) = 0, 
eine Bedingung, die bekanntlich aussagt, dass die Geraden v und w 
zu einander normal sind. 

Aus der Gleichung (24) geht hervor, dass die Directrix f{Xy y) = 
des Brennpunktes y den Kegelschnitt im allgemeinen nicht in reellen 
Punkten trifft; denn für einen solchen Schnittpunkt wäre f(x, x) = 

und f(x,y) = 0, (24) würde sich verwandeln in \^) =0, und dieser 

Ausdruck verschwindet nur, wenn 

ix^yz — x^y^ : {x^y^ — x^y^) : {x^y^ — x^y^ = p^ :p^ : ft, 

d. h. wenn der Brennpunkt y auf der unendlich fernen Geraden liegt, 
was nur bei dem im unendlichen gelegenen Brennpunkt der Parabel 
der Fall ist. Im allgemeinen können daher von einem Brennpunkt 
keine reellen Tangenten an den Kegelschnitt gelegt werden*), nur bei 
dem unendlich fernen Brennpunkt der Parabel fällt diese Tangente 
mit der unendlich fernen Geraden, die zugleich Directrix und Parabel- 
tangente ist, zusammen. 

Für die nähere Untersuchung der Lage von Directrix und Brenn- 
punkt ist vor Allem von Wichtigkeit die Bemerkung, dass die zwei 
Schnittpunkte des Kegelschnitts mit der die Brennpunkte verbindenden 
Axe harmonisch liegen zu einem Brennpunkt und dem Schnittpunkt 



1) Es folgt daraus die S. 110 ff. stillschweigend angenommene Thatsache, dass 
jeder Kegelschnitt den Brennpunkten die concave Seite zukehrt. 



Semiparameter der KegelschDitte. 
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der zugehörigen Directrix mit der Axe^ denn die Directrix ist die Po- 
lare des Brennpunktes^). 

Hieraus folgt: 
(29) Die Entfernung des Scheitels der Parabel yom Brenn- 
punkt ist so gross wie die Entfernung des Scheitels Yon der 
Directrix. 

Wie S. 106 erwähnty bezeichnet man bei der Parabel 



die Grosse 2 






als Parameter. Wählt man das Vorzeichen der Quadrat- 



wurzel Q demjenigen yon k' entgegengesetzt, wodurch — negativ^ etwa 

gleich — Py wird, so verwandelt sich (19) in X^ — 2jpXjX8 = 0, 
oder unter Anwendung der gleichen Bezeichnungsweise wie bei (8) 
verwandelt sich (19) in 7*— 2i)Z = 0. Die Gleichung (20) zeigt 
ferner, dass der im Endlichen gelegene Brennpunkt der Parabel die 

Coordinaten hat X»: ^^ Yss 0; andrerseits hat die Ordinate des der 

Abscisse X = ^ zugehörigen Curvenpunktes den Werth F = + ß , 

wie aus Y* — 2pX >= folgt; der Parameter 2p ist demnach so 
gross, wie die Länge derjenigen Sehne der Parabel, welche durch den 
Brennpunkt senkrecht zur Axe gezogen ist. 



Fig. 5. 



9 



D 




K 



Ueberhaupt nennt man bei jedem Kegelschnitt die halbe Länge 
der durch einen Brennpunkt normal zur Axe gezogenen Sehne den 
Semiparameter. Wird das constante Yerhältniss, von welchem in 
(26) die Bede ist, durch e bezeichnet, so hat man für den Semipara- 



1) Wenn im Folgenden von Brennpunkt nnd Directrix die Rede ist, meinen 
wir immer die dem betreffenden Brennpunkt als Polare zugehörige Directrix. 
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meter den Wertb p ^=si e • BD, wobei BD den Abstand des Brenn- 
punktes von seiner Directrix bedeutet. Es folgt dies sofort mit Hilfe 
von (26); wenn man den betreffenden Punkt des Kegelschnitts in den 
Endpunkt einer Sehne der eben genannten Art verlegt. 

Bezeichnen wir bei Ellipse und Hyperbel mit c den absoluten 
Werth des Abstandes MB «= MB^ der beiden Brennpunkte B und 
Bi vom Mittelpunkt (die sogenannte lineare Excentricität); mit a die 
halbe Länge MA »= MA^ der die Brennpunkte verbindenden Axe 
AA^j so ist bei der Ellipse jedenfalls a>c, bei der Hyperbel a<c. 

Denn für eine Ellipse (3); bei welcher a>by ist das reelle Brenn- 

punktepaar nach (16) gegeben durch (a^ "" ^*) 7^ — 1 = 0, d. h. die 
reellen Brennpunkte haben die Ooordinaten 



x = ± yc? — V = + c , r = 0. 



Für die Hyperbel (4) erhält man hingegen (a* + 6*)ryj 
Brennpunkte dieser Curve haben somit die Ooordinaten 



^ i 

8 



1 = 0, die 



X = + 1/a^ + 6* = ± c, r= 0. 



Fig. 4. 



Nennen wir ausserdem A den ab- 
solut genommenen Abstand DM 
^= D^M des Mittelpunktes von der 
Directrix^ so folgt aus der oben er- 
wähnten harmonischen Lage sowohl 
ftLr die Ellipse als für die Hyperbel 
die Proportion 

(30) * ^ = ?+-« 

oder d: a=^ aiCj 
d. h.: 

(31) Die halbe Axe ist die 
mittler eProportionale zwischen 
der linearen Excentricität und 
dem Abstände des Mittelpunktes 
von der Directrix. 

Zufolge des Satzes (26) ist für jeden Punkt eines Kegelschnitts 
das Yerhältniss seiner Abstände FB, resp. PQ von einem Brennpunkt, 
resp. der zugehörigen Directrix constant. Für den Fall der Parabel 
ist die Bestimmung dieser Constanten bereits durch (29) erledigt, sie 
hat den Werth 1, man hat daher den Satz: 
(32) Die Parabel ist geometrischer Ort aller Punkte, für 
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welche die Abst&nde von einem festen Punkte (Brennpunkt) 
und einer festen Geraden (Directrix) einander gleich sind. 
Um das zu?or erwähnte constante Verhältniss e «» PB : PQ auch 
bei Ellipse und Hyperbel zu bestimmen, wählen wir als Punkt P den 
Scheitel der Brennpunktaze und finden sofort fQr beide Ourvenarten 

e — j3 — , woraus mit Hilfe der Relation de = a* in (30) folgt 

(33) 6--J. 

Dieses Verhältniss wird als numerische Excentricität be- 
zeichnet und ist < 1 im Fall der Ellipse, > 1 im Fall der Hyperbel, 
gleich 1 im Fall der Parabel. Man hat somit für die nicht ausartenden 
Kegelschnitte die folgende gemeinsame Definition gefunden: 

(34) Ein Kegelschnitt ist geometrischer Ort aller Punkte, 
für welche das Verhältniss der Abstände von einem festen 
Punkte (Brennpunkte) und einer festen Geraden (Directrix) 
constant ist; diese Constante ist < 1, > 1, «» 1^ je nachdem 
der Kegelschnitt eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel 
darstellt. 

(35) Umgekehrt, wenn ein Punkt B und eine Gerade G io 
der Ebene fest gegeben sind, so ist der geometrische Ort 
aller Punkte, für die das Verhältniss der Abstände von dem 
festen Punkt und der festen Geraden einen gegebenen Werth 

e=-p^ (vgl. z, B. Fig. 3) besitzt, ein Kegelschnitt^ und zwar 

eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nachdem e< 1, > 1, 
«» 1 ist. Der gegebene Punkt ist ein Brennpunkt des Kegel- 
schnitts, die Gerade die zugehörige Directrix. 

Ist Vx^'^O die Gleichung der Geraden , y der feste Punkt, so ist 
nämlich nach (1) in § 2 und (10) .in § 7 die Curve, welche die in 

(35) gestellten Bedingungen erfüllt, gegeben durch 

(36) . nx,x) = a»iv,v)-(0^-x^.p*.v* = (i; 

am die zugehörige Gleichung in Liniencoordinaten abzuleiten, setzen 
wir in (36) zunächst — tc*|)/ : co(t;, v) == A und erhalten hierdurch 

\y^\ «jj ;,y2^ —. 0. Der CoefGcient von A* in der gesuchten Gleichung 

verschwindet nun identisch, denn v^? ist das Quadrat eines linearen 
Ausdrucks; hinsichtlich des CoefQcienten von A^ findet man, ähnlich 

wie in der Fussnote zu S. 102 angedeutet, dass derselbe aus y ) 

hervorgeht^ wenn man setzt 
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Man erhält hierdurch den Ausdruck 

m(v, v) ' Uy* + ^v* ' ^{^} w) — 2vyUy m(v, ti). 
Der Ooefficient von k^ stimmt überein mit dem Ausdruck in Linien- 
coordinaten für (^ ) : zur Ableitung desselben benutzen wir die 

Relation (32) in § 4, d. h. wir bilden (^^) • (^') - (^^)' und 
^ ^ ^ ' \yx/ion \yz/tafj^ \yz/<of^ 

setzen darin an Stelle von x^0^ — ^8^2 > ^3^1 — ^i^«? ^i^g — ^2^1 ^^^V- 
Ui, u^f t«3. Die hier angegebene Differenz ist aber nach (55) in § 4 

auch gleich rj . \^^^j oder also gleich rpy^-Uy^, daher erhält 

man als Gleichung yon (36) in Liniencoordinaten die folgende: 

(37) F{u, u) ^E A { CO (v, v) • w^* + v/ • o (w, w) — 2vyUym (y, u) ] + r|>y* ti/ = 0, 

und nach Einführung des Werthes yon k ergibt sich nach Wegheben 
von rp/: 

(38) e^v/ (o{u, u) + ti,j { (e* — 1) m(v, v)uy — 2e^Vy co(t;, w) } = 0. ^) 

Dieser Ausdruck ist von derselben Form, wie aus (22) für die Glei- 
chung eines Kegelschnitts in Liniencoordinaten folgen würde, und man 
erkennt daraus, dass der festgegebeue Punkt y den einen Brennpunkt 
der Curve darstellt, während der andere Brennpunkt gegeben ist durch 

(39) (6* — 1) . ©(v, v)'Uy — 2eHy • (o{v, u) = 0. 

Für den Fall der Parabel (c = 1) erhält man einfach ©(v, w) = 0, 
also die Gleichung des Normalencentrums der Geraden t?;^ «= 0, wie 
zu erwarten war, denn der zweite Brennpunkt der Parabel liegt auf 
der Axe im Unendlichen. 

Nachdem wir nunmehr wissen, dass der in (35) fest gegebene 
Punkt y ein Brennpunkt des Kegelschnitts (36) ist, folgt aus (34) 
weiter, dass die gegebene Gerade G die zugehörige Directrix sein muss» 
womit nun (35) vollständig bewiesen ist. Dass die Gerade r, b= 

Polare von y ist, folgt übrigens auch aus (36); da nämlich y ) =0 

\y X/ cü «• jL 

ein vom Punkte y aus gezogenes imaginäres Geradenpaar TT^ darstellt^ 
ist die Gleichung (36) von der Form TT^ — c« v^^ = 0, wobei c eine 
üonstante bedeuten möge. Man erkennt ferner, dass T«sO und 
T^ «s Tangenten sind, welche die Curve in ihren imaginären Schnitt- 



1) Vgl. für eine allgemeinere Aufgabe dieser Art die Transformation auf 
die Hauptaxen im Anhange zn vorliegendem Paragraphen. 



nach (30) für — gesetzt werden ~j oder ^, somit folgt 
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punkten mit v« *— berühren; d. h, v^b ^^ ist die Polare des Punktes y^ 
Yon welchem aas die beiden Tangenten gezogen sind. 

Ist P ein beliebiger Punkt eines Kegelschnitts, PB der Abstand 
des Punktes vom einen Brennpunkt B, PQ der Abstand von der zu- 
gehörigen Directrix (ygl. Fig. 3 und 4), so besteht nach (34) die Relation 

führt man noch den zweiten Brennpunkt Bi ein, sowie den Abstand 
PQi des Punktes P von der zu B^ gehörigen Directrix, so ist auch 

Wenn wir uns nunmehr auf Ellipse und Hyperbel beschränken, kann 

— gesetzt werden -r oder ^-^ 

^^^^ PQ±PQ,^hd' 

Bei der Ellipse ist PQ 4- PQ^ gleich dem Abstand 2d der beiden 
Directricen, bei der Hyperbel gilt dasselbe von PQ -- PQ^, woraus 
hervorgeht, dass im Falle der Ellipse PB -|- PB^ constant, nämlich 
gleich 2a ist, während für die Hyperbel die Differenz PB — PBi 
den Werth 2a hat. Wir können daher sagen: 

(43) Für jeden Punkt einer Ellipse ist die Summe seiner 
Entfernungen von den beiden Brennpunkten (Summe der 
Brennstrahlen) constant, und zwar gleich der grossen Axe^). 

Ferner: 

(44) Für jeden Punkt einer Hyperbel ist die Differenz 
seiner Entfernungen von den beiden Brennpunkten (Differenz 
der Brennstrahlen) constant, und zwar gleich der reellen Axe^). 

§ 12. 

Ensengimg der Kegelschnitte durch projeotive Strahlenbüschel und 
Funktreihen. Sfttze von Pascal und Brianohon. 

Bereits in § 4 wurde erwähnt, dass die Gleichung eines Kegel- 
schnitts, der durch fünf gegebene Punkte geht, in Form einer Deter- 
minante sechsten Grades dargestellt werden kann*, sind a.-, bi, Ci, di, et 
(i ^^s 1, 2, 3) die Coordinaten der gegebenen Punkte , wobei voraus- 



1) Die wahre Qaelle der zwei Sätze (43) nnd (44) wird erst in § 19 an- 
gegeben werden. 
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gesetzt werden moge^ dass höchstens drei der Punkte in einer Geraden 
liegen, so ist diese Determinante die folgende: 



(1) 



«1 



2 






Oj* «lO» OiOs ^fh 



d» d,« 






8 



C1C2 



X. 



X, 



X 



3 



6163 
C1C3 

d^d^ d^d^ d^d^ 

X^ X^ X-^ x^ x^ x^ 






^2^8 



0. 



Man kann die Gleichung desselben Kegelschnitts auch noch in 
anderer Form erhalten. Stellt nämlich 



(2) 



(ahx) 



«1 
61 



X, 






«8 







die Verbindungslinie der beiden Punkte a und b dar, analog (bcx) = 
diejenige von b und c, u. s. w., so ist 

(3) X{abx) {cdx) — (adx) (bcx) — 

für beliebige Werthe des Parameters X die Gleichung eines Eegel- 
schnittS; der durch die vier Punkte a, b, c, d hindurchgeht, denn (3) 
wird erfüllt, wenn man fQr x^, x^y x^ die Coordinaten eines der Tier 
genannten Punkte einsetzt. Damit (3) auch noch durch die Coordi- 
naten des fünften Punktes e erfüllt wird, ist X entsprechend zu be- 
stimmen: man findet sofort A = \^l , ^ x , wo beispielsweise 



(4) 



Q>ce) = 



bi 



^2 

es, 



^8 



und erhält somit als Gleichung des durch die fünf Punkte a, b, c, d, e 
bestimmten Kegelschnitts: 

(5) (ade) (bce) (abx) (cdx) — (abe) (cde) (adx) (bcx) = 0. 

Dieser Ausdruck ist in den Coordinaten der fänf Punkte o^ 6, c, d, e 
und in den x vom zweiten Grad; gleiches gilt Yon der oben erwähnten 
Determinante sechsten Grades, die demnach von (5) nur um einen 
Zahlenfactor verschieden sein kann, und man findet in der That diesen 
Factor gleich 1.^) 



1) Die Gleichung (1) zeigt, dasB die linke Seite von (6) bis auf das Vor- 
zeichen UDgeftndert bleibt , wenn man irgend eine Permntation der ffinf Buch- 
staben a, b, c, d, e yomimmt. Anch ist leicht einzusehen, dass es für den 
betreffenden Kegelschnitt im ganzen 6 • 8 «» 16 verschiedene Darstellungen gibt^ 
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(8) 



Dualistisch folgt aus (3); dass fOr Ui, ßf, yiy ii {i »> 1, 2, 3) als 
Coordinaten von vier Geraden die QleichuDg 

(6) X(aßu) (ydu) — {adu) (ßyu) — 

eine Curve zweiter Classe darstellt^ welche die vier Geraden zu Tan- 
genten hat; man kann dies auch in folgender Weise ausdrücken: Sind 
P = und Ö = 0, Pj = und öi — die Gleichungen der Gegen- 
ecken irgend eines der Curve zweiter Classe umschriebenen Yierseits^ 
so ist die Gleichung der Curve von der Form 

(7) kFQ-P,Q,^0. 

Die Gleichung (5) kann man auch durch Elimination von (i aus 

{(ßde) (cdx) — (i(cde) (bcx) = und 
(abe) (adx) — (t(bce) (abx) «^ 

erhalten; woraus folgt: 

(9) Die Punkte einer Curve zweiter Ordnung können be- 
trachtet werden als die Schnittpunkte zweier entsprechender 
Strahlen in den beiden Büscheln (8)^); auch die Mittelpunkte 
dieser Büschel gehören der Curve an. 

Setzt man 

(ade) (cdx) ^ U, (cde) ipcx) ^ F, 

{abe) {adx) ^ üi, (bce) (abx) ^ F^ , 

so verwandelt sich (8) in 

(10) U—iiV^O, U, — tLr,=0, 
und die Gleichung des Kegelschnitts wird 

ü r 



(11) 



0. 



Durch Multiplication dieser Determinante mit 



1 
1 



— f*o 



wobei 



ftQ und f^i zwei beliebige verschiedene Zahlen bedeuten, erhält man 



die BänunÜich von ähnlicher Form sind wie (6). Vgl. auch Hanyady im Journal 
für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 83, 8. 79, 1876. Durch (6) wird 
die in § 4 ausgesprochene Behauptung bestätigt, dass die Gleichung des Kegel- 
schnitts identisch yerschwindet, wenn vier seiner Punkte, z. B. 6, c, d, t, in, einer 
Geraden liegen. VgL auch Pasch: „üeber gewisse Determinanten, welche in 
der Lehre von den Kegelschnitten yorkommen**, Journal für die reine und an- 
gewandte Mathematik, Bd. 89, S. 247—251, 1879. 

1) Irgend vier Strahlen des einen Büschels haben bekanntlich dasselbe 
Doppelverhältniss wie die vier entsprechenden Strahlen des anderen. Man nennt 
swei Strahlenbflschel von der Form (8) einander projectiy zugeordnet. 
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(12) 



= 0, 



(13) 



eine Gleichung, die sich auch durch Elimination des Tariabelen Para- 
meters A ergibt aus 

1ü--^,F-A(D;-PiFi) = 0; 

es sind also nun irgend zwei andere Strahlenbüschel; deren Centren 
der Gleichung der Curve (11) gentigen, der Betrachtung zu Grunde 
gelegt. Irgend vier den Werthen A^, A^, A3, A4 des Parameters A ent- 
sprechende Strahlen schneiden sich auf der Curve, und da diese beiden 
Strahlenquadrupel nach (13) dasselbe Doppelverhältniss besitzen, so 
folgt der Satz: 

(14) Verbindet man vier beliebige Punkte einer Curve 
zweiter Ordnung mit irgend einem fünften Curvenpunkt, so 
ist das Doppelverhältniss dieser vier Strahlen constant, wo 
auch der fünfte Punkt auf dem Kegelschnitte liegen mag. 

Auch die Coordinaten des Schnittpunktes zweier entsprechenden 
Strahlen der Strahlenbüschel (10) lassen sich leicht berechnen. Ist 
nämlich 

Ü^Ax^-{- Bx^ + Cx^ = 0, üi = Ä^Xi + Bj^x^ + c;a?3 = 0, 

^ F= Aa?! + Ba:2 + Vx^ = 0, F^ = ^^Xl + B^x^ + r^x^ = 0, 

so treten an Stelle von (10) die Ausdrücke 

ÄXi + Bx^ + Cx^ — ii(Axi + Ba?8 + fiCj) = und 
A^x^ + B^x^ + C^x^ — (l(^^x^ + B^Xg + r^x^) = 0, 

aus denen als Gleichung des gesuchten Schnittpunktes folgt: 

^ — ftA B — (iB C — (iV 
A^ — ftAi JBj — fiBi Ol — /»Fl 



(16) 



(17) 



u. 



tu 



«*8 



0. 



Natürlich könnte man auch diejenigen Betrachtungen anstellen, 
die den bisherigen dualistisch entsprechen; wir wollen dies hier unter- 
lassen und nur den dem Satze (9) entsprechenden hervorheben: 
(18) Die Tangenten einer Curve zweiter Classe können 
betrachtet werden als die Verbindungslinien entsprechender 
Punkte zweier bestimmten „projectiven" Punktreihen; auch 
die Träger dieser Punktreihen sind Tangenten der Curve. 

Um zu fünf gegebenen Punkten eines'Eegelschnitts einen beliebigen 
sechsten zu Construiren, hat man nach (9) zwei von den fünf Punkten 
mit den drei übrigen zu verbinden; hierdurch sind zwei projective 
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Strahlenbüschel festgelegt. Gonstruirt man alsdann zu einem beliebigen 
Strahl des einen Büschels den entsprechenden des zweiten^ so schneiden 
sich beide Strahlen in einem sechsten Punkte des Kegelschnitts. Analog 
ist nach (18) zu yerfahren bei Constructiou irgend einer sechsten Tan- 
gente zu fünf gegebenen. Jedenfalls erfordern aber diese, zwei Con- 
structionen resp. die Lösung der Aufgaben: Wenn bei zwei projectiven 
Strahlenbüscheln je drei entsprechende Strahlen gegeben sind^ zu einem 
beliebigen vierten Strahl des einen Büschels den entsprechenden des 
anderen zu construiren, bezw.: Wenn bei zwei projectiven Punktreihen 
je drei entsprechende Punkte gegeben sind^ zu einem beliebigen vierten 
Punkte der einen Punktreihe den entsprechenden der anderen zu con- 
struiren. Diese zwei Aufgaben werden resp. mit Hilfe der folgenden 
zwei Sätze gelost: 

(19) Sind Sq, s^, s^ irgend drei Strahlen des einen Büschels^ 
^09 ^ly ^2 ^^^ entsprechenden des zweiten und verbindet man 
den Schnittpunkt von Sq und 6^ mit demjenigen von s^ und 
(^09 <len Schnittpunkt von s^ und 0^ ^^^ demjenigen von s^ 
und 6^ (analog; wenn noch mehr entsprechend« Strahlen 
gegeben wären), so gehen alle diese Verbindungslinien durch 
einen und denselben Punkt. 

(20) Sind Pq, p^, p^ irgend drei Punkte einer Punktreihe, 
^o; ^\y ^i ^^^ entsprechenden einer zur ersten projectiven 
Punktreihe und verbindet man „kreuzweise" Pq mit oTj, p^ mit 
^Q, ferner p^ mit ^r^, p^ mit sTq, p^ mit n^, p^ mit n^ (analog, 
wenn noch mehr entsprechende Punkte gegeben wären), so 
liegen die Schnittpunkte je zweier kreuzweise gezogenen 
Verbindungslinien in einer und derselben Geraden. 

Wir beschränken uns hier auf den Beweis des Satzes (20), da 
der Beweis von (19) dualistisch entsprechend zu führen ist. 

Es seien Y^ — A Fj = und i; — AI^ ==> für variabele Werthe 
des Parameters A die Gleichungen der beiden Punktreihen p und sr. 
Der Schnittpunkt V der beiden Träger hat dann als Punkt der einen 
Reihe eine Gleichung von der Form V^ Yq — p Fj = 0, als Punkt 
der zweiten Reihe Fee T^ — <yl\ = 0. Betrachtet man V als Punkt 
der Reihe p, so entspricht ihm auf der Reihe sc: T^ Tq — pT^ =5 0; 
wird V als Punkt der Reihe tc angesehen, so ist sein entsprechender 
auf der Reihe p: Ye= T^ — crFi = 0. Aus dieser Gleichung, sowie 
aus V^ Yq — p Fj lassen sich nun I^ und Y^ ausdrücken durch Y 
und F; an Stelle von Y^ — A Fj = tritt alsdann die Gleichung 

V — ^^-^ F= 0, analog lässt sich Tq — ATi^O ersetzen durch 
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F 1 T «■ 0. Zwei Punkte j)< und pi der einen Reihe sind non 

gegeben durch 

r—- — i^r=0, resp. F-!^ — i^T— 
die entsprechenden «< und «t der anderen Reihe durch 

V rT^O, resp. V ^^^=0; 

hieraus folgt für einen beliebigen auf j^t-sTjb gelegenen Punkt die Gleichung 

für einen auf pk^i gelegenen Punkt: 

Für den Schnittpunkt von pi^Ck uiit pk^i müssen beide Gleichungen 
übereinstimmen, d. h. es muss sein ^l '= v ^=\^ wodurch V heraus- 
fallt und nur — (p — A<) (p — A*) 7 -f- («^ — A.) (<J - A*) T -= übrig 
bleibt. Dieser Ausdruck ist linear aus Y und T zusammengesetzt, 
die Schnittpunkte aller kreuzweise gezogenen Verbindungslinien piiCk 
und pj,%i liegen daher auf einer und derselben Geraden, und zwar auf 
derjenigen, welche die oben definirten Punkte Y und T verbindet; 
hiermit ist Satz (20) bewiesen. 

Es ist wohl unnothig zu zeigen, in welcher Weise dieser Satz 
benutzt wird^ um bei zwei projectiven Punktreihen, von denen je drei 
entsprechende Punkte gegeben sind, zu einem beliebigen vierten Punkt 
der einen Reihe den zugehörigen der anderen zu construiren und hier- 
durch mit Hilfe von (18) eine Tangente der durch die beiden Punkt- 
reihen bestimmten Gurve zweiter Classe zu erhalten. Mit Hilfe der 
dualistisch entsprechenden Construction kann man nach (19) und (9) 
zu fünf Punkten einer Curve zweiter Ordnung weitere Punkte erhalten, 
wie übrigens schon oben erwähnt wurde. 

Eine andere Constructionsmethode eines beliebigen sechsten Punktes 
liefert der PascaPsche Satz. Derselbe lautet: 
(21) Bei jedem einer Curve zweiter Ordnung einbe- 
schriebenen Sechseck schneiden sich die gegenüberliegenden 
Seiten in drei Punkten einer Geraden, der sogenannten 
PascaPschen Geraden. 

Zum Beweis dieses Satzes führen wir ein die Goordinaten o,-, fto 
d, di, ei, fi (t<»l,2, 3) der sechs auf dem Kegelschnitt gelegenen 
Ecken und nennen Uabf Vab, f^ab die (sonst mit u^, u^, t^) bezeichneten 
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(22) [ 



Liniencoordinaten der YerbindungsliDie ab] analog Ue/, Ve/, Wcf die 
Liniencoordinaten der Geraden cf u. s. w.^ so dass z. 6.: 

V'cf — c^U — <kf%J ^cf — Cg/i — Ci/i, «;c/ = Ci^2 — Cg/i U. 8. w. 

Gegenüberliegende Seiten des Sechsecks sind nun z. 6. ab und (26^ 
&c und efy cd und /Vi; die Goordinaten des Schnittpunktes von ab mit 
de seien j^^, y^j y^, bc und «/* mögen sich schneiden im Punkte 
^i; ^2» ^s; ^^ ^^^ f^ ^^ /'i; /'s; /^s* K&iui man alsdann nachweisen, 
dass ^^ + (*^i A^a) verschwindet, falls die sechs Punkte a, 6, c, d, e, f 
auf einem Kegelschnitt liegen, so ist damit der Pascal'sche Satz 
bewiesen. 
Nun ist 



(23) 2±K Ay,) 



«6c ^bc Wf,c 
Ue/ V tVef 



ßl ß% A 

n Vi y» 
V 



{bcß) (bcy) 
(efß) (efr) 



wenn man mit {bcß) die Determinante y. :h(Pi^ißz) bezeichnet und 
(pcy) u. s. w. analoge Bedeutung haben. Ferner ist 



Q>cß) = 



Ucd ^cd ^cd 
Ufa V/a Wfa 



Q>cd) (bfa) 
(ccd) (cfa) 



= (bcd) • (cfa), 



bi 6, b^ 
Ci c^ c^ 
und analog findet man: 
(bcY) = - {cab) (bde\ (efß) - - (efa) (fcd), (efy) - (eab) (fde). 

Durch Substitution dieser Werthe in (23) verwandelt sich ^^ +(^i fty»)"^' 

(24) (bcd) (cfa) (eab) (fde) - (cab) (bde) (efa) (fcd), 

und dieser Ausdruck geht aus (5) oder (1) hervor, wenn man daselbst 
die Buchstaben a, b, c, d, e, x ersetzt resp. durch c, a, e, d, b, f Da 
aber (5) die Bedingung darstellt, unter der die Punkte a, b, c, d, e, x 
auf einenv und demselben Kegelschnitt liegen, und da (1) bei irgend 
einer Permntation der Buchstaben a, b^ c, d, e, x nur sein Vorzeichen 
ändert, so ist auch (23) gleich Null gesetzt, die Bedingung dafür, 
dass die Punkte a, &, c, d, e, f auf einem und demselben Kegelschnitt 
liegen. Es existirt daher eine PascaVsche Gerade, in welcher Reihen- 
folge man auch die sechs Punkte a, b, c, d, e, f zu einem Sechseck 
verbunden hatte. 

Es sei bemerkt, dass man sechs Punkte a, by <?, d, e, f eines 
Kegelschnitts auf 60 verschiedene Arten zu Sechseckep verbinden 
kann. Von den 6! Permutationen der Buchstaben a, 6, c, d, e, f 
liefern nämlich je 12 dasselbe Sechseck, denn es ist z. B. das 
Sechseck abcdef identisch mit jedem anderen, das durch cyklische 
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Vertauschung der sechs Buchstaben (z. B. bcdefa), oder auch durch 
UmkehruDg dieser Yertauschungeu (z. B. afedcb) bestimmt ist. Die 
Anzahl der wirklich verschiedenen Sechsecke beträgt daher 6!:12«»60, 
und zu jedem dieser Sechsecke gehört eine PascaVsche Gerade. 

Dem PascaFschen Satze entspricht dualistisch der Brianchon'sche 
Satz: 

(25) Bei jedem einer Curve zweiter Classe umschriebenen 
Sechsseit gehen die drei Verbindungslinien der gegenüber- 
liegenden Ecken durch einen Punkt. 

Auch der Pascal'sche und der Brianchon'sche Satz lassen sich 
verwenden, um zu fünf gegebenen Punkten, resp. fQnf gegebenen Tan- 
genten eines Kegelschnitts beliebig viele weitere Punkte, resp. Tan- 
genten zu finden. Sind z. B. die fünf Punkte a, b, c^ d, e eines 
Kegelschnitts gegeben und will man denjenigen Punkt x finden, in 
welchem eine durch a beliebig gezogene Gerade G den Kegelschnitt 
nochmals schneidet, so wäre folgendermassen zu verfahren: Man sucht 
den Schnittpunkt y der zwei Geraden ab und de^ ebenso denjenigen 
von G mit cd, er sei j3; die Gerade bc treffe die Pascarsche Gerade 
ßy in a, alsdann ist der Schnittpunkt von G mit ae der gesuchte 
Punkt X. 
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Kegelsehnittbftsehel and Kegelschnittnetze, sowie die daalistisch 

entsprechenden Gebilde. 

§ 13. 

Sinleitende Bemerkungen. 

Bevor wir zur eigentlichen Theorie der Eegelschnittbüschel über- 
gehen, wollen wir noch einige Bemerkungen über abkürzende Bezeich- 
nungen vorausschicken, die im Folgenden angewandt werden. 

Es seien /* «» und ^ »s die Gleichungen zweier Curven zweiter 
Ordnung, und zwar 

SS 8 8 

(1) f=^^aaXiXj,^0, g = ^ ^baXiXjt^O-, 

11 11 

die Gleichnng Xg — /*«»0 stellt alsdann entsprechßnd den unendlich 
vielen Werthen des Parameters X eine einfach unendliche Anzahl von 
Kegelschnitten dar, deren Gesammtheit man das durch /* »= und 
9»>0 bestimmte Eegelschnittbüschel nennt. Der Kürze halber 
werde gesetzt: 

wo dk = Xbik — «<*. 
Es sei ferner 



(3) 



^oW = 2 ± (^" ^" ^) — 



Cj, Cjg c 



18 



C21 ^28 ^«8 
^81 ^8« ^88 



-c, 



(4) 



- "ViW = 



^11 

^81 
«1 



12 Ws 



'22 ^Sf8 



'3« *^88 



U, 



U 



8 







'- (u)c,, ' 



Onndolfinger, Vorlesungen. 



9 
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(5) 



V,(A) - 



'11 



'21 



^12 ^13 



«. V. 



^82 ^23 ^ ^2 



^1 



V, 



'32 



'83 



u. t;. 



«2 «1 



8 



V, 



8 



V, 

















Führt man noch den Ausdruck ein 



(6) 



C) 



^1 



12 



^18 «*1 

^28 •'a 



^1 ^2 ^8 ^'b 
17, Vo V* 



80 besteht, wie in der Determinantentheorie gezeigt wird, die Relation 

OT <:)- 00 -(:)■• 

Die Entwicklung von Vq(A) und Vi(A) nach Potenzen von il er- 
gibt Ausdrücke von der Form 

(8) \(X) = 3i?B — 3A«e + SAH — ^, 

(9) Vi(A) = F— 2Afl + A«G. 

Hierbei sind A und £ die Determinanten der beiden Kegelschnitte 
f und Qy während JP »» und ä^ = ihre Gleichungen in Liniencoor- 
dinaten bedeuten: 

Femer ist 



(10) 



(11) { 



39 = Ol, -Bii + ajg-Bjij + 033^33 + 2023^23 + 2031^31 + "^^it^it 9 
3H = 6,1^1, + 622^22 + 633 J33 + 2623-423 + 2651-431 + 2612^12 , 



(12) 2H = (a, 6)n V + 2(a, 6)121*1 «2 + («, &)22V + 2(a, 6)i3M,W3 

+ 2(a, 6)2S«*2W3 + (a, 6)88«*3^ 

wobei zur Abkürzung gesetzt ist 

f 13) I ^^' '^^^ "^ ^**^^^ "^ ^^*" "" ^^««**» 

1 («; ^)l2 = «31^82 + «82 ^31 — «33*12 " Öl2*83> 

während die übrigen {a, 6),jb aus den hier angegebenen durch cyklische 
Vertauschung der Indices hervorgehen. 

Es möge noch bemerkt werden, dass zufolge (3) die Gleichung 
besteht 



DefinitioD des EegeUchnittbaschels. 131 

11** 11 

denn es ist -^ nach (2) gleich &a, wahrend ^ — die ünterdetermi- 
nante Oa ▼on Ca in darstellt; zufolge (8) hat man ausserdem 
(14a) ^^^ = 3(A«£ - 2kQ + Hj. 

Aus (8) folgt für den zweiten Differentialquotienten 

(15) ^!^>_6AB — 69, 
oder zufolge der Definition von B und 6: 

(16) ^^ = 2A 5? >?Ba^*- 2 5? >?B,.aa 



11 11 

= 2 { i>i I Cj 1+ -«2« ^2 1 -^83^33 I ^ -^«3 ^23 l" ^ -'^31 ^31 "T ^ -^J 2 ^12 1 • 

§ 14. 

BesÜmmnng der Schnittpunkte und gemeinsamen Tangenten 

zweier Kegelschnitte. 

Es seien gegeben die zwei Kegelschnitte 

% 3 8 3 

(1) f=^ y}aikXiXk = und g= yj y}hikXiXk = 0. 



11 11 

Ist die Gleichung eines dritten Kegelschnitts von der Form 

3 3 

(2) Xg — f^ ^ ^ CikXiXk = 0, wo dk == kha — «•* , 

1 1 

80 geht derselbe, welche Wertbe auch der willkürliche Parameter X 
haben möge, stets durch die Schnittpunkte von f und g hindurch, denn 
für jeden dieser Schnittpunkte wird sowohl /* =» 0, als ^ «= erfüllt, 
daher auch kg — f'^0. Wir können daher sagen: 

(3) Sind /*«=0 und ^ — die Gleichungen zweier Kegel- 
schnitte, so stellt kg — f= für alle möglichen Werthe des 
willkürlichen Parameters k ein ganzes System von Kegel- 
schnitten dar, die s'ammtlich durch die Schnittpunkte von 
f= und ^ = hindurchgehen. 

Man bezeichnet dieses System als Kegelschnittbüschel und 

die gemeinsamen Schnittpunkte als Grundpunkte des Büschels. 

Es liegt nun umgekehrt die Frage nahe, ob die Gleichung eines 

jeden Kegelschnitts, der durch alle Schnittpunkte von f= und ^ «» 

9* 
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geht^ in die Form gebracht werden kann Xg — ^ = 0. Um dies zu 
untersuchen, wenden wir uns zu der Bestimmung der Schnittpunkte 
von f'=0 und ^ => und bemerken zunächst, dass man zu diesem 
Zweck irgend zwei Ourven des Büschels (2) wählen kann. Denn jeder 
auf lg — f=0 und auf ^g — f=0 gelegene Punkt liegt auch auf 
^ff — f ^ {M — /O = 0, d. h. auf i^ = 0, somit erfüllen seine Coor- 
dinaten auch /* =» 0. 

Fragen wir nun, wie viele zerfallende Kegelschnitte^ also Geraden- 
paare in dem Büschel enthalten sind. Dabei werde angenommen, dass 
die Determinante G nicht identisch verschwindet und, da es sich im 
Folgenden zunächst nur um die Schnittpunkte von f=0 und g = 
handelt, dass mindestens der eine der beiden Kegelschnitte, etwa g = 0, 
nicht in ein Geradenpaar ausarte, dass also stets B^O sei. 

Die Bedingung für das Zerfallen des Kegelschnitts Xg — f=0 

ist nach § 4 gegeben durch ^ + (^ii ^28 ^ss) '^ ^f ^^^ ^* diese Glei- 
chung in A vom dritten Grade, also von der Form ist 

(4) Yo W = ^^S - 3A*e + SAH — ^ = 0, 

hat man den Satz: 

(5) In einem Kegelschnittbüschel sind im allgemeinen 
drei Geradenpaare vorhanden. 

Sind A|,Ag,A3 die den Geradenpaaren entsprechenden Werthe des 
Parameters A, so erhält man die Gleichungen der Spitzen dieser Paare 
nach § 5 doppelt zählend, wenn man in Xtg — /*=0 (*=1, 2, 3) 
Liniencoordinaten einführt. Nun ist aber die Gleichung von Xg — /*«= 
in Liniencoordinaten von der Form 



(6) -fiW^ 





Cu 


<1» 


Cli 


«1 




<^l 


Cjj 


^S 


«» 




Cjt 


Cj8 


'l» 


«8 




«1 


M* 


«s 






-0, 



und wenn dieser Ausdruck nach Potenzen von A entwickelt wird, er- 
gibt sich 
(7) %(A) = F - 2XH+ A«(? = 0.«) 

Sind daher t^^^, ^«, ^j« (i = 1, 2, 3) die Goordinaten der Spitzen 
der drei Geradenpaare Xtg — /* = 0, also 

1) üeber die Bildong der Ausdrücke und H vgl. (11) in § 13; A und B 
sind die Determinanten von /* «a 0, resp. g «=^ 0. 

2) jPsbO und G^=»0 sind die Gleichungen von f=^0 und ^s=>0 in Linien- 
coordinaten; über die Bildung des Ansdracks H vgl. (12) in § 13, 
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(8) t,^^u, + <,(0u, + ^(Oti3 = (i = 1, 2, 3) 

die GleichoDgen dieser Spitzen^ so bestehen Identitäten von der Form 

(9) ¥i(A,) ^F- 2kiH+ k?G=[ t,^)u^ + ^Oj^ + ^^(O^, ) \ 

Hinsichtlich der Lage der drei Geradenpaare sind nun entsprechend 
der Verschiedenheit oder Gleichheit der Wurzeln k^yl%,l^ von (4) 
drei Hauptfalle zu unterscheiden; so lange die übrigen Curven des 
Büschels eigentliche^ d. h. nicht ausartende Kegelschnitte repräsentiren. 

I) Die drei Wurzeln A^; X^y A, sind von einander ver- 
schieden; daher Yo'(^/)^0, wenn A< eine dieser Wurzeln ist und 
Vq'(A) detn Differentialquotienten von Vo(^) bezeichnet. In diesem 
Falle kann nie die Spitze eines Geradenpaares , z. B. des dem Para- 
meter A| entsprechenden, auf einer Geraden eines anderen Paares liegen; 
denn wenn dies doch eintreten würde, so wäre diese Spitze ein allen 
Kegelschnitten des Büschels gemeinsamer Punkt, sie läge auch auf 
der Curve ö' ** 0; so dass g(tj^^^, t^^^\ V^^) «= 0. Zwischen den <^^> und 
den ünterdeterminanten Ca eines Elementes Ctk der Determinante 

C^^ +(^11^2^ besteht aber nach (9) die Beziehung, dass jedes 
Product titk zu dk proportional ist, und hieraus geht hervor, dass 

8 8 

^(V^V^^^'O den Werth erhält ^ ^0.* 6a, der nach (14) in 

1 1 

§ 13 mit Yo'(^i) identisch ist. Mithin wäre ^oi^^) = 0, und dies 
war ausgeschlossen. Da die Schnittpunkte von irgend zwei Kegel- 
schnitten des Büschels dieselben sind wie diejenigen von zwei Geraden- 
paaren des Büschels, letztere aber bei ihrer gegenwärtig nicht specia- 
lisirten Lage vier gemeinsame Punkte haben, so schneiden sich 
im Falle I) die Curven des Büschels in vier verschiedenen 
Punkten. 

II) Die zwei Wurzeln Aj und Aj von -(4) seien einander 
gleich, dagegen A, ^ A^^. Nun ist 

Aus den soeben angestellten Betrachtungen geht hervor, dass die 
Spitze des dem Parameter Aj^ =» X^ entsprechenden Geradenpaares auch 
auf 9 = liegt, daher einer der Grundpunkte des Kegelschnittbüschels 
ist. Jedoch kann diese Spitze P^ nicht mit , derjenigen des Geraden- 
paares k^g — f=0 zusammenfallen. Nach § 4 bestehen nämlich für 
die Coordinaten tP {i «= 1, 2, 3) die Gleichungen 
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daher ist auch 

(11) A^(<<», -,) - f(tf.», ar) = (A - X,)g(,m, x), 

für beliebige Werthe Xi] fiele die Spitze t^^^ mit P'> zusammen; so 
wäre hiemach (A, — Wffi^^\ ^) == 0, d. h. A^ = A3, denn g(ß^^, x) 
kann für beliebige Werthe der x nicht verschwinden^ weil die Deter- 
minante B als Ton Null verschieden vorausgesetzt war; die Gleichung 
A^ BS A, war aber ausgeschlossen. 

Es sind nun im Falle II) zwei Möglichkeiten vorhanden: 

a) A^^ — f=0 stellt zwei verschiedene Geraden dar, etwa 
raj • Sx = 0, es ist also F — 2Ai J3"+ A^^G nicht identisch Null, 

b) X^g — /* «= ist eine Doppelgerade Tx^ = 0, also 

Jedenfalls berühren sich im Falle a) auf Grund der Gleichungen 
(10) und (11) die Kegelschnitte f^^O und ^"»0, daher sämmtliche 
Kegelschnitte des Büschels, im Punkte ^^>; die gemeinsame Tangente 
muss somit auch Tangente an das Geradenpaar X^g — /*a=0 sein, d.h. 
mit einer Geraden dieses Paares zusammenfallen. Die Kegelschnitte 
des Büschels berühren sich in einem und demselben Punkte 
(der Spitze des Geradenpaares mit dem Parameter (X^=X^^= X^), und 
die gemeinsame Tangente ist eine Gerade des Paares X^g — f=0. 

Im Falle b) rücken die Grundpunkte des Büschels paarweise in 
die zwei Schnittpunkte der Doppelgeraden Vx^ = mit dem Geraden- 
paare X^g — f, und aus denselben Gründen wie bei a) ersieht man, 
dass sich alle Gurven des Büschels in diesen zwei Punkten berühren 
und die Geraden des dem Parameter A3 entsprechenden Paares zu 
Tangenten in den zwei Berührungspunkten haben; es findet doppelte 
Berührung statt^). 

Auch können diese Berührungspunkte nicht zusammenfallen, sonst 
würde r^B =B Tangenjte aller Curven des Büschels sein, also auch des 

1) Das zweite Geradenpaar l^g — f =1 kann nicht in eine Doppelgerade 
übergehen, sonst würden für die Wurzel Z, alle C^j^ verschwinden; nach (14) in 

§ 13 wäre also — ^-^^ =■ 0, d. h. die kubische Gleichung (4) hS.tte noch eine 

zweite Doppelwurzel, was unmöglich ist. 

2) Wie wir oben bemerkten, ist nun ViCA^) ez -F — 2Xi jff + lj*(^ = 0; 
nach einem allgemeinen Satze von Eronecker genügt aber bei einer symme- 
trischen Determinante das Verschwinden von drei passend gewählten Unter- 
determinanten, nm das Verschwinden aller übrigen zu bewirken. Nach Elimi- 
nation von li rednciren sich die drei ansgewählten Gleichungen auf zwei; der Fall 
der doppelten Berührung erfordert demnach die Erfüllung von zwei Bedingungen. 
Vgl. übrigens auch die Fussnote zu S. 97. 
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Kegelschnitts ^ »» 0; aus 

8 8 

X^g — f=u^ ^^^CaXiXt (für l = A^) 

1 1 

folgt aber r^r* = dk, und wenn r, «= Tangente ist von gr == 0, so 
hätte man hiernach 

oder nach (16) in. § 13 Y^"(AJ = 0, was ausgeschlossen war. 

III) Die kubische Gleichung (4) hat eine dreifache Wurzel A^, 
es ist also neben ¥o(A0 = auch W^t) = und V(^i) = 0; wir 
unterscheiden auch hier wieder: 

a) Ai^ — /"«»O stellt zwei verschiedene Geraden dar, etwa 
rxSx =0, 

b) Xi9 — /*=0 ist eine Doppelgerade r-^* = 0, also 

F-2X,H+X,^G = 0. 
Im Falle a) gehen wir aus von der Relation 

Da die Spitze des Geradenpaars wie im Falle II) allen Kegel- 
schnitten des Büschels^ somit auch ^ = 0, angehört, ist jedenfalls 

( ) "»0; ausserdem hat man 

(fÜrA = Ai), 
und dieser Ausdruck ist nach (16) in § 13 identisch mit -5-^0 '('^i); 
verschwindet daher. In Folge von \) «»Oundf^) = reducirt 

sich nun (12) auf yj (* j =0, d. h. eine der beiden Geraden, etwa 

r« « 0, muss den Kegelschnitt g = Oy somit alle Gurven des Büschels 
berühren, und zwar muss der Berührungspunkt die Spitze des Paares 
^9 — f^^O sein, da alle Kegelschnitte des Büschels durch diese Spitze 
hindurchgehen. Berührungspunkt und Spitze sind auch auf Grund 
von (10) nicht getrennt. Femer können nicht beide Geraden ra- = 
und 5, = die Curven des Büschels berühren, sonst wären r^ und 
8x identisch, was erst im Falle III b) angenommen wird. Im gegen- 
wärtigen Falle werden alle Kegelschnitte des Büschels von der einen 
Geraden des Paares A,^ — f=0 berührt, von der anderen in zwei 
Punkten geschnitten, von denen der eine mit dem eben genannten 
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Berührungspunkte identisch ist. Sämmtliche Kegelschnitte haben dem- 
nach drei mit der Spitze des Geradenpaares zusammenfallende Punkte 
gemeinsam, sie ^^osculiren^' sich und schneiden sich überdies 
noch in einem vierten Punkte^). 

Im Falle III b) rückt auch dieser vierte Punkt in den Berührungs- 
punkt der Do]|pelgeraden mit den Kegelschnitten des. Büschels, d.h. 
die einzelnen Curven haben vier zusammenfallende Punkte 
gemeinsam, und die gemeinsame Tangente ist die Doppelgerade 
r^ = 0. Für die dreifache Wurzel verschwinden alle Unterdeter- 
minanten (7,-jk; doch kann in ihnen der Factor X — A^ nur einfach ent- 
halten sein. Wäre nämlich dieser Factor doppelt in allen dh ent* 
halten, so würde derselbe in der linken Seite der Gleichung 

0(:)-(:)'-c(::) 

für beliebige Werthe m,-, v,- . vierfach enthalten sein, er wäre also in 

y j einfach enthalten, d. h. es wäre für A = Aj Ca = (t, Ä;= 1,2,3), 

die ttfi wären den 6,* proportional, daher die Kegelschnitte /"=0 und 
^ = identisch. 

Es bleibt nun noch der Fall zu untersuchen, dass die Deter- 
minante C identisch verschwindet. Wenn dies eintritt, ist jeder Kegel- 
schnitt des Büschels ein Geradenpaar, also auch /*«=»0 und ^ = 0. 

Es würden alsdann auftreten die Gleichungen B^y^a^^ -f 2J&i2^i8 H = 

und -4ii6ii + 2A^^'b^^ + • • • = 0, deren erste aussagt, dass die Spitze 
von jf = auf f^O liegt, während zufolge der zweiten die Spitze 
von /* = auf p = liegt. Uebrigens sind wieder zwei Unterfölle 
möglich: 

a) Die Spitzen von /"—O und p = sind verschieden , die 
Kegelschnitte des Büschels bilden Geradenpaare, die eine Gerade ge- 
meinsam haben; es ist also f(x,x) von der Form r« . v«, giXyX) von 
der Form fa? • w'x« 

b) Die Spitzen von /* ^s und ^ »» fallen zusammen. Sind 
Ci, ^2, c, die Coordinaten der gemeinsamen Spitze und setzt man 
a^i ^ yi + ^^i> ^2 *** !/2 + ^^7 ^8 ■= ^^> wobei Cg von Null verschieden 
sei, so verwandelt sich fix^jX^jX^) in f(yi,y%,0), giß^ifX^^x^ in 
giyiytfiO), denn fic^y) und g(c,y) verschwinden identisch zufolge des 

1) Durch Substitution der dreifachen Wurzel X^, welche zufolge ^^"(AjBaO 
den Werth besitzt >li « -7^ , in 0-^^) und (8) in § 13 erhält man die Relationen 

— ^~ iL — i. 

' -ö "" e ■" H * 
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ümstandes^ dass Cj, Cg, c^ die Coordinaten der gemeinsamen Spitze 
sind. Es werden nunmehr f und g binäre Formen, und zwar stallen 
sie, sowie alle Kegelschnitte des Büschels, Geradenpaare dar, die von 
demselben Centrum ausgehen. Infolge der Identität der Spitzen sind 
natürlich die Grössen Äik den Bik proportional. 

Kehren wir nunmehr zurück zu der S. 131 aufgeworfenen Frage, 
ob die Gleichung eines jeden Kegelschnitts £, der durch die vier 
Schnittpunkte a, /3, y, d yon f^^O und g^^O geht, in die Form 
gebracht werden kann lg — f'^0. Um dies nachzuweisen, fixiren 
wir auf K einen fünften Punkt s^, s^^ £3 und bestimmen in der Glei- 
chung }ig{x, x) — f(x^ rc) «= den Parameter X der Art, dass 

alsdann hat der Kegelschnitt f{s^ b) • g{Xj x) — g{sy b) • /*(a;, a?) = 
mit der Curye K die yier Grundpunkte a, /3, 7, d und den fünften 
Punkt B gemeinsam, fallt also mit K zusammen. Sollten die Kegel- 
schnitte f und g eine der im Vorausgehenden unter II) und III) 
beschriebenen speciellen Lagen haben, so stände in allen Fällen 
der Kegelschnitt K zu den Geradenpaaren, resp. zu g = Q in der- 
selben Beziehung, wie im Vorausgehenden der Kegelschnitt /"«sO 
selbst, er würde also jedesmal durch die vier gemeinsamen Punkte 
Yon f und g gehen oder, was dasselbe aussagt, die Coefficienten seiner 
Gleichung würden vier in diesen Coefficienten lineare Gleichungen 
befriedigen. 

Zum Schlüsse dieser Betrachtungen wollen wir noch bemerken, 
dass man sehr wohl die Frage aufwerfen kann, ob nicht die vier 
Schnittpunkte zweier beliebig gelegenen Kegelschnitte immer eine ge- 
wisse specielle Lage zu einander haben ^). Diese Frage ist zu ver- 
neinen, denn man kann stets Kegelschnitte angeben, die durch vier 
ganz beliebig fixirte Punkte der Ebene gehen. Legt man nämlich 
durch die vier Punkte zwei Geradenpaare, was bei der allgemeinen 
Lage der Punkte immer geschehen kann, und repräsentiren ^^ «= 0, 
flTj = die Geraden des einen Paares, gz = ^i gi^='^ diejenigen des 
anderen, so sind g^g^ — ^^jgf^ = und g^g^ — vg^g^ = zwei Kegel- 
schnitte, die durch jene vier beliebig fixirten Punkte gehen. 

Nachdem im Vorhergehenden die Frage nach der Anzahl der 

1) Bei gleichseitigen Hyperbeln z. B. tritt eine solche specielle Lage auf, 
indem alle gleichseitigen Hyperbeln, welche durch dieselben drei Punkte gehen, 
als vierten gemeinsamen Punkt den Höhenschnittpunkt des durch die drei übrigen 
bestimmten Dreiecks haben (vgl. den zu vorliegendem Paragraphen gehörigen 
Theil des Anhangs). 
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Schnittpunkte erledigt ist, wollen wir nun sehen, wie viele gemein- 
same Tangenten zwei Kegelschnitte besitzen, und wie man die Coo^ 
dinaten oder die Gleichungen der Schnittpunkte und gemeinsamen 
Tangenten findet. 

Wenn die Wurzeln der kubischen Gleichung (4) von einander 
verschieden sind, bestehen nach (9) fÖr die Coordinaten i^W^ ^(0^ ^^(0 
(t = 1, 2, 3) der Spitzen der drei in dem Eegelschnittbüschel ent- 
haltenen Geradenpaare die Identitäten 

(13) Vi(A,) = i^ - 2k,H +k?G={ t,^)u^ + ^,(0,^ + t^iOu, } ^ 

{i = 1, 2, 3). 
Vermittelst dieser Identitäten kann man F, H und G oder all- 
gemeiner M^i(A) durch die in den drei Gleichungen (13) rechts stehen- 
den Quadrate ausdrücken, und zwar entweder mit Hilfe directer Auf- 
lösung oder kürzer durch Partialbruchzerlegung: 

Setzt man nämlich 

(15) fe+^;|;^«-^^^ (i= 1,2,3), 

SO wird 

und hiermit ergiebt sich der Satz: 

(17) Die Spitzen der drei in dem Eegelschnittbüschel 
lg — fzssO enthaltenen Geradenpaare bilden ein Poldreieck 
für jede andere Curve dieses Büschels. 

Enthält nämlich die Gleichung eines Kegelschnitts nur die Quadrate 
der Veränderlichen, so ist derselbe, wie in § 4 und 5 gezeigt wurde, 
auf ein Poldreieck als Coordinatendreieck bezogen. 

Setzt man in der Gleichung 

(18) v.(A) - VoWli -\; + rl^ + r-'U 

den Parameter l gleich Null und beachtet, dass 

(19) Vo (A) =.B(i-X,)iX- A,) (A - A,) , 
80 verwandelt sich M^i(A) in JP, und man erhält 

(20) F = B{k^k, U,' + A3A, U,' + X,k, U,') , 

wofür man, wenn die Determinante Ä des Kegelschnitts f = von 
Null verschieden ist, auf Grund der Relation BX^X^X^^^z A auch 
setzen darf 

V TJ i TT t JT % 

(21) — = ^^- + -^». + i^-. 

^X A| Au An 
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Für A = oo folgt aus (18): 

(22) ^^u^+W+ Di«. 

Die Gleichungen (21) und (22) führen nun sofort zur Bestimmung 
der gemeinsamen Tangenten von F^^O und G = 0, denn für die 
Coordinaten dieser Tangenten bestehen gleichzeitig die Gleichungen 

T^ + t'- + 5- = und U,* + U* + ü,» « 0, 

"1 Aj Aj 

aus denen folgt 



(23) i;,:f7,:t7. = |/i-l: + ]/l-l:±l/l-l, 

wobei für die Ui die Ausdrücke (15) einzusetzen sind« Es treten 
hierbei nur vier verschiedene Werthsysteme der üi auf, da von den 
acht an und für sich möglichen Combinationen der Vorzeichen in 

(23) je zwei für U^iU^i U^ Werthe liefern, die sich nur um den 
Factor — 1 unterscheiden. Wir können daher sagen: 

(24) Es gibt im allgemeinen vier Tangenten, die zwei 
Kegelschnitten gemeinsam sind« 

Die Erwägung, dass die Spitzen der drei in dem Kegelschnitt- 
büscbel vorhandenen Geradenpaare ein allen Kegelschnitten des Büschels 
gemeinsames Poldreieck bestimmen, führt darauf hin, in (16) an Stelle 
der willkürlichen Grössen u^, u^; u, die Differentialquotienten 

\9{p^)--9i (i=l,2,3) 

einzuführen. Die Polare des Punktes ^') in Bezug auf den Kegel- 
schnitt g(Xj x)==^0 hat nämlich die Gleichung 

Y?'(*.)'i« + Y^' W<»^" + |/ W<5<''' « oder 

Setzt man daher 

(25) ÄjL'^Vti.^^..= X, (i=l,2,3), 
SO ergibt sich sofort 



\ X X xl 



Ersetzt man andrerseits in (16) die Grössen w< durch y/^'C^») = ft 
und berücksichtigt, dass 
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(27) </'Y'(^.) + <.<'Y'(^») + t^ofix,) ■ 

so erhält man: 

(r\ 1*Y' J*Y* 2*Y* 

/),, •• ^0« = viS; + rix; + r^l, • 

Aus (26) und (28) ergeben sich leicht die Gleichungen der auf das 
gemeinsame Poldreieck als Coordinatendreieck bezogenen Kegelschnitte 
g tss und f'^O, indem sieb (26) durch die Substitution >l = oo 
verwandelt in 

(29) g(x,x) = X,' + X,' + X,\ 
während (28) f ür A = übergeht in 

(30) fix, x) - A, X,« + A, X,« + A3 X,\ 

Bildet man ans (29) und (30) die drei Diflferenzen Xtg — /"asQ, 
so ergeben sich die Gleichungen der drei Geradenpaare, deren Spitzen 
nach der Definition der Ausdrücke X,- in (25) mit den Punkten U^ = 0; 
U^ = Of U^=^0, also mit den Ecken des Poldreiecks zusammen- 
fallen. Man findet 

j(A,-A,)X,« + (A, -A3)X3« = 0, 

(31) (A, - A3)X3« + (A, — AJX,* = 0, 

l(A3 - Ai)Xi« + (A3 - A2)X,« = 0. 

Die Ausdrücke für g und f in (29) und (30) fahren überdies 
dazu, in eleganter Weise die Coordinaten der vier Punkte zu be- 
stimmen, die diesen zwei Kegelschnitten gemeinsam sind, denn aus 

(31) folgt 

(32) Xi : Xj : X3 = yx^ — A, : + Vx^^^ : ± ^X^ -A,. 

Um aus (32) und (23) die Verhältnisse der a;,-, resp. m< (t= 1,2,3) 
zu berechnen, leiten wir in etwas allgemeinerer Weise eine Relation 
ab, welche die Xi durch X^, X,, X3 und gleichzeitig die u,- durch 
TJxi Ü2i U^ ausdrücken lehrt. 

Wir substituiren zu diesem Zweck in (16) an Stelle der will- 
kürlichen Veränderlichen w» die Grössen t*,- -|- iigt und vergleichen auf 
beiden Seiten die Coefficienten von ft^. Alsdann entsteht die Formel 

(33) - ti, ■■ ^0 W = l^'J'l + rL^- + rl^- • 

Für A := 00 erhält man hieraus nach einer leichten Transformation 
die gesuchte Relation: 

(34) u^x^ + «<2^8 + u^x^ = C/iXi -f UiX^ + CTgXj. 

Für bestimmte Werthe der Xi und variabele Ui stellt die linke 



Gleichungen der vier Schnittpunkte nnd gemeinsamen Tangenten. 141 



Seite dieser Relation gleich Null gesetzt einen Punkt dar. Wir denken 
UD8 nun fdr die Xi Wertbe eingesetzt, welche bewirken, dass die X{ 
die Gleichungen (32) befriedigen; alsdann erhält man 

(35) V^r^=T3 u, + Vä7=:Ti ü, ± ^X~=T2 Di = 0, 

und diese Gleichung ergibt, wenn man fflr die Ui die Werthe (15) 
einsetzt; entsprechend den verschiedenen Combinationen der positiven 
und negativen Vorzeichen, die vier Schnittpunkte der Kegelschnitte 
f{x, a;) = und g(x, x) = 0. Da zufolge (15) und (13) 



(36) 



Ui 



l/(F-2X,fi + VÖ^) 



80 kann mit Hilfe von Vo'(^i) =* -^(^i ~" ^2)(^i — ^s) ^^^ ^®^ ^^^' 
logen Werthe von ^^^'(Ag) und ^o' ('*'«) ^^® Gleichung (35) auch in 
die Form gebracht werden 

(37) (^-A»)l/(J'-2A,^+VÖ)±(^-Ai)n^-2A,£r+Vö) 
± (Ai - K) V{F-2k^Hlrk/G) = 0. 
Für bestimmte Werthe der Ui und variabele Xi stellt die linke 
Seite von (34) eine Gerade dar. Setzt man für die Ui Werthe ein, 
welche bewirken , dass die Ui die Gleichungen (23) befriedigen , so 
erhält man die Gleichungen der vier gemeinsamen Tangenten von 
f{x^ rc) ™ und g{x, a;) = in der Gestalt: 



wobei die Xi definirt sind durch (25). 



f^3 



0, 



§ 15. 

Allgemeine Eigenschaften des Eegelsohnittbliscliels; 

die Eegelschnlttsohaar. 

Zunächst möge die Frage beantwortet werden, welchen Werth 
der Parameter A annehmen muss, damit eine Curve des Büschels 

(1) kgix^ x) — fix, x) = 
eine gegebene Gerade 

(2) u» = u^x^ + u^x^ + «jiTs = 

berühre. Nach § 4 ist dies offenbar dann und nur dann der Fall, wenn 



(3) 



H'iW-- 












W2 



U 



= 0, 



8 







142 11. Abschnitt. § 16. 

d« h. weDn 

(4) yi(;i) = F— 2XH+ k^G = 0. 

Da diese Gleichung vom zweiten Grade in X ist; folgt: 

(5) In dem Büschel lg — /**=»0 gibt es im allgemeinen 
zwei Kegelschnitte; die eine gegebene Gerade berühren. 

Um auch die Gleichung H^=0 geometrisch zu deuten, gehen wir 
dayon aus, dass nach (53a) in § 4 die Gleichung des Schnittpunkte- 
paares der Geraden (2) mit der Curve (1) in variabelen Liniencoordi- 
naten v^, t;,, v^ dargestellt ist durch 

(6) ^««^ (::),,=<>• 

Diese Gleichung ist in A vom ersten Grad; bezeichnet man die 
Coefficienten von l^ und A^ in ihr mit P und — Qy so entsteht 

(7) H',(A) = P-AÖ-0, 

und es sind dann P «= 0; Q = die Gleichungen der zwei Schnitt- 
punktepaare der Geraden (2) mit den Kegelschnitten /*= 0, resp. 
^ = 0. Denn zu dem Werthe A = des Parameters, für welchen 
P = 0, gehört die Cur ve /* = ; zu dem Werthe A = oo, für welchen 
Q = 0, die Curve j = 0. 

Speciell für eine der beiden Wurzeln X^ und Ag der quadratischen 
Gleichung (4) geht das Schnittpunktepaar über in den doppelt zu 
nehmenden Berührungspunkt, so dass man setzen kann: 

P _ Ai ^ = (y^Vi + y^v^ + y^v^y = Vy*, 

Vermöge dieser beiden Relationen lassen sich nun P und Q aus- 
drücken durch V^^ und Fg^ Zerlegt man nämlich den Ausdruck 

in zwei Partialbrüche, so entsteht 

(Q-) P-^Q = J'-^ .g _|_ P-^Q _ _ oder 

und die Form dieser Gleichung liefert unmittelbar den zuerst von 
Desargues^), später auch von Ch. Sturm gefundenen Satz, den wir 
den Desargues-Sturm' sehen Satz nennen wollen: 



(8) 



1) Desargues: „Brouillon project d'une atteinte aux dvdnemens des ren- 
contres d'un cone avec nn plan'*, Paris 1639, verÖfFentlicht in: „OenTres de 
Desargues räanies et analys^es par M. Poudra**, Bd. I, S. lS6ff., Paris 1S64. 
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(11) Das Panktepaar, in welchem eiue beliebige Curve 
des Büschels (1) eine gegebene Gerade trifft, ist harmonisch 
zu den Berührungspunkten derjenigen beiden Curven, welche 
die gegebene Gerade berühren. 

Man kann diesen Satz auch in folgender Form aussprechen: 

(12) Die Kegelschnitte eines Büschels treffen eine be- 
liebige Gerade in Punktepaaren einer Involution; die Dop- 
pelpunkte dieser Involution sind die Berührungspunkte der- 
jenigen zwei Curven des Büschels, welche die gegebene 
Gerade zur Tangente haben. 

Für il SS und A =» cx> ergeben sich aus (10) die Punktepaare, 
in denen die Curven /* »= und ^ s= die 'Gerade (2) treffen, nämlich 

(F,+ F,)(F*~ F,)für^ = 0. 

Das Doppelverhältniss a des ersten Punktepaares zum zweiten 
ist nun 



a = — —: 






woraus folgt ^7-7 = — Y~-r-f \ erhebt man diesen Ausdruck ins 

Quadrat und führt man für das Product und die Summe der Wurzeln 
lij Jl^ der quadratischen Gleichung (4) die Coefficienten ein, so ergibt 
sich die Beziehung: * 

(13) (a - lyH^ - (« + lyFG = 0. 

Diese Gleichung repräsentirt, wenn a eine gegebene Zahl ist, die 
Bedingung, der die Coordinaten Ut einer geraden Linie genügen 
müssen, wenn die Gerade die Kegelschnitte f und g so schneiden soll, 
dass das Punktepaar P mit dem Punktepaar Q das gegebene Doppel- 
verhältniss a bildet Diese Bedingung ist für die Ui vom vierten 
Grad, daher hat man den Satz: 

(14) Alle geraden Linien, welche die zwei Kegelschnitte 
f=2 und y = so schneiden, dass die beiden Schnittpunkte- 
paare ein gegebenes Doppelverhältniss a bilden, umhüllen 
eine Curve vierter Classe. 

Für CK «= — 1 hat man E^ = 0. Das Verschwinden von E sagt 
also aus, dass die Gerade (2) von den beiden Kegelschnitten /* = 
und ^ = in zwei harmonischen Punktepaaren getroffen wird. Da 
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H in den ui vom zweiten Grad ist, stellt H=^0 einen Kegelschnitt 
dar, and man kann somit sagen: 

(15) Alle Geraden, welche zwei Kegelschnitte /*=»0 und 
^ =» in zwei harmonischen Punktepaaren treffen, umhüllen 
einen dritten Kegelschnitt J7=0, den wir die harmonische 
Curve zweiter Classe nennen wollen. 

Dieser Kegelschnitt wird auch von denjenigen acht Geraden be- 
rührt, welche in den vier Schnittpunkten von f=0 und g = als 
Tangenten dieser beiden Curven gezogen werden können. Construirt 
man nämlich in irgend einem der Schnittpunkte die Tangente, etwa 
von /* = 0, so schneidet dieselbe den Kegelschnitt /* «» in zwei 
zusammenfallenden Punkten; sollen nun die Schnittpunkte derselben 
Tangente mit ^ = harmonisch liegen zu diesem zusammengerückten 
Punktepaar, so muss einer der Schnittpunkte mit g =^0 in dieses 
Punktepaar hereinfallen. Dies ist nun wirklich der Fall, jene Tan- 
gente trifft daher beide Kegelschnitte in der That harmonisch. Das- 
selbe würde gelten, wenn jene Tangente an den Kegelschnitt g = 
in einem der Schnittpunkte von /*<» mit ^ = gezogen worden wäre. 

Man kann ferner freien, was eintritt, wenn das Doppelverhältniss 
a = ist, oder den reciproken Werth hiervon, cx>, annimmt Be- 
zeichnen wir die Schnittpunkte der Geraden Ux = mit dem Kegel- 
schnitt f=0 durch und 1, ihre Schnittpunkte mit y = durch 
2 und 3, so hat das Doppelverhältniss a bekanntlich den Werth 

" = (S •* W " i^HS) ' ^^ (^^) ^^"^ Abstand des Punktes vom 
Punkte 2 bedeutet. Dieses Doppelverhältniss ist* nur dann Null oder 
unendlich gross, wenn einer der Abstände (20), (31), (21), (30) sich 
auf Null reducirt, d. h. wenn die Gerade die Kegelschnitte so trifft;^ 
dass ein auf /* «= gelegener Schnittpunkt mit einem auf y «=> 
gelegenen zusammenfällt, wenn sie also durch einen der vier Schnitt- 
punkte beider Kegelschnitte geht. Und so oft auch umgekehrt die 
Gerade durch einen der vier Schnittpunkte geht, wird das Doppel- 
verhältniss gleich Null oder unendlich gross. Für a «» und a «s oo 
verwandelt sich aber (13) in: 

(16) H^ — FG = 0, 

und diese Gleichung wird daher erfüllt für jede Gerade, die durch 
einen der vier Schnittpunkte geht, d. h.: 

(16a) Die vier Schnittpunkte der Kegelschnitte /*b»0 und 
jf = sind gegeben durch die Gleichung H^ — FG'^O. 
Zu diesem Resultate gelangt man auch in folgender Weise« 
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Die Yorstehenden Betrachtangen hatten zur Voranssetzung, dass 
die beiden Wurzeln 2^ und X^ der Gleichung (4) verschieden seien. 
Um anf den Fall 1^=^ X^ näher einzugehen , ersetzen wir in der für 
ein beliebiges X und für alle Werthe der Vi bestehenden Identität 

(1 7) Y, (A) = ^ V,' + 2 -^ v,v, + ^^^ + -j^ V 

die Grösse X durch die Doppelwurzel X^ und die Quadrate und Pro- 
ducta t?!*, v^v^, - . • Vj* durch b^^, b^^, • . . b^, was nach (35) in § 8 ge- 
schehen darf. Alsdann wird die rechte Seite der letzten Identität 
gleich dem zufolge Vorhandenseins der Doppelwurzel verschwindenden 

DifTerentialquotienten ~~^i^)} während die linke Seite nach (7) und 

(8) übergeht in y^%i + 2y^y^b^^ H [- y^^b^, also in g(ff, y). Der 

auf der Curve X^g — /" «= befindliche Berührungspunkt y liegt dem- 
nach gleichzeitig auch auf den Curven g^^^O und f^^O. Nun ist 
aber die Bedingung für die Gleichheit der Wurzeln A^ und Ag von 
F — 2XH + X^a = ausgedrückt durch H^ -FG^ 0; die Er- 
fGllung dieser Bedingung sagt daher aus, dass die Gerade u^^^Q 
durch einen der vier Schnittpunkte von y = und /* «» hindurchgeht. 

Dem Eegelschnittbüschel entspricht dualistisch die Kegelschnitt- 
schaar: die Gesammtheit aller Curven zweiter Classe^ welche 
vier gegebene Geraden zu Tangenten habep. Sind diese die 
gemeinsamen Tangenten der beiden Curven q){u, u) = und ^(u, u) «» 0, 
so stellt die Gleichung X^f — 9 = für alle möglichen Werthe des 
Parameters X alle in der Schaar enthaltenen Curven dar. 

Den bisher abgeleiteten Sätzen über Kegelschnittbüschel ent- 
sprechen solche über Schaaren; sie mögen hier ohne Beweis erwähnt 
werden y da die Beweisführung die analoge ist wie bei den Büscheln. 

(18) In einer Kegelschnittschaar sind im allgemeinen 
drei Punktepaare vorhanden. 

(19) Jede Gerade, welche nicht zugleich eine der vier ge- 
meinsamen Tangenten der Kegelschnitte ip{u,u) = und 
^(tt, w) «= ist, wird von einem und nur einem der Schaar 
X^ — 9 = angehörigen Kegelschnitte berührt. 

(20) Die drei Träger der in einer Kegelschnittschaar 
enthaltenen Punktepaare bilden ein Poldreiseit für jede 
Curve der Schaar. 

(21) In einer Kegelschnittschaar gibt es im allgemeinen 



5c. 1 
1) Denn aus c^j = i^,* — a^i folgt &,t =- ^- • 

Oundelfinger, Vorleeongen. 10 
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zwei Curveiiy die durch einen gegebenen Punkt hin- 
durchgehen. 

(22) Die Tangentenpaare, welche man von irgend einem 
Punkte an die Kegelschnitte einer Schaar legen kann, bilden 
eine Involution, deren Doppelstrahlen aus den Tangenten 
derjenigen zwei Curven der Schaar bestehen, welche sich 
in dem gegebenen Punkte schneiden. 

(23) Alle Punkte, von welchen an zwei gegebene Curven 
zweiter Classe harmonische Tangentenpaare gezogen werden 
können, liegen auf einem dritten Kegelschnitt; derselbe 
werde die harmonische Curve zweiter Ordnung genannt. 

Von besonderer Wichtigkeit ist diejenige Kegelschnittschaar, bei 
welcher eine der zwei Curven 9 <= 0, ^ =» aus dem imaginären 
Kreispunktepaar besteht; man spricht in diesem (in § 18 ausführ- 
licher behandelten) Falle von einer Schaar confocaler Kegel- 
schnitte. Die zwei Curven einer solchen Schaar, die nach (21) 
durch einen beliebig gegebenen Punkt (ff) hindurchgehen, schneiden 
sich in demselben rechtwinklig, denn nach (22) liegen die Tangenten, 
welche in dem betreffenden Schnittpunkte y an die beiden Curven 
gezogen werden können, harmonisch zu allen Tangentenpaaren, die 
von y an die Kegelschnitte der Schaar gelegt sind, sie sind also har- 
monische Polaren des der Schaar angehörigen Kreispunktepaars, stehen 
daher nach (28) in § 7 auf einander senkrecht. Auch kann man 
zeigen, dass die zwei durch einen beliebigen Punkt y der Ebene 
gehenden Kegelschnitte der confocalen Schaar immer reell sind. Die 
Gleichung der confocalen Schaar hat nämlich die Form: 

(24) X(p(Uf u) — ©(m, w) = 0; 

s s 

ist hier y(ti,u)^ x/ ^f ^ik^UUk und setzt man Aa,* — <Oik = yik, 

1 1 

8 8 



SO ist (24) gleichbedeutend mit >* >* y»tW.Wi = 0. Für die Para- 

1 1 

meter derjenigen zwei Curven der Schaar, welche durch den gegebenen 
Punkt y gehen, hat man dualistisch zu (3) die Gleichung 

(^») 0,,.-»' 

und diese hat, wie wir behaupten, stets zwei reelle Wurzeln. Es folgt 
dies aus Satz (4) in § 8, indem man in der Determinante (4 a) in § 8, 

n n 

auf welche sich der Satz bezieht, die Form ^j y^ o^ik^iUk ersetzt 
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s 8 

durch ^ ^j^KikUjUk + 2(yiUi + y^ttg + j/s^s)«*; uian erhält alsdann 
1 1 

sofort die Determinante (25). Dass die zwei den Wurzeln von (25) 
entsprechenden Curven zweiter Classe nicht imaginär sind, folgt dann 
daraus, dass y ein reeller Punkt dieser Curven ist. Wir können also 
sagen : 

(26) Durch einen beliebigen Punkt der Ebene gehen stets 
zwei reelle Kegelschnitte einer confocalen Schaar, und zwar 
schneiden sich dieselben in dem betreffenden Punkte recht- 
winklig. 

Es wird in § 18 gezeigt werden, dass der eiue der beiden Kegel- 
schnitte (so lange wenigstens die 8chaar keine specielle Schaar ist) 
stets ans einer Ellipse, der andere aus einer Hyperbel besteht. 

Für eine nicht ausartende Curve zweiter Classe ip(ti,u) «= be- 
stehen ferner die drei Punktepaare der Schaar Xq>(u,u) — cj(w, m) = 
aus (d(u, u)saO und den beiden Brennpunktepaaren (vgl. S. 113 f.). 

Hieraus und aus (26) folgt in Verbindung mit (21) der Satz: 

(27) Die Winkel derjenigen Tangentenpaare, welche man 
von irgend einem Punkte P an die Kegelschnitte einer con- 
focalen Schaar, speciell auch an das reelle Brennpunkte- 
paar, legen kann, haben sämmtlich dieselbe Halbirungs- 
linie; dieselbe besteht in der einen oder anderen Tangente 
der beiden durch P gehenden Kegelschnitte der Schaar. 

Nach (2^ liegen die Punkte y, von welchen an zwei gegebene 
Curven zweiter Classe harmonische Tangentenpaare gezogen werden 
können, auf einem Kegelschnitt. Auch dieser Satz liefert besonders 
interessante Resultate, wenn man als eine der beiden Curven zweiter 
Classe das imaginäre Kreispunktepaar wählt, während die andere 
gegeben sei durch 

8 s 

(28) . g>(u, u) = ^ ^ ccikUiUt = 0. 

Es müssen nämlich nunmehr die von einem Punkte y an 9 (u, u)«=0 

gezogenen Tangenten harmonische Polaren sein von o{u,u) =» 0, also 

auf einander senkrecht stehen, so dass daher alle Punkte y^ von 

welchen an eine Curve zweiter Classe zu einander rechtwinklige Tan* 

genten gezogen werden können, auf einem 'Kegelschnitt liegen. Die 

Gleichung x(^;^)*==0 desselben wird erhalten, indem man den duar 

listischen Ausdruck zu H^^O bildet und beachtet, dass die eine 

Curve zweiter Classe durch »(w, u) = gegeben ist; daher ergibt sich: 

10* 
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(29) 2x(x, x) = («220)33 + a83»2a — ^^%Z&ti)^l + • • 

+ 2 («81 «88 + «82^081 — «SS 0^12 — «18ß'8s)^1^2 + ' ' «= 0. 

Man kann die Gleichung dieser Curye aach noch auf anderem 
Wege erhalten, wobei sich überdies sofort zeigt, dass dieselbe einen 
Kreis repräsentirt Aus (22) in § 11 folgt nämlich, dass die Gleichung 
einer Curye zweiter Classe in die Form gebracht werden kann 

(30) 9)(w, u) = c> G}{u, w) + 5 • ^1 — 0, 

wobei £ B» und Bj^=0 die reellen Brennpunkte darstellen, c eine 
Constante bedeutet. Der Ausdruck x{x,x)j gebildet für (30), besteht 
nun aus zwei Theilen, indem man ^(a;, x) zu bilden hat für c • o(i4, u), 
sowie für BBy Der erste Theil wird, wie man sofort sieht, gleich 
c • tp„^\ der zweite ist identisch mit dem Ausdruck für den geometrischen 
Ort aller Punkte, von denen nach den Brennpunkten B =^0 und 
Bi==0 zwei zu einander senkrechte Geraden gezogen werden können, 
und dieser Ort ist, wie man aus der elementaren Planimetrie weiss, 
ein Ereis mit der Verbindungslinie der zwei Brennpunkte als Durch- 
messer, etwa Z^=0. Infolge dessen wird %, gebildet für (30), von 
der Form c • tpx^ + Ä^ =5 0, und diese Gleichung stellt, da sie sich 
von JST = nur um das Glied c • tp^^ unterscheidet, gleichfalls einen 
Kreis dar, welcher überdies, wie die Gleichung des Kreises (43) in 
§ 10 zeigt, mit -BT = und somit auch mit /"(m, w) «= concentrisch 

ist. Man nennt diesen Kreis % {x,x) = 
den Directorkreis des gegebenen 
Kegelschnitts und kann somit den 
Satz aussprechen: 

(31) Der geometrische Ort 
aller Punkte, von denen an 
einen gegebenen Kegelschnitt 
Tangenten gezogen werden kön- 
nen, die zu einander rechtwink- 
lig sind, ist ein mit dem Kegel- 
schnitt concentrischer Kreis. 

Besondere Beachtung verdient 
der Fall der Parabel, indem sich 
zeigen wird, dass hier der Director- 
kreis zerfallt in die unendlich ferne 
Gerade und in die Directrix der Pa- 
rabel, unter Anwendung derselben Betrachtungsweise wie zuvor auf 
die Gleichung (30), in welcher jedoch nunmehr jB^ «= den unendlich 
fernen Brennpunkt der Parabel darstellen möge, erkennt man, dass 



Flg. 5. 
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in diesem Falle x(x,x) ■» in die unendlich ferne Gerade, sowie in 
eine Parallele zu derjenigen Geraden zerfallt, welche durch den im 
Endlichen gelegenen Brennpunkt senkrecht zur Axe der Parabel ge- 
zogen wird. Dass diese Parallele die Directrix ist, ergibt sich aus 
dem Umstände, dass die zwei ans dem Schnittpunkt D von Axe und 
Directrix an die Curve gezogenen Tangenten zu einander normal sind. 
Eine Sehne, die in B normal zur Axe steht und in P, P^ die Parabel 
schneiden möge, ist offenbar die Polare von 2); denn der unendlich 
ferne Punkt dieser Sehne (als Pol der Axe) und B (als Pol der Di- 
rectrix) sind beide conjugirt zu D^). Andrerseits folgt aus der De- 
finition der Parabel PB^PQ-^ BD, d. h. das Viereck DBPQ ist 

ein Quadrat, somit ^ PDB — y JR und PDP^ — B. Es gilt demnach 

der Satz: 

(32) Der geometrische Ort aller Punkte, von denen an 
eine Parabel zwei zu einander rechtwinklige Tangenten ge- 
zogen werden können, besteht aus der Directrix der Parabel 
und der unendlich fernen Geraden. 



§ 16- 

Einfüllrang zweckmässiger Ooordinatendreiecke in den verschiedenen 
speciellen Fällen, welche bei einem KegelsohnittbÜBChel auftreten 

können« 

In dem allgemeinen Falle, in welchem die kubische Gleichung 
Vq{1) SB nur verschiedene Wurzeln besitzt, hatte sich nach § 14 
als zweckmassigstes Goordinatendreieck das durch die Spitzen der 
drei in dem Eegelschnittbüschel vorhandenen Geradenpaare bestimmte 
Dreieck erwiesen; dasselbe war zugleich ein Poldreieck für alle Curven 
des Büschels. Bei Einführung desselben erhielten die Gleichungen 
der Curven f*^0 und g '==' des Büschels Xg — /"«»O die ein- 
fache Gestalt^: 

Sobald nun aber die Gleichung ^q(X) =^ eine doppelte oder 
dreifache Wurzel besitzt, fallen zwei Ecken des zu Grunde gelegten 
Poldreiecks zusammen, und es verlieren überhaupt viele Entwickelungen 
in § 14 ihre Giltigkeit. Zur näheren Untersuchung dieses Falles ist 
es Yortheilhaft, die zur vielfachen Wurzel gehörigen Partialbrüche 



(1) 



1) Dies gilt übrigens für jeden Kegelschnitt, nicht nnr für die Parabel. 

2) Vgl. (SO) und (29) in § 14. 
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von ürTTv- zu bestimmen. Es besteht nun nach (7) in § 13 die Relation 

wobei die Vi (i >» 1, 2, 3) ganz beliebige Grössen bezeichnen und 
Yo(A) eih; ^ + (CiiCjiC^) ersetzt ist durch C. Aus (2) folgt, da 

= -V,(A), sofort: 

^' '•<" ''•0 (:)■ 

So lange wir annehmen^ dass nicht alle Unterdeterminanten Ca 
in C verschwinden; können wir uns zunächst die Vi so bestimmt denken, 

dass für eine 6-fache Wurzel A^ (e = 2 oder 3) der Ausdruck y j 

bei völliger Willkürlichkeit der Vi nicht verschwindet, mit anderen 

Worten, dass ( ) keinen Factor A — A^ besitzt^). In Folge dessen 

0" 

wird nur der Term — 7-— Partialbrüche veranlassen, die zur Wurzel 
Ai gehören. Bekanntlich ist die Gesammtheit derselben, wofern 

gesetzt wird, repräsentirt durch: 

(X - xj' "*■ a - x.y'' "^ ■; (c - 1) ! (z - X,) ' 

Führt man daher die Bezeichnungen ein: 

1) Man kann beispielsweise einer der Grössen v den Werth 1, den beiden 
anderen den Werth Null ertheilen, und zwar kann dies auf drei Arten geschehen, 
je nachdem v^ oder v^ oder t'3 gleich 1 gesetzt wird. Aber eine dieser drei 
Möglichkeiten führt stets zum Ziel, denn wenn dies nicht der Fall wäre, würden 
für jene Doppelwurzel X^ die ünterdeterminanten Cu, C,, und Cgg verschwinden, 
und da für X B= X| auch C «» 0, so würden alle Ünterdeterminanten G^^ ver- 
schwinden, was ausgeschlossen war. 
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so erhält man für ^rjjl, je nachdem ß »» 2 oder e ^^ 5, die Darstellung: 

oder diese andere: 

Darin sind Z7^*^, Z7^*^, [7^^^ lineare homogene Functionen der m»-, 
die durch (4) und (6) definirt sind, während U^ mit dem bereits 
früher aufgetretenen und ähnlich bezeichneten Ausdrucke (15) in § 14 
übereinstimmt. 

Ist die Grösse X^ eine Doppel wurzel von VoW ™* ^ ^^^ gleich- 
zeitig für beliebige Werthe der Vt eine einfache Wurzel von ( j = 0, 

so liefern die beiden Terme in (3) Partialbrüch; mit dem Nenner 
X — X^] ferner sieht man aus (2), dass in diesem Falle X^ auch ein- 
fache Wurzel von (^ j »s ist. In Folge dessen lässt sich der Factor 

X — Aj in Zähler und Nenner von — ^—r- zweimal wegheben, so dass 

CD 

alsdann dieses Glied, ebenso wie -7— r- , im Nenner den Factor X — A, 



nur noch einmal besitzt. Durch Partialbruchzerlegung ergibt sich 
daher jetzt eine Gleichung von der Gestalt: 

.„ Mvw _ P<^> y<'> , tr<»> g <»> , 0-.' 

wobei 



(10) C/w = 



<■ --.>''(:) I ..... (<"-«¥(::)) 



f/c) = 



ly-^ou' 1 v-c) 

Der Fall, dass eine Doppelwurzel .Aj von ^o(X) ™ auch Doppel- 
wurzel von y) B» ist, kommt nicht in Betracht, da alsdann der 

Factor X — X^ in der rechten Seite von (2) vierfach , somit in ( J 

einfach enthalten sein müsste, es wäre y ) für beliebige Ui und Vi 

theilbar durch X — A^, d. h. die Coefficienten dtk des Kegelschnitts 
f{x, x) = wären proportional den Coefficienten J,* von g{Xf x) = 0, 
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beide Kegelschnitte somit identisch und überhaupt kein Büschel vor- 
handen. 

Der letzte mögliche Specialfall wäre endlich derjenige, bei welchem 
der Factor k — X^ in ^q(I) zur dritten Potenz erhoben vorkommt und 

überdies in yU also auch (wie oben) in ( K einfach enthalten ist 

er 

Nun lasst sich der Factor X — X, in Zähler und Nenner von —7- r 

zweimal wegheben, so dass alsdann dieses Glied im Nenner noch den 
Facl;or (A — li)* besitzt Setzt man 

(1*) ^-=,7=^x' C^'>-=[t^l...., P«==ß?L,. 



!/--(:)' 



I7W 



V-0 



ji=a, 



V (X) 
so erhält man für ^r^^ die Darstellung: 

Der Fall^ dass eine dreifache Wurzel von Yq(A) »= zugleich 
Doppelwurzel von f j «s wäre^ kommt nicht in Betracht^ da bereits 

der Fall einer in ( j »» zweifach enthaltenen Doppel wurzel von 

^q{X) «= auszuschliessen war. 

Abgesehen von dem allgemeinen Falle, in welchem die Wurzeln 
von ^o(X) von einander verschieden sind, haben wir also vier specielle 
Fälle zu unterscheiden, die wir nochmals kurz zusammenstellen und 
mit den in § 14 mit IIa, IIb, III a, III b bezeichneten Fällen ver- 
gleichen, auch mit denselben Nummern bezeichnen wollen. 

IIa) Für die Doppelwurzel A — Aj von Vo W — bleibt (^) von 

Null verschieden^ es liegt daher der Fall IIa) in § 14 vor, die Kegel- 
schnitte des Büschels berühren sich in einem und demselben Punkt, 
und die gemeinsame Tangente ist eine Gerade des Paares X^g — f^^O. 
Man hat nach (7): 

^ ^ Vo w (X - x,y "^ ~(x - X,)' "^ X - X, • 
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Illa) Für die dreifache Wurzel A — Aj von ^^(X) = bleibt (^) 

von Null yerschiedeU; es liegt daher der Fall Illa) in § 14 yor^ die 
Kegelschnitte des Büschels osculiren sich und schneiden sich noch in 
einem vierten Punkte. Man hat nach (8): 

IIb) Der Factor A — A^ ist in ^oW zweifach enthalten, in Ij 

einfach, und zwar bei willkürlichen Werthen der Grossen t;,-; es ist 
daher 

mithin liegt der Fall IIb) in § 14 vor, zwischen den Kegelschnitten 
des Büschels findet doppelte Berührung statt. Man hat nach (9): 

Illb) Der Factor X — X^ ist in Vq{X) dreifach enthalten, in yj 

einfach, und zwar bei willkürlichen Werthen der Grossen Vi] es ist 
daher 

mithin liegt der Fall lUb) in § 14 vor, die Gurven des Büschels 
haben vier zusammenfallende Punkte gemeinsam. Man hat nach (12): 

^"1^) Mvw " (r=rx;p + ^t=^ + t^zi^ • 

Wir haben nun noch die den eben angegebenen speciellen Fällen 
entsprechenden Darstellungen der Kegelschnitte /* »= und j^ -» in 
Punktcoordinaten zu untersuchen* 

Zuvor wollen wir noch eine Formel ableiten, die im Folgenden 

mehrfach zur Anwendung kommt und sich auf die Determinante r j 
bezieht, welche aus ( ) dadurch hervorgeht, dass man Ui ersetzt 
durch gi »» _^'^/|;^). Multiplicirt man nämlich die drei ersten Yertical- 

reihen von r) resp. mit y » "r ? ^ ^^^ subtrahirt sie von der vierten, 

und verfährt man hierauf in gleicher Weise mit den Horizontalreihen, 
so ergibt sich die Identität 

(13) _A«(j) = (/-+Ai,)H'o(A)-(p. 



154 11. Abschnitt. § 16. 

Betrachten wir nun den Fall (IIa) (einfache Berührung). 
Analog dem Verfahren, welches beim allgemeinen Falle benutzt 
wurde ^), ersetzen wir in (IIa) die Veränderlichen Ui durch die Diffe- 

rentialquotienten —^'(a;,)«»^^ (i = 1, 2^ 3) und erhalten, "wenn die 

vermöge dieser Substitution aus ü^^\ Z7^*>, U^ hervorgehenden Aus- 
drücke resp. durch X^^X^X^ bezeichnet werden: 

(14) - (J) : %iX) = -^^, + 2^^ + ^. 

Der Grund, weshalb die aus ü^^^ und ZJ^*) hervorgehenden Aus- 
drücke gerade mit X^ und X^ bezeichnet wurden, liegt darin, dass die 
Relation 

(15) u,x, + v,x, + u^x, = m^X, + ÜWZg + Ü,X, 

erfüllt werden sollte. Dass diese nun erfüllt ist, zeigt man ähnlich 
wie bei (34) in § 14 auf folgende Weise: Man ersetzt in (IIa) t*. 
durch Ui -{■ iigi und vergleicht beiderseits die Goef&cienten von ft\ 
wodurch sich ergibt 

hierbei ist für \{l) der Werth B(X — l,y(X - Aj) substituirt, den 
dieser Ausdruck im gegenwärtigen Falle annimmt. Für A ^^ oo erhält 
man alsdann die Relation 

deren linke Seite mit u^x^ + ^2^2 + ^^8 identisch ist, wie leicht ein- 
zusehen; hiermit ist die Beziehung (15) erwiesen. 

Entwickelt man auf der rechten Seite von (14) vermöge der Formeln 

(16) (T:=rij2-X7 + -X3- + -ir + --und^-^«_ + _ + _ + 
nach absteigenden Potenzen von A, so ergibt sich 

+ 2,«(A + A, + i-* + ••)), 

und hieraus durch Vergleichung der Coefficienten von A* und A' mit 
Rücksicht auf (13): 

,l7^ I g--2X,x, + x,\ 

_ ^ _ \ f=X^' + 2k,X, X, + A3X3I 

1) Vgl. S. 139. 
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Die GleicbuDgen dieser beiden Kegelschnitte in Liniencoordinaten 
erhält man aus (IIa) durch die Substitution A «= 0^ resp. A s=> oo in 
der Form 



(18) 



G 
B 



2 J7(») C/w + üj*, 
i?" = jB { _ Ag üw 1^(1) + 2 Aj A, ?/(« t7(*) + Ai» D,« } , 

wobei sich anf Grund der Relation BX^X^ <» A die zweite Gleichung 
auch ersetzen lässt durch 



(18a) f 

Femer erhält man 



X * 

'^i 



+ 



K 



+ 



R 



(19) 



X,* 



Plg. 6. 



^>o 



f ^^9 - f -=^ i^h - h)^z' 

woraus hervorgeht, dass Xg = 0, Zg = die Coordinaten des gemein- 
samen Berührungspunktes aller Kegelschnitte des Bücheis sind^ während 
für die Coordinaten der zwei übrigen Grundpunkte des Büschels die 
Proportionenreihe Geltung hat: 

(20) Xi : Zg : Zg = 1 : 2(^3 — h):± 2l/Ä~^. 

Aus (17) und (18) ersieht man auch; dass Z^ = die Gleichung der 
Tangente des ge- 
meinschaftlichen 
Berührungspunk- 
tes ist^ sowie dass 
die Gerade Z3=0 
harmonisch liegt 
zu Zg =» und 
zu dem Geraden- 
paare Aj^r— ^=0, 
welch letzteres die 

Verbindungs- 
linien des Berüh- 
rungspunktes mit 
den beiden ande- 
ren Grundpunkten 
des Büschels dar- 
stellt. Die Gerade 
Zg = schneidet 

den Kegelschnitt g = in dessen zwei Berührungspunkten mit den 
Seiten Zj = 0. und Z^ = des Coordinatendreiecks (vgl. Fig. 6). 






/ 



/ 







r^'o 



X=K 
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Im Falle (III a) (Osculation) ersetzt man die durch die Sub- 
stitution Ui == -^g'{Xi) aus TJ^'^\ IP^, TP^ hervorgehenden Ausdrücke 
resp. durch X^j X^, X^ und erhält hierdurch 

(21) - (J) : VoW - (,-14^, + ^-^ + ?-'J^P • 

Auch hier liegt der Grund dieser Bezeichnungsweise darin , dass die 
Relation 

erf&Ut werden soll, deren Bestehen in gleicher Weise wie im zuvor 
betrachteten Falle nachgewiesen wird. 

Man konnte auch jetzt wieder die rechte Seite von (21) nach ab- 
steigenden Potenzen von X entwickeln und würde nach Multiplication 
mit }? durch Vergleichen der CoefGcienten von k*' und k^ mit Rück- 
sicht auf (13) die Gleichungen der Kegelschnitte f und g^ bezogen 
auf das Dreieck X^^ X^, X^^ erhalten. Eine andere Methode hierflir, 
die auch in allen Fällen zum Ziele führt, ist folgende. Aus (13) und 

(21) ergibt sich für den jetzt betrachteten Fall 

woraus man durch Vergleichen der Coefficienten von X* und A' und 
nach Division durch B erhält: 

I <, = X,« + 2X.Z, 

(22) j /• - 3A,fli = 2XgX, — 2A;Xj« - 4A,X, X, , also 
I /•=A,X,V+2A,X,X, + 2X^X3. 

Ferner ist 

(23) l^g-f 2X,X3. 

Die Gleichungen in Liniencoordinaten werden: 



(24) 



oder auch 

£ _ m) um _ 2Ai t^C) f7(») + Ai»(f7<*> £7««) + 2tA») t7<'>). 
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Fig. 7. 



Hier ist {7('> «s die Gleichung des allen Kegelschnitten des 
Büschels gemeinsamen OsculationspunkteS; X, =» die gemeinsame 
Tangente; 0^«) = ist die Glei- 
chung des Tieften Schnitt- 
punktes, X| a» stellt die in 
demselben an ^ <=» gezogene 
Tangente dar; X^^^O ist die 
Gleichung der gemeinsamen 
Berührungssehne (vgl. Fig. 7). 

Nachdem die Fälle (IIa) 
und (Illa) im Vorhergehenden 
ausführlich behandelt sind, geben 
wir bei (üb) und (Illb) nur die 
R>esultate an. 

Sind im Falle (IIb) (dop- 
pelte Berührung) X^jX^jX^ 
die Ausdrücke, welche aus U^^\ 
U^^\ U^ vermöge der Substi- 
tution Ui^^~^g'{Xi) hervorgehen, so erhält man die Gleichungen der 
Kegelschnitte f=0 und ^ = in der Gestalt 




(25) 
femer wird 



(26) 
und 

(27) 



X>9 - f = (,1, - l,)(X,* + X,') 



F 
Ä 

G 
B 






Hier stellt ^ «» die Verbindungslinie der zwei gemeinsamen 
Berührungspunkte dar, während die Coordinaten dieser Punkte zu be- 
stimmen sind aus X^ : X^ = +]/ — 1, Xg » 0. Die Auflösung dieser 
Gleichungen erfolgt wieder am einfachsten vermittelst der Identität 

u^x, + u^x^ + «3^^ = J7(^)X, + I7WX, + f/jX«, 
so dass 



jjix) + j/_ 1 [7(2) = 0, m^ - y— 1 m) = o 

die analytischen Darstellungen der Berührungspunkte werden. 
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Im Falle (III b) (vier zusammenfallende Punkte gemeinsam) 
ersetzt man die durch die Substitution Ut =» -^g'ix^ aus 'n^^\ Zß^\ 17^'^ 
hery ergehenden Ausdrücke resp. durch X^^X^^X^. Alsdann findet man 

f=X,' + 2X,X,X, + X,X,^ 
g = 2X,X, + X,\ 

K9-f ^\ 



(28) 



(29) 



(30) 



E. 

A 

G 
B 

F 






^ — Aj m^ m^ + k,\2 m^ m) + u^») t/w). 



B 



Hier ist X^^^O die Gleichung der Tangente des gemeinsamen 
Berührungspunktes U^^^ = 0, Xj «=* irgend eine durch diesen Punkt 
gehende Gerade, X^ = die Tangente des Kegelschnitts ^ «== in 
dessen zweitem Schnittpunkte mit X^ <=» 0. 



§ 17. 
Geometrische Deutung einiger algebraischer Formen. 

In den vorhergehenden Paragraphen dieses Abschnitts wurde haupt- 
sächlich untersucht, welche Eigenthümlichkeiten in der Lage der beiden 
Kegelschnitte /"«^O, ^ = gegen einander auftreten, wenn die Glei- 
chung M'o(A) = mehrfache Wurzeln besitzt. Die folgenden Betrach- 
tungen sollen zeigen, welche geometrische Bedeutung es hat, wenn die 
Coefficienten 6 und H dieser Gleichung und einige andere damit zu- 
sammenhängende algebraische Formen verschwinden'). 

Wir gehen aus von den Gleichungen in Liniencoordinaten 



(1) 



F = ^nV + 2A^^u^u^ -f ^82 1(/ + 2A^^u^u^ 

+ 2^8fijU3 -f -438 V = 

G EH ^11 V + 2B^^UyU^ + JB22 V + 2^,8^1 tis 



für die Kegelschnitte f{x, x) = und g{x, x) «= 0. Es ist alsdann 
die Determinante A von F=0 gleich Ä^, wenn A die aus den a,jt 

1) Man vergleiche auch die von Herrn Gundelfinger gegebene DarsteUang 
in § 8 des dritten Supplementes zur dritten Auflage von Hessens „Vorlesungen 
über analytische Geometrie des Raumes", 1876. 
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gebildete Determinante bezeichnet, und jede Unterdeterminante A,« 
des Elementes Aa in A ist gleich Aont. Analoges gilt fQr den Kegel- 
schnitt G = 0. Setzt man 



(2) 



— /* ^31 4- 1/^3, - ^^32 + vBj^ — /* ^33 + l/JBs3 O^g 
■4/ j »I/o ^3 \y 

= ^Vo + 2fAvyi + ^^2 

und vergleicht man diese Determinante mit dem analogen Ausdruck 
in (4), resp. (9) in § 13, so erkennt man unter Bücksicht auf die 
eben erwähnten Determinantenrelationen, dass 

dass ferner y^ gegeben ist durch 

(4) 2y^ = (a, 6)11^?,' + 2(a, V),^x^x^ + (a, 6)22^:2' + 2(a, V),^x^x^ 

+ 2(a, V)^^x^x^ + (a, 6)33^, 
wo 

(Ö7 ö)i2 = -^81-^32 "T -^32-^81 -^83^12 -^12^33 > 

während die übrigen (q, b),« Ausdrücke bedeuten, die aus den hier an- 
gegebenen durch cyklische Vertauschung der Indices hervorgehen. 

Der Kegelschnitt y^ = entspricht daher dualistisch fl" = in 
§ 13 und § 15 und ist nach (23) in § 15 der geometrische Ort aller 
Punkte, von welchen an i^ = und G = zwei Paare zu einander 
harmonischer Tangenten gelegt werden können. 

Wir wollen nun der Determinante (2) eine etwas andere Gestalt 
geben. Zu dem Zweck stellen w4r A und B als Determinanten vierten 

Grades ^ + {<hi ^2 ^83 ^44) 'j^ i (^11 ^22 ^33 ^u) ^^h indem wir 

^44 "^ ^44 *^ 1 ^^d üyS ■=» 6yJ = 

setzen, sobald einer der beiden Indices y und d (y^S) gleich vier 
wird. Alsdann erhält man durch Multiplication der Gleichung (2) 
mit der Identität 

^ ± (a^ a„ «33 0^4) -^ + (611 &g2 63s b^) = AB 

nach zweimaliger Anwendung des Multiplicationstheorems der Deter- 
minanten das Ergebniss, dass der Ausdruck 
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(5) 



II. 
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xa„ + A611 


««12 + ^&J2 »«18 + ^hl 


fr 


^«21 + ^^^1 


««22 + ^^22 »«23 + ^^28 


f. 


xösi + A6si 


»«82 + ^*82 »«88 + ^^38 


fz 


9i 


92 9l 






wenn einzelne Coefficienten der Potenzen von A in ^^ 



durch die Substitution x «= vB^ k = fi^A übergeht in 
und dasB daher das System von Gleichungen besteht 

(6) yo = ^f> n — «7 yi = Sg 

(vgl. übrigens (3) und (4)). 

Den Functionen y^, sowie Ag und £/* lässt sich eine Gestalt 
gebeU; aus welcher man ohne Mühe die besonderen geometrischen Be- 
ziehungen ableiten kann, die zwischen f=^0 und j^ «= eintreten, 

verschwinden. Wir setzen, um hierauf naher einzugehen, in der Deter- 
minante (5) den variabelen Parameter x = — 1 und addiren die resp. 
mit Xi^x^yX^ multiplicirten drei ersten Verticalreihen sämmtlich zur 
letzten Verticalreihe, so dass sich mit Anwendung der bereits früher 
definirten Bezeichnung ergibt: 

Äg - 2kx + X'Bf^ - a(j) -9-2±{e,,c„ c„) 

l(^) - g {l'B — 3k*e + SXH - A\. 

Nennt man F{gi,g^,g^, S{giygi,g^ etc. die Ausdrücke, welche 

aus F, H etc. vermöge der Substitution «j -= -_ g'Oci) -=• ff< hervor- 

gehen, so entsteht durch Yergleichung entsprechender Glieder auf 
beiden Seiten der letzten Identität: 

(7 a) Bf 2Hig„ g„g,) + 30^^, 

ab) 2i F(ß„ g„ g,) -{. 3Hg , 

und hieraus durch Vertauschung der a^ mit den biki 

(8 8) Äg = - 2Hif, ,f,,Q + S Hf, 

(8b) 2x--Gifi,f,,Q + SQf- 

Es sind aber gx^g^jg^ die Coordinaten der Polarb eines Punktes 
X in Bezug auf den Kegelschnitt g =^0, und da F(uj u) «« die 
Gleichung von f=0 in Liniencoordinaten bedeutet, so stellt die 
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Gleichung F(jgj^,g^^g^) = Of welche die x als Yariabehi enthält, den 
geometrischen Ort derjenigen Punkte dar, deren Polaren in 
Bezug auf 5^ = zugleich Tangenten von jP«s»0 sind. Ana- 
loge Bedeutung hat 6r(/i,/^2>^) "^ 0. 

Ebenso folgt, dass ifCfl^ij^a; </») = 0, resp. H{fi,f^yQ = 
der geometrische Ort derjenigen Punkte ist, deren Polaren 
in Bezug auf flr = 0, resp. ^=0 zugleich Tangenten von H 
sind, d. k deren Polaren in Bezug auf ^f =» 0, resp. f=^0 die 
beiden Kegelschnitte f und g in harmonischen Punktepaaren 
treffen^). 

Unter der vorläufigen Annahme, dass die Determinanten Ä und 
B nicht verschwinden, wollen wir nun die geometrische Bedeutung 
von 6 <» untersuchen. 

Aus (8b) folgt, dass für 6=0 die Kegelschnitte G^(/i,/i,/i) = Ö 
und X '=^ identisch werden, d. h. von jedem Punkte Xy dessen Polare 
m in Bezug auf f^^O die Curve g '=^ berührt, lassen sich alsdann 
gleichzeitig an f und g zwei Paare zu einander harmonischer Tan- 
genten legen ^). Ein jedes solches Tangentenpaar^ das an ^-«O gelegt 
ist, bildet nun zusammen mit der Polare m ein dem Kegelschnitt 
^ SB umschriebenes Poldreiseit von /*=0. Man hat also den Satz: 

(9) Wenn 6 verschwindet, können dem Kegelschnitt ^«»0 
unendlich viele Poldreiseite von /*ssO umschrieben werden. 
Die Ecken aller dieser Poldreiseite liegen auf dem Kegel- 
schnitt 6?(/i,/i,/i) = 0. 

(10) Und umgekehrt: Ist die Curve ^-»0 irgend einem be- 
bestimmten Poldreiseit von f^^O eingeschrieben, so wird 
6 = 0. 

Die Coordinaten Xi einer beliebigen Ecke eines solchen Poldrei- 
seits erfüllen nämlich die Gleichungen ^ «= und 6r(/i,/'2,/3) = 0, 
somit wegen (8 b) auch 6/*<» 0; da aber die Polare des Punktes x in 
Bezug auf f «=0 nicht durch diesen Punkt hindurchgehen soll, können 
seine Coordinaten nicht f=0 erfüllen, sondern muss 6 verschwinden. 

Eine zweite geometrische Bedeutung von 6 = folgt aus (7 a). 
Diese Gleichung zeigt, dass für 6 = jeder Punkt p von /*«= gleich- 
zeitig dem Kegelschnitt S{gi, g^, g^) *^ angehört, d.h. dass p ein 
Punkt ist, dessen Polare in Bezug auf ^ «= die beiden Kegelschnitte 
f und g in zwei harmonischen Punktepaaren PuP^ und ic^, x^ schneidet 



1) Zufolge der in § 15 abgeleiteten Bedeutung des Eegelschnitts H =^ 0, 

2) Mit BerücksicbtiguDg der geometrischen Bedeutung der Kegelschnitte 
y, EE z - und G(f,,f^, U) = 0. 

Onndelfinger, VorleBttngen. 11 
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0£fenbar bilden die drei auf dem Kegelschnitt f gelegenen Punkte p^^ 
P27 Pd ®^^ Poldreieck von ^f = 0, denn die Polare des Punktes p^ in 
Bezug auf g muss sowohl durch den Pol p der Geraden p^p^ hin- 
durchgeben, als auch durch den vierten harmonischen Punkt zu p^^ 
^i,n^f d. i. ^27 u^d analoges gilt von der Polare des Punktes p^y sie 
fallt mit pp^ zusammen. Man kann daher den Satz aussprechen: 

(11) Wenn 6 verschwindet, geht der Kegelschnitt f(XyX)=0 
durch unendlich viele Poldreiecke von 6r(M,M) = 0. Die Seiten 
dieser Poldreiecke berühren sämmtlich den Kegelschnitt 
H=0. 

umgekehrt kann man auch zeigen: 

(12) Wenn von zwei Kegelschnitten f=0 und ß = der 
eine (f-^O) durch irgend ein Poldreieck des anderen geht, 
verschwindet 6. 

Die Coordinaten Xi irgend einer Ecke p des Dreiecks pPiP^ genügen 
nämlich nach der Voraussetzung den zwei Relationen 

/•=0, H{g^,g^,g^) = 0, 

und somit wegen (7a) der Gleichung 6^ = 0. Da die Gerade p^p^ 
nicht durch p gehen soll, kann der Punkt p nicht auf ^ »= liegen, 
sondern muss 6 verschwinden. 

Wir wollen unter Benutzung einer von Herrn Bosanes einge- 
führten Bezeichnung^) sagen, dass im Falle 6 «» die Kegelschnitte 
f=0 und 6r = conjugirt liegen^). Diese Bezeichnungsweise ist 
äusserst zweckmässig, zumal die Relation 6e=0 in dem besonderen 
Falle, dass die Bit die Coefficienten einer ein Paar von Punkten y,e 
darstellenden Curve zweiter Classe sind, übergeht in die Relation 
f(y^e) t=s Of welche nach § 4 aussagt, dass y*und conjugirte Pole 
sind von /*= 0. 

Hält man die Theoreme (9) und (10) zusammen, so folgt: 



1) Vgl. Bosanes: „Ueber Systeme von Kegelschnitten*', Math. Annalen, 
Bd. 6, S. 268, 1872. 

2) Allgemeiner nennt man eine Corve zweiter Ordnang 

8 8 

1 1 

conjagirt zu einer (eventnell aasartenden) Curve zweiter Classe 

8 8 

<p(tt, t*) = 2 2 «^ ****** = ^» 
1 1 

wenn ana^^ + a^^a^^ + a^^a^^ + 2a,3a,3 + 2as,«sj + 2a,j«,2 = 0. 
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(13) Wenn ein Kegelschnitt die Seiten irgend eines Pol- 
dreiseits einer Curve zweiter Ordnung berührt, so berührt 
er stets auch noch unendlich viele Poldreiseite der Curve. 

Analog liefern (11) und (12) den Satz: 

(14) Wenn ein Kegelschnitt durch irgend ein Poldreieck 
einer Curve zweiter Ordnung geht, so geht er stets auch 
noch durch unendlich viele Poldreiecke der Curye. 

Ausserdem folgt aus den Sätzen (9) — (12): 

(15) Wenn die Curve ^f — Poldreiseiten von /"««O ein- 
geschrieben ist, so lässt sich gleichzeitig die Curve f=0 
Poldreiecken von ^ = umschreiben, und umgekehrt 

Vertauscht man in den Theoremen (9) — (12) die Cofßcienten a^ 
mit den hiky also f mit ^,- F mit G (oder benutzt man die Relationen 
(7 b) und (8 a)), so ergibt sich die geometrische Bedeutung der Be- 
ziehung H = 0. Man erhält alsdann die Sätze (16) — (19): . 

(16) Wenn H verschwindet, können dem Kegelschnitt f=0 
unendlich viele Poldreiseite von ^«»0 umschrieben werden. 
Die Ecken aller dieser Poldreiseite liegen auf dem Kegel- 
schnitt F{g^,g^,g^) «= 0. 

(17) Ist die Curve /"«O irgend einem bestimmten Pol- 
dreiseit von jjf =* eingeschrieben, so wird H = 0- 

(18) Wenn H verschwindet, geht der Kegelschnitt g{x,x)=^0 
durch unendlich viele Poldreiecke von F{u,u) = 0. Die Seiten 
dieser Poldreiecke berühren sämmtlich den Kegelschnitt 
iZ=0. 

(19) Wenn von zwei Kegelschnitten F=0 und ^f = der 
eine (^«=»0) durch irgend ein Poldreieck des anderen geht, 
verschwindet H. 

Es möge nun angenommen werden , dass der Kegelschnitt f=0 
in ein Geradenpaar zerföUt, also Ä = ist. Man hat dann eine 
Identität von der Form: 

in der die U die Coordinaten der Spitze des Geradenpaares bedeuten^ 
und in der nach (35) in § 8 die Quadrate und Producte UiUk durch 
die hu ersetzt werden dürfen. Die vermöge dieser Substitution ent- 
stehende Gleichung 

(20) 3H=K«„<„<,) 
lehrt: 

(21) Die Spitze eines durch f=0 dargestellten Geraden- 
paares liegt auf dem Kegelschnitt g^=0, wenn der Ausdruck 

11* 
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H verschwindet, und umgekehrt hat das Verschwinden von 
H zur Folge, dass die Spitze jenes Geradenpaares auf 
g =^0 liegt. 

Wären dagegen die beiden Relationen A = und = gleich- 
zeitig befriedigt, so hat, wie wir oben sahen, jeder Punkt des Geraden- 
paares /*=0, insbesondere also auch der Scheitel desselben, die Eigen- 
schaft, dass seine Polare in Bezug auf ^ «» die zwei Kegelschnitte 
f und g in harmonischen Punktepaaren schneidet, oder mit anderen 
Worten, dass sich von jenem Scheitel an die Ourve gr = ein Tan- 
gentenpaar legen lässt, das harmonisch ist zu dem Geradenpaare 
selbst. Also: 

(22) Ein Geradenpaar f=0 bildet ein harmonisches Po- 
larenpaar des Kegelschnitts ^ = 0, sobald 6 verschwindet. 

Wenn von vier harmonischen Strahlen zwei in eine Gerade fallen, 
wird bekanntlich gleichzeitig noch ein dritter Strahl mit dieser Ge- 
raden identisch. Durch Verbindung der Theoreme (21) und (22) er- 
gibt sich daher: 

(23) Bestehen die drei Relationen ^ = 0, H = 0, 0=0 
neben einander, so wird die Curve g = von der einen Ge- 
raden des Geradenpaares f=0 in dessen Scheitel berührt 

Das Tangentenpaar, das man im Falle ^ *= von der Spitze t 
des Geradenpaares /" = an den Kegelschnitt g = legen kann, ist 
gegeben durch 

ffi^7 ^) • 9(^7 — 9\^} = 0> 

und da nun ^, ^3, ^ die Coordinaten der Spitze des Geradenpaares 
bedeuten, sind die Quadrate und Producte der t proportional zu den 
Unterdeterminanten An, so dass sich die Gleichung des Tangenten- 
paares bei. Einführung dieser Grossen verwandelt in 

5Hg-F{g^,g^,g^) = 0, 

und dieser Ausdruck ist nach (7 b) äquivalent mit % = 0. Man hat 
daher folgenden Satz: 

(24) Wenn der Kegelschnitt /"=0 in ein Geradenpaar zer- 
fällt, so repräsentirt z = das Tangentenpaar, das von der 
Spitze des Geradenpaares an den Kegelschnitt g = gelegt 
werden kann. 

Im Falle H = liegt nach (21) die Spitze von f=^0 auf dem 
Kegelschnitt g = 0] die beiden Tangenten, die für J. = 0, H ^ von 
der Spitze des Geradenpaares /*=0 an die Curve ^ = gelegt werden 
können und nach (24) durch % = dargestellt sind, fallen daher, 
wenn H=»0, zusammen, und wir können in Ergänzung zu (21) sagen: 
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(25) Wenn die Relationen J. = 0, H == neben einander 
bestehen, liegt die Spitze des Geradenpaares f=^0 auf ^ == 0. 
Die Tangente der Gurve in diesem Punkte wird doppelt 
zählend dargestellt durch x = 0. 

Verschwindet auch noch 6, so gelangen wir zum Satze (23). 
Ausserdem folgt: 

(26) Wenn -4 — 0, H = 0, — 0, JB = 0, so zerfallen beide 
Kegelschnitte in Geradenpaare, und zwar der Art, dass 
beiden Paaren eine Gerade gemeinsam isi Die Verbindungs- 
linie der Spitzen wird doppelt zählend dargestellt durch 
X = 0. • 

Dabei ist vorausgesetzt, dass nicht auch noch die Unterdetermi- 
nanten Aih den Bik proportional sind, denn im Falle einer solchen 
Proportionalität würden nach S. 137 f^=0 und g ^^=^0 für Ä = li 
= H = 6 «= zwei Geradenpaare mit gemeinsamer Spitze darstellen. 

§ 18. 
Oonfoeale KegeLsohnitte. 

Sind 9)(m, w) = und ^(w, w) = die Gleichungen irgend zweier 
Kegelschnitte in Liniencoordinaten, so stellt 

(1) (iq)(u, m) — ^ (m, ii) = 

für yariirende Werthe des Parameters ft nach § 15 eine Schaar von 
Kegelschnitten dar: die Gesammtheit aller Curven zweiter Glasse, welche 
die vier gemeinsamen Tangenten von qp = und ^ s» berühren. 
In dieser Schaar sind nach (18) in § 15 insbesondere drei Punkte- 
paare enthalten, nämlich die Paare der Schnittpunkte der vier gemein- 
samen Tangenten oder der sechs Ecken des durch diese Tier Geraden 
gebildeten vollständigen Vierseits. Dabei sind diese Punkte der Art zu 
Paaren zusammenzufassen, dass immer zwei Gegenecken des Vierseits 
zusammengehören. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, dass die eine der zwei 
Grundcurven der Schaar, etwa ^(u, u) «= 0, nicht eine beliebige Curve 
zweiter Glasse, sondern speciell das Paar der imaginären Kreispunkte 
ci(u, ti)saO ist; man bezeichnet alsdann das System 

(2) /*9)(m, u) — ©(u, w) = 0, 

wie bereits S. 146 erwähnt, als eine confocale Schaar von Kegel- 
schnitten. Während die Determinante von cd gleich Null ist, 
wollen wir diejenige von ip als nicht verschwindend voraussetzen. 
Es sei ferner 
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8 s 



1 1 



Uk 



und 

(3) (iq)(u, u) — c}(w, t*) = yii u^^ + 2yi^u^Ui + 7/^2 V + 2^,3^1 1*» 

+ 2y23M2«<s + y88V; 
wobei ya = ft««* — oj^. 

Die Determinante r(fi) ^e ^ + (y,i ^22 ^ss) reprasentirt gleich 

Null gesetzt eine kubische Gleichung in ft, welche nach (4) in § 8 
nur reelle Wurzeln besitzt. Man findet (dualistisch zu (8) in § 13): 

(4) r(^) E^ 2^ ± (^11 ^22 ys») = **'A — ft^Aj + ft Ag , 
wobei A, Aj, Ag die Werthe besitzen: 



(5) 



A = 2^ + («11 «22 «3») ; 



Ai = All (Dil + ^220^22 + A33Ö88 + 2 A,2CDi2 + 2Ai3©^3 + 2/^(0^, 
Aa = «11 Qi, + «22 022 + «SS^dS + 2ai2Ql2 + 2 «13 013 + 2 «23 023 

— Mp,p) (vgl. (16) in § 7). 



Dabei ist P^a die Unterdeterminante des Elementes «a in A. Das 
absolute Glied in (4) fehlt, weil die Determinante von a}(u,u) gleich 
Null ist Uebrigens werden wir weiterhin von der Relation Gebranch 
machen: 

(6) r(^) = ^[l{ll - fii)(fA — (li) , 

in welcher fii und (i^ die zwei von Null verschiedenen Wurzeln der 
Gleichung 

(7) ro*) = (,'^ - ^»^ + ^A, = 

bezeichnen; es ist dann offenbar 

(8) A, = A(^ + ^) , Ag = r 9)(p, 2?) = Afiifi, . 

Setzt man noch 



(9) X(/.) = - 



/*aii — cDji /[iffia — 0,2 f^Äis — fi>i3 ^1 

flÄjl ^il f*«22 — »22 f*«2S ^23 ^2 

/*«81 — ß'si f*«82 -^ ^32 /*«33 "^ ^S3 ^3 

X. 



Xi x^ 



8 



-~öm' 



so folgt durch Partialbruchzerlegung: 

(m\ X(p) _ X(ft,) 1 x(ft,) 



1 L X(0) 

->*,■'" r'(o) 



2^ 
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Wie aus (9) zu ersehen^ ist hier 

8 8 

(11) x(o) ^-22 ^'**'** "" *(a*> + P»'^ + ^»^)*' 

1 1 
unt^r Pi,PifPz die Coordinaten der unendlich fernen Geraden ver- 
standen; ferner ist nach (7) und (8): 

(12) r(0)^P^ = tq>ip,p). 

Für eine Wurzel iii der Gleichung (7) wird X(f() ein vollständiges 
Quadrat, da in diesem Falle der zugehörige Kegelschnitt der Schaar 
in ein Punktepaar ausartet, dessen Träger doppelt zählend durch 
X(fi) =0 dargestellt wird. Man kann daher setzen: 

(13) P^ = [«/')«, + „,«a;, + «,(0^;,]« = ^Z,* (i == 1, 2), 

und erhält, wenn man für p^x^ + A^a + A^s ^^^^ -^s einführt: 

(14) ^^!^\ „ fti^i* I f*«^* -L ^* 



(15) 



ßpeciell die Werthe ft = oo und (i = liefern hieraus die Glei- 
chungen der Kegelschnitte q>(u, u) = und a)(u, u) = m Punkt- 
coordinaten 

f ^^ = ^ Z,« + ftX,» + ^^, wobei 

S 8 

1 1 

Wir ersetzen nun in der Determinante (9) die Xi durch ^ 9>'(**«) ^^ 9* 

und nennen —, ^, 9(P;jP) • ü^ die hierdurch aus X^, X^, Xg in (13) 
hervorgehenden Ausdrücke, so dass also 

(16) ^ = «.'>.+_<?..+ V^, (i = 1, 2) , 

alsdann folgt aus (14): 

(17) - C) : r(p) = - ,- ^'- , + - - 3'._ + ^(P^KV . 

Analog zu (13) in § 16 ist nun: 

(:)'■ ^ c) 
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und wenn man in (17) auf der rechten Seite nach absteigenden Po- 
tenzen von fi entwickelt, erhält man 

-S'*'-''M^"(i+?.+-)+f(7+?+-)+^^^'^-|. 

so dass sich durch Vergleichung der Coefficienten von (i^ und fi^ in 
den beiden letzten Relationen ergibt: 

(18) U(-,-) = ^V + f + 9(l>,l>)-f^3% 

U(w,ü)= U,'+ U,\ 

Hierbei geht aus co(w, w) = U^ + TJ^ hervor, dass die Ausdrucke 
Ui und U2 positiv sind, denn m{uy u) ist nach § 7 eine definite, 
positive Form und als Summe zweier reellen Quadrate darstellbar. 
Aus der Realität von U^ und TJ^ folgt alsdann auch diejenige Yon X^ 

und X^\ die Ausdrücke U^ ^ ^:^' ^ | und Xj E^Pia;^ +ä^2 + A^s 

sind selbstverständlich reell. Es werde bei dieser Gelegenheit noch 
bemerkt, dass die X,- und Z7« in (13) und (16) wesentlich mit Rück- 
sicht auf die Gleichungen (18) und (19) gewählt wurden. 

Dass die Coordinaten {7^ U^j Z^, X^, Xj, X3 auch die Relation 

(19) u^x^ + u^x^ + «3X3 = Ü^X^ + U^X^ + U^X^ 

erfüllen, zeigt man auf analoge Weise, wie bei (34) in § 14: mau er- 
setzt in (14) die Xi durch Xt -{- Qg)i, vergleicht beiderseits die Coeffi- 
cienten von q^ und setzt alsdann fi ==^ 00. 

Die drei in der Kegelschnittschaar (2) enthaltenen Punktepaare 
entsprechen den Wurzeln ft»»0, (1^= (iiy (1=» it^ der kubischen Glei- 
chung r(fi) «=s und sind dargestellt resp. durch das imaginäre Ereis- 
punktepaar w(u, u) = 0, sowie durch fA^g? — © = und figV — a> = 0. 
Man findet für die beiden letzteren, ausgedrückt in den Coordinaten 
Uiy die Gleichungen 

^y _ „, == (bJ^ u^» + ^^<p{p,p) U,' = 0, 
(20) 






Wie schon in § 11 erwähnt wurde, repräsentiren diese zwei, in 
der Schaar ^ig) — m = enthaltenen Punktepaare die zwei Brenn- 
punktepaare des Kegelschnitts q)(u,u) ^^^ 0, und da dieselben (ab- 
gesehen von (d(u, te) = 0) die einzigen Punktepaare sind, die der 
Schaar angehören, so folgt, dass alle Curven der Schaar fcg) — a> = 
dieselben Brennpunkte (Foci) besitzen. Aus diesem Grunde werden 
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die Kegelschnitte dieser Schaar als coufocal bezeichnet; dass die- 
selben anch concentrisch sind, folgt aus (15) in § 11. 

Die Quadrate der halben Axen des Kegelschnitts <b(XjX) = 
besitzen, wie (15) zeigt, die Werthe 



falls z. B. (15) eine Ellipse darstellt Durch EinfQhrung dieser Aus- 
drücke in (14), sowie durch die Substitution z r — A geht die 

in (14) gegebene Gleichung einer confocalen Schaar in Punktcoor- 
dinaten über in die gewöhnlich gebräuchliche Form 

Die Gleichungen (20) der beiden Brennpunktepaare lassen sich 
noch in eine andere einfache Gestalt bringen durch Einführung der 
Werthe von {7i, U^^ TJ^ aus (16); beachtet man hierbei, dass nach 

(13) und (9) U,' ;?>J^^ U,' ^-f^^ ist, sowie 

dass nach (6) r'(fti) = Afti(^i — fig), r'(ft,) = A|Lt2(^2 — ftj), so folgt 

^^ep - 0, - — ^- - + — (^-^)-, 

und wenn man diese Gleichungen mit A^i^ resp. Aft^ multiplicirt, er- 
geben sich mit Rücksicht auf A^^f^ «» r9>(|), j>) für die zwei Brenn- 
punktepaare die Gleichungen 

A/Aa(/ii9> — ß') = ö + ^ • 9^(l>, «*) = 0, 

A^i(^,9> — a))=Q + r . ()P«(p, m) = 0. 

Aus diesen zwei Relationen folgt übrigens durch Subtraction die 
folgende: 

(22) A0.,-^>E.(;^^_-(J^,, 

1) Man beachte, dass a* + i — (&* + i) « a* — &* = -7-— x (- — — ) 

nnabhäogig yon X ist, in üebereinstimmang mit der Definition der confocalen 
Kegehchnitte. 



(21) 



ö 
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und wenn man hier für \^) seinen Werth einfahrt, oder auch in der 

zweiten Gleichung (18) die Werthe üi, U^ aus (16) substituirt, er- 
gibt sich die Relation 

(23) c = (ti(Mi('Vi + «*<'V» + Ws)* - f»j(«/'>9>, +«8<*>9>«+«^'*>»y, 

vermöge deren ebenso wie vermöge (22) sofort die Gleichungen der 
beiden imaginären Kreispunkte einzeln erhalten werden könnten. Dabei 

sind die w/'^g>i + ^^^*^92 + ^s^'^Vs (* •= 1> 2) zu entnehmen aus (16), 
mit Rücksicht auf (13). 

In § 15 wurde gezeigt, dass durch jeden Punkt P der Ebene 
zwei reelle Kegelschnitte der Schaar n<p — g7 «=» hindurchgehen und 
sich in P rechtwinklig schneiden; wir wollen nun nachweisen, dass 
im allgemeinen Falle, d. h. so lange die Gleichung (7) keine Doppel- 
wurzel besitzt, der eine dieser Kegelschnitte eine Ellipse, der andere 
eine Hyperbel ist 

Es seien y^ y^, y^ die Coordinaten des Punktes P; alsdann ist 

=> nach (9) die Bedingung dafür, dass ein Kegelschnitt der 

Schaar durch P hindurchgehe. Nennen wir Yi das Resultat der Sub- 
stitution der Coordinaten y^^ y^y y^ in die Ausdrücke X», so lasst sich 

die Bedingung r j = nach (14) auch ersetzen durch 

(24) -(y) :r(p)=iiL^ + iliSl + ^l_^_o 
oder durch 

(24a) VCft) = /iftiO» - f*«) • 'P(JP,P) ^1* + fiftsO* — V^i)fp(.P>P) T^i 

+ {.¥■- ft) (ft - h) 3^3* = 0. 

Die Ergebnisse der Substitution von (i '^ (i^ und fi '^ ^ in V(ft) 
sind nun stets entgegengesetzten Vorzeichens, während die Substitution 
einer hinreichend grossen, positiven oder negativen, Zahl (dieselbe 
werde symbolisch durch + oo bezeichnet) in den Ausdruck (24a) 
jedesmal ein Ergebniss von gleichem Vorzeichen liefert, mag die Zahl 
positiv oder negativ sein. 

Ist nun /ii > |Ü2 ^^^ ^^^^ ^(/^i) ^^^ entgegengesetztem Vorzeichen 
mit V(+ oo), so liegt eine Wurzel ^i' der quadratischen Gleichung 
(24a) zwischen -f- oo und ft^, die andere /i^' zwischen (l^ und ftg* 

Hat dagegen der Ausdruck ^(^j) ^^ f^i > fti das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen von V(+ oo) und daher auch von V( — oo), so 
liegt eine Wurzel fi' von (24 a) zwischen 112 und — 00, die andere ft" 
zwischen /l^^ und f^. 
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Jedesmal ergibt die Substitution der zwiscben (ly und (i^ gelegenen 
Wurzel (i = ft" in (24) eine Hyperbel bei gleichem Vorzeichen von 
Hl und fig, eine Ellipse bei ungleichem Vorzeichen. Die Substitution 
der anderen Wurzel (i' ergibt hingegen bei gleichem Vorzeichen von 
fii und ^ eine Ellipse, bei ungleichem eine Hyperbel. Dasselbe Re- 
sultat würde man erhalten, wenn nicht, wie soeben vorausgesetzt war, 
|!ii > fig, sondern umgekehrt f4 > /l^^ wäre. 

In allen Fällen liefert die eine Wurzel der quadratischen Gleichung 
(24a) eine Ellipse, die andere eine Hyperbel, und somit ist der Satz 
bewiesen: 

(25) So lange die Gleichung (7) r(fi) = keine Doppel- 
wurzel besitzt, gehen durch jeden Punkt der Ebene zwei 
sich rechtwinklig schneidende Curven der confocalen Schaar 
li(p(Uj u) — ©(w, u) = 0; die eine dieser Curven ist eine Ellipse, 
die andere eine Hyperbel. 

Auch folgt hieraus, dass die in der confocalen Schaar enthaltenen 
Kegelschnitte derselben Art sich nicht in reellen Punkten schneiden. 
Etwas Aehnliches findet statt, wenn die Kegelschnitte der confocalen 
Schaar nur aus Parabeln bestehen (vgl. weiter unten). 

Wir wollen nun sehen, was eintritt, wenn die Gleichung r(ft) = 
niehrfache Wurzeln besitzt; die Determinante A werde dabei noch als 
von Null verschieden vorausgesetzt. Hier ist zunächst zu beachten, 
dass der Fall einer dreifachen Wurzel von r(ft) »> überhaupt aus- 
geschlossen ist, denn eine solche müsste nach (7) gleich Null sein, 
also zufolge des Satzes (8) in § 8 in allen ünterdeterminanten fik 

der die Determinante ^ dtiyiiyuyis) bildenden Elemente y,* einfach 
enthalten sein. Für die Wurzel (i = reduciren sich aber diese 
Ünterdeterminanten auf Q,a =» '^PtPky mithin auf Ausdrücke, die nicht 
alle verschwinden können. 

Es sind also nur die Fälle zu untersuchen, in denen r(fi) «» 
eine Doppelwurzel besitzt, und zwar werde zuerst angenommen diese 
Doppelwurzel sei die nicht verschwindende Wurzel |i^ «= ^i> so dass 

r(^) = AftOi — li^y. 

Wir verfahren alsdann ähnlich wie in § 16 bei Behandlung der 
speciellen Fälle, die bei dem Kegelschnitt büschel auftreten können, 
indem wir ausgehen von der Relation: 

/xy /x y\ 

* ^ '"^ r«.(;;) (;;)• 

Nach (7) in § 8 werden für die Doppelwurzel ft^ alle Unter- 
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determinanten fik zu Null^ d. h. fi^ ist für beliebige Werthe der y, 

eine einfache Wurzel von y) = oder auch von y) = 0, es liefern 

daher die beiden Terme in (26) Partialbrüche mit dem Nenner ft — ft^.^) 
Ferner lässt sich der Factor fi — ft^ in Zähler und Nenner von 

er 



zweimal wegheben^ so dass alsdann dieses Glied, ebenso wie l^J : r j, 

im Nenner den Factor (i — (i^ nur noch einmal besitzt und wegen 

r j =s 0, nach der zu (2) in § 16 analogen Formel, in Bezug auf die 

Xi ein vollständiges Quadrat ist. Durch Partialbruchzerlegung ergibt 
sich daher jetzt eine Gleichung von der Gestalt 

^ ^ r(fi) f* — f*i ''" /* — /*! "*" f*- 9 (i>,i?)' 

wobei 

während X3 mit dem bereits frfiher aufgetretenen und ebenso bezeich- 
neten Ausdrucke in (14) übereinstimmt. 

In derselben Weise wie in dem oben ausfflhrlich behandelten all- 
gemeinen Falle findet man 



*^' ?). = ^,(X<')Z(') + X(«'X(»)) + 



Xs 



(29) { A f-«^ ' '' ' v{p.p)' 

Q(x,x) = tX,*; 



(30) 






wobei -^ , — -, 9iPfP)Us di© durch die Substitution a;< = — 9?'(tti) 

aus X^^\ X<*^, Xg hervorgehenden Ausdrücke bedeuten. 
Ausserdem findet man 

(31) fti9? — © = fiMp,p) ' W- 

Die Gleichungen (29) und (30) lassen erkennen, dass nunmehr 
die confocale Schaar fiq> — = aus concentrischen Kreisen 



1) Vgl. die Behandlong des analogen Falles in § 16, welche daeelbst zu der 
Gleichang (9) in § 16 fährt. 
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besteht, und zwar gehört der Mittelpunkt U^- = doppelt zählend 
dieser Schaar an; die zwei im allgemeinen Falle vorhandenen Brenn- 
punktepaare sind nun zusammengefallen und in diesen Mittelpunkt 
gerückt. Man erkennt auch, dass eine confocale Schaar nur aus 
Kreisen besteht, sobald auch nur eine Curve derselben ein Kreis ist.' 
Durch jeden Punkt y der Ebene geht ein Kreis der Schaar, denn 
durch diesen Punkt ist die Curve, da ihr Mittelpunkt gleichfalls ge- 
geben, vollständig bestimmt; algebraisch erhellt diese Thatsache aus 
dem gleich Null gesetzten Ausdrucke (27), denn die so entstehende 
Gleichung ist in fi linear. 

Bei dieser Gelegenheit wollen wir untersuchen, welche Bedingungen 
erfüllt werden müssen, damit überhaupt die Gleichung einer Curve 
zweiter Classe q>(u, u) <» einen Ereis darstelle. Wir behaupten, dass 
diese Bedingungen in dem Verschwinden der Coefficienten einer ge- 
wissen quadratischen Form der Ui (i »■ 1^ 2, 3) bestehen, und zwar 
ist diese Form gegeben durch die Determinante 



(32) 



K 






= 0, 



2 7- vx-i/ 2 T- vx-a/ 2 

welche eine simultane Contravariante von g)(u,u)y (D(n, u) und ^^^ 
repräsentirt. Es hängen nämlich die Xi mit den Xi zusammen durch 
die Gleichungen (vgl. (13)): 

1 



Xi 



(V^^i + u.^^'^x, + u,(<%) {i = 1,2), 



daher die Ui mit den Ui durch die transponirte Substitution 






TJ,+PiV^ (i=l,2,3). 



und es sei r = /, + ( -;— -7= p^ ) die Determinante dieser Sub- 

stitution. Mit Rücksicht auf (18) und auf px = X3 besteht folglich 
die Relation: 



(33) 



rK== 







9>(l>,2') TJ^ 


^1 


u. 











9iP,P) 



=^'P(P,P){^^-^)U,U,. 
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Dabei ist die Determinante der Transformation r von Null ver- 
schieden, denn die drei Punkte ?7j = 0, ZJj = 0, ?7s = liegen uicht 
in einer Geraden. 

Die Gleichung (33) zeigt, dass das Verschwinden von (32), so 
lange 9>(i>,i>) ^0, die Beziehung /l^^ = f^ zur Folge hat, es gibt also 
K = bei beliebigen Ui in der That die Bedinguugen dafQr, dass 
9)(u, u) BB einen Kreis darstelle. 

Uebrigens verschwinden für die Doppelwurzel ft^ «> ^, wie bereits 
erwähnt, auch die oben mit fa bezeichneten sechs Unterdeterminanten, 
und es gilt hier wieder dieselbe Bemerkung, wie S. 97 bei Aufstellung 
der Bedingungen dafür, dass eine Gleichung f{Xy x) ^=^0 in Punkt- 
coordinaten einen Kreis darstelle. 

Wir gehen nun weiter in der Behandlung der speciellen Fälle, 
welche für die Wurzeln der kubischen Gleichung r(ft) = bei con- 
focalen Kegelschnitten eintreten können. 

Der Fall, dass die Doppelwurzel fi^ = ii^ auch Doppelwurzel ist 

von y) =0, muss aus demselben Grunde ausgeschlossen werden, aus 

dem dies schon bei Kegelschnittbüscheln (vgl. S. 151) geschah. 

Es möge jetzt angenommen werden, die Gleichung r(f() «» habe 
die Doppelwurzel f* = und die von Null verschiedeue Wurzel f* = f4', 
alsdann ist nach (7) Aj = rg>(|),^) = und r(fA) = Afi*(fi — f^). 
Jedenfalls können für ^ = nicht alle Unterdeterminanten f,* ver- 
schwinden, denn diese gehen durch die Annahme ft «= in Qu = "cpiPk 

über^). Alsdann veranlasst in (26) nur der Term — -~ Partial- 

-(P-rw 

brQche, die zur Wurzel fi = gehören. Setzen wir 

-l\yl X und ^^ = p,X,S 

SO wird^) 

(34) X{fi)^[^ % ^o L d^ i= o . ^,X,^ 

mit Einführung der Bezeichnuugsweise: 

(34a) [X]^^o = V8^8, [^^^0^-^^' ^^^®'* ^»'=""Ä7;' 
verwandelt sich (34) in: 

1) Vgl. anch S. 171. 

2) Vgl. S. 160. 
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und hieraus erhält man für ft «» cx>, resp. fi «== die Gleichungen 
von q>(Uy u) »s und (o(uy u) = in Punktcoordinaten: 

(35) ~ A"''" "^ ^ K Ä/h ^*^^ ■*■ '**^''' 

Wir ersetzen nun in X(fi) die Xt durch v 9^'(^') "™ 9^* ^^^ ^^' 
zeichnen die vermöge dieser Substitution aus X^y X^, X^ hervor- 
gehenden Ausdrücke resp. durch T/^'*^ U^j yzr^ ^3> 'j^) ^-^sdann 
folgt aus (34): 

(36) -(^) :r(^) = %' + 2l/^^«-?« + -.^^"-., 

und diese Gleichung liefert nach einer der in den oben behandelten 
speciellen Fällen «angewandten Methoden : 

la.(M,«)= U,*+ U*; 



(38) ^9 - «0 = (2^1 ]/^ U^-U^]U^. 

Die Gleichungen (35), (37) und (38) lassen erkennen ^ dass nun- 
mehr die confocale Schaar ftg? — o »» nur aus Parabeln besteht^ 
welche sämmtlich die Gerade X^ «=» zur Axe haben; der gemeinsame 
im Endlichen gelegene Brennpunkt hat die Gleichung 



der unendlich ferne ist ü^ = 0. Die Gerade X^ = ist die Scheitel- 
tangente der Parabel ^(m, w) = 0, 2p = —y^^ der Parameter*). 

Femer erkennt man, dass eine confocale Schaar nur aus Parabeln be- 
stebty sobald auch nur eine Parabel der Schaar angehört. 



1) Der Grund dieser Bezeichnongsweise liegt darin, dass die Relationen 

Bowie 

1*1 a?! + «,ir, + «3^3 = ?7i Z, + Z7j X, + CTg Zg 

erfüllt werden sollten. 

2) Sobald man hier über das Vorzeichen der Wurzel verfügt hat, ist anch 
die Richtung festgelegt, nach der sich die Parabel erstreckt. 
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Uebrigens folgt wieder in derselben Weise wie bei (26) in § 15, 
dass durch jeden Punkt der Ebene zwei reelle der Schaar angehörige 
Parabeln hindurchgehen^ und zwar schneiden sie sich in dem be- 
treffenden Punkte rechtwinklig. Aus (35) geht ausserdem hervor, 
dass man eigentlich zwei Systeme von Parabeln in einer confocalen 
Schaar unterscheiden kann, indem sich je nach dem Vorzeichen ihres 
Parameters die Curven nach entgegengesetzten Seiten offnen. Man 
kann auch zeigen, dass die zwei confocalen Parabeln, welche sich in 
irgend einem Punkte der Ebene schneiden, nicht demselben System 
angehören. Zu diesem Zweck wollen wir die Gleichung (34) der 
confocalen Parabeln in Punktcoordinaten zunächst dadurch umformen, 

dass wir an Stelle des yariabelen Parameters it einfahren k ^^ — und 

— yir— setzen gleich — p,^) wodurch sich (34) nach Multiplication 

mit — verwandelt in: 

(39) Aj>«Z32-.2i)X,X3 + j^ = oder'in 

(39 a) _^ _ 2j, (Z, - f A X,) X, = 0. 

Durch die Transformation X^ «= 1^ , Xj = Ig + y gj , Xg = Ij 

wird die Gerade Xj =» parallel zu sich selbst verschoben, so dass 
sie durch den gemeinsamen Brennpunkt hindurchgeht; an Stelle von 
(39 a) tritt alsdann 

(40) --«^-- - 2i)| fe + -f (1 - A)g,)|, = 0, 

und wenn man ^(1 — A) ersetzt durch die mit A veränderliche Grosse 
q, welche fttr A «= den halben Parameter p der Parabel 9)(m, u) = 
gibt, so folgt 

(41) li*-22(S,+ -|-g,)|,-=0.' 

um die Grossen q für diejenigen zwei Parabeln zu bestimmen^ welche 
durch irgend einen Punkt rj der Ebene gehen, sind die Coordinaten 
Vi) %) Vs dieses Punktes in (41) zu substituiren; nach Potenzen von 
q geordnet erhält man 

(42) V(3) = - 3«%« - 2qfi,Vz + Vi' = 0. 

Für q = + 00 wird W(q) negativ, für g = positiv, mithin hat 
diese quadratische Gleichung stets eine positive und eine negative 



1) Durch diese letzte Sabstitntion erhält <t>(a;, rc) =» die gewöhnlich ge- 
bräuchliche Gestalt X,» — 2pX,^3 = 0. 
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Wurzel, d. h. die Parameter zweier durch einen Punkt 17 der Ebene 
gehenden Parabeln einer confocalen Schaar sind von entgegengesetztem 
Vorzeichen. Wie (41) zeigt, gehören diese Curven also in der That 
den zwei entgegengesetzt gerichteten Systemen an ^). Die beiden Para- 
meter werden nach (42) entgegengesetzt gleich, wenn rj^ =» 0, d. h. 
wenn der Punkt 17 der Senkrechten angehört^ welche im gemeinsamen 
Brennpunkt auf der Axe errichtet ist; nur dann sind die zwei zu- 
gehörigen Parabeln congruent, natürlich aber entgegengesetzt gerichtet. 

Wie bei confocalen Ellipsen und Hyperbeln sich Gurven derselben 
Art nicht in reellen Punkten schneiden, folgt auch jetzt wieder, dass 
Parabeln desselben Systems sich nicht in reellen Punkten schneiden. 

Hiermit ist die Untersuchung des Falles einer verschwindenden 
Doppelwurzel von r(ft) = erledigt; die Unterdeterminanten f,* 
konnten, wie wir sahen, für dieselbe nicht alle verschwinden, und es 
wäre nur noch die Frage zu beantworten, ob nicht vielleicht die fn 
bei Substitution der von Null verschiedenen Wurzel fi| verschwinden. 
Auch dieser Fall ist ausgeschlossen, denn, wie wir schon in der Fuss- 
note zu S. 134 bei ähnlicher Gelegenheit zeigten, würde mit allen fn 

auch , '^ verschwinden, d. h. die kubische Gleichung r(/i) = 

hätte noch eine zweite Doppel wurzel ft «» f^, was unmöglich ist. 

Bisher war vorausgesetzt worden, dass die Determinante A von 
9(1«, u) =: nicht verschwinde; es kamen dann ausser dem allgemeinen 
Fall, in welchem die kubische Gleichung r(fi) «=> verschiedene 
Wurzeln besitzt, nur zwei specielle Fälle in Betracht: die nicht ver- 
schwindende Doppelwurzel fi «» fi^, für welche alle Unterdeterminanten 
fik zu Null werden und die Doppel wurzel fi bb 0. Im allgemeinen 
Falle bestehen die Curven der confocalen Schaar aus Ellipsen und 
Hyperbeln, ausserdem sind drei Punktepaare in der Schaar enthalten: 
die zwei Brennpunktepaare und das imaginäre Ejreispunktepaar. Im 
Falle der Doppelwurzel f» =» f^i hat man eine Schaar concentrischer 
Kreise, ferner den gemeinsamen Mittelpunkt doppelt zählend, sowie 
das imaginäre Ereispunktepaar. Im Falle der Doppel wurzel fi &» 
besteht die Schaar aus Parabeln; ausserdem gehören hinzu das Brenn- 
panktepaar (ein im Endlichen und ein im Unendlichen gelegener 
Brennpunkt) und das imaginäre Kreispunktepaar. 

Es fragt sich nun, wie man diese Punktepaare findet, wenn die 
Determinante A von 9>(u, u) verschwindet, wenn also g){u,u)=»0 

1) Vgl. zu dieser DarBtellong Hesse: „Sieben Vorlesungen aas der ana- 
lytischen Geometrie der Kegelschnitte", Leipzig 1874, S. 52, oder auch Zeitschrift 
ffir Mathematik und Physik, hrsgg. von Schl5milch, Bd. 19, S. 62. 

Onndelfinger, Vorleiongen. 12 
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selbst eine zerfallende Curve der Schaar ist Man kann sich als- 
dann die eonfocale Schaar fi<p — co "» gegeben denken in der Form 

(43) i^g) — © ^ (i((p — vcoi) + {fiv — 1)0 

= (1 -i^^) (r^^C^j-v«) — fl>} =0, 

wobei V ein Werth sei, für den die Determinante von 9? — vto nicht 
verschwindet. Setzt man y~^ — = ^9 so tritt in den bisherigen For- 
meln 9> — I/o an Stelle von q> und X an Stella von ft; die den Werthen 
X entsprechenden ^i findet man aus- (i = j — ^^ • 

Wenn es sich nur darum handelt, das Punktepaar zu finden, 
welches neben ^(ti, u) = und a>(u, u) «= der confocalen Schaar 
angehört, kann man daher so verfahren, dass man q>(u, u) ersetzt durch 

wobei V ein beliebiger Parameter ist, der nur so gewählt sein muss, 
dass die Determinante von q> — vm nicht verschwindet Die oben 
entwickelten Formeln wendet man alsdann an auf die Schaar 

(43a) X(fp — voa) — = 0, 

d. h. man ersetzt in diesen Formeln den Ausdruck 9 durch 9 — va, 
oder die Coefficienten atk der Gleichung 9 =» durch atk — vma. 

Besteht die eonfocale Schaar aus Ellipsen und Hyperbeln, so ist 
nach (18) 

(44) \v-'va> = -^^' +^ + 9>iP.P) V^ 

Nimmt man an, dass sich (43 a) etwa für /Lj = auf q> = 

reducire, so wird 

(45) y = (^ + „) V* + g,(p,^) £/,« . 

Wenn die eonfocale Schaar aus concentrischen Kreisen besteht, 
findet man nach (30): 



(46) 



g,^VtO= ' 7 ' - + 9iP>P) W 



daher 

(47) g, = (^ + ^) (Z7,* + U,') + <p{p,p) ■ U,\ 

SO dass für — v = y- die Gleichung fp = den Mittelpunkt der Schaar 
darstellt. 
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Bestellt endlich die confocale Schaar aas Parabeln, so ist nach (37) 
(48) L-v.^2y^^U,ü,+ ^ 

daher für v •= — , 



(49) g> = 2]/^[U,U, + vU^', 

dabei sind, wie erwähnt, in den rechts stehenden Ausdrücken die 
Grossen aa stets zu ersetzen durch aik — vfon. 

§ 19. 

Weitere UnterBuohxuigen über die Brennpunkte: Doppeltberührende 

Kreise, Sätze über Brennstrahlen. 

Im vorhergehenden Paragraphen wurde u. A. gezeigt, dass die 
Brennpunktepaare der Curve ip{u, u) = 0, welche eine Ellipse oder 
Hyperbel darstellen möge, gegeben sind durch die zwei Gleichungen 



(1) 



^y _ 0, = f^fh ü;. + iH9(p>p) -W^o. 



Ganz ähnliche Ausdrücke hat man für die Brennpunkte eines durch 
seine Gleichung in Punktcoordinaten gegebenen Kegelschnitts f{x^ x)=0\ 
dieselben finden sich in § 11, Gl. (14) und speciell fQr die Ellipse in 
GL (16). 

Um die Vorstellung zu fixiren, wollen wir noch annehmen, das 
reelle Brennpunktepaar sei 

die Coefficienten von üy^ und ü^^ müssen alsdann entgegengesetzte 
Vorzeichen haben. Sind jB »» 0, J?^ => die Gleichungen der zwei 
reellen Brennpunkte, so ist demnach jedenfalls 

^2 : <y 2 = (-L _ Jl ) —1— . 

Hier gestattet die Identität ^g> — (o^ BB^ eine einfache geometrische 
Deutong. Für jede Gerade, deren Coordinaten Ui die Gleichung 
9>(Uyn)s3 erf&Uen, also für jede Tangente des Kegelschnitts 97, 
folgt nämlich mit Bücksicht auf (1) in § 2 sofort der Satz: 
(3) Bei jedem Kegelschnitt ist das Product aus den Ab- 

12* 



(2) 
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ständen der beiden Brennpunkte von einer beliebigen Tan- 
gente constant, und zwar gleich dem Quadrat der halben 
kleinen Axe im Falle einer Ellipse; gleich dem Quadrat der 
halben I^ebenaxe im Falle einer Hyperbel. 

Der soeben angegebene Werth der Gonstante ergibt sich, wenn 
man die Tangente im einen Endpunkte der die reellen Brennpunkte 
verbindenden Axe zieht , bei der Ellipse noch einfacher mit Hilfe der 
Tangente in einem Scheitel der kleinen Axe. 

Aus (2) folgt mit Hilfe eines beliebigen Multiplicators v: 

(4) 4:v(fi^<p — (o)'^[vB + Bif — [vB'-B^]\ oder 

(4a) Avo — (vB — B^f = Av^i^ip — {vB + B^f = 0. 

Diese Gleichung repräsentirt nach (2) in § 7 ein System von 
Kreisen: reell för die positiven Werthe von Vj imaginär für negative v. 
üebrigens lassen sich beide Arten auch getrennt darstellen , wobei 
V jedesmal als positiv angenommen werden darf; das reelle System 
ist nämlich alsdann durch (4a) gegeben, das imaginäre durch die 
aus (4) folgende Gleichung 

(5) 4vo + {vB + 2?i)2 = 4i/f49? + iy^ - -^i)* = 0. 

Betrachten wir speciell das bei positivem v reelle System von 
Kreisen (4 a). 

Aus (4a) (und ähnlich aus (5)) folgt alsdann, mit Rücksicht auf 
(2) in § 7, dass diese Kreise den Mittelpunkt vB — B^ = haben 
und den Kegelschnitt q> = doppelt berühren, nämlich in den Be- 
rührungspunkten der vom Punkte i/JB + ^^ = an die Curve gelegten 
Tangenten. Ausserdem sind JB = 0, JB^ «=» 0, vB — JS^ = und 
vB -\- B^=0 vier harmonisch gelegene Punkte. Genau dieselbe Be- 
trachtung liesse sich, wie (38) in § 18 zeigt, anstellen, wenn die Curve 
(p{u,iC) = eine Parabel ist; man hat daher den Satz: 

(6) Es gibt bei jedem Kegelschnitt ein System doppelt 
berührender Kreise, für welche der Mittelpunkt und der 
zugehörige Pol der Berührungssehne harmonisch liegen zu 
den zwei reellen Brennpunkten. 

Um die Lage dieser Kreise im einzelnen zu untersuchen, sind die 
Fälle der Ellipse, Hyperbel und Parabel gesondert zu betrachten. 
Indem wir wegen des Näheren auf die Abhandlung, von Steiner: 
„Elementare Lösung einer geometrischen Aufgabe, und über einige 
damit in Beziehung stehende Eigenschaften der Kegelschnitte^'^) ver- 

1) Crelle's Journal, Bd. 37, S. 174 ff., 1847, oder auch „Gesammelte Werke", 
Bd. II, S. 404 ff. 
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weisen, wollen wir nur den Fall der Ellipse noch kurz berühren. Die 
Gleichung fdr die Mittelpunkte der einzelnen Ejreise wird vB — B^^=^0, 
oder nach (2) v{6^ TJ^ + ^3 f4) *~ (^1 £^1 — ^z ^z) = 0, d. h. 

der Mittelpunkt des dem Parameter v entsprechenden Kreises hat daher 
die homogenen rechtwinkligen Coordinaten ^^ T .\ ^^ : : 1. Der Radius 

r ergibt sich nach (2) in § 7 aus r* = . , ^Ng — > • Wie man mit 

Hilfe der in der Differentialrechnung gebräuchlichen Methode findet, 
wird der Radius ein Maximum für v =^\] ein Minimum v =^ — 1 
kommt nicht in Betracht, da ihm kein reeller Kreis entspricht. Der 
grosste Radius hat demnach die Länge 






oder er ist gleich der halben kleinen Axe der Ellipse, denn wie aus 
(15) in § 18 hervorgeht, sind — ^i9>(l>7i>) und — (hV(P}P) die re- 

ciproken Werthe -,- und -p der Quadrate der halben Axen a und b 

der Ellipse. Für 1; >» und 1; «=» cx> erhält man Kreise Yom Radius 
Null, nämlich die beiden Brennpunkte £^ und B. 

Ein zweites System von Kreisen erhält mau, wenn dieselben Be- 
trachtungen wie zuvor angestellt werden mit Bezug auf das imaginäre 
Brennpunktepaar des Kegelschnitts 9)(ii, u) «=» 0. Bevor wir hierzu 
übergehen, möge die Aufgabe gelöst werden, zu dem imaginären 
Brennpunktepaare beliebig viele harmonische Poleupaare zu construiren. 

Es sei wieder 

(7) ^,9> — a> = BB, = ± {6,' U,' - <f,' U,') = 
die Gleichung für die zwei reellen Brennpunkte, 

(8) fi,ip^(o^v,U,' + v,U,'==0 

diejenige für die imaginären. Es müssen dann natürlich die beiden 
reellen Grössen v^ und 1/3 gleiches Vorzeichen haben, denn andernfalls 
wäre f/, üg* + Vs U^^ in zwei reelle lineare Factoren zerlegbar. Ausser- 
dem müssen die Grössen v negativ sein, denn bei positiven v wäre 
nach (8) der Kegelschnitt 97(1«, u) =» 0, den wir als reell voraussetzen, 
gleich der Summe der drei Quadrate JJ^* + (^2 + 1) ^a^ + ^^s ^3* *= 0, 
da o = Uj^ + CTg*. Man kann demnach die Gleichung (8) ersetzen 
durch 

(9) ^9 - CD = - (T,' + r,«) = 0, wo T,^ = -v, U,*, T* = -v, U^, 
oder auch durch 
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(10) ^i 9 — CD = — (Tj COS t — Tg sin tf — (T^ sin t + T^ cos 0*, 

wobei t einen völlig willkürlichen Winkel bezeichnei Führen wir zur 
Abkürzung ein F^ Tg cos < — Tj sin ^, TF= Tg sin ^ + Tj cos ^, so 
verwandelt sich (10) in 

(11) ^^y_a, = _(F»+ W). 

Indem man diese Gleichung in Verbindung bringt mit (7), ergibt 
sich durch Elimination von 9 die Relation 

oder auch 

(12) (^ - ii,)<o + (i,V' (i,W*- yi,BB, . 

Bevor wir diese Gleichung geometrisch deuten, werde bemerkt^ 
dass die Punkte F=0 und TF= 0, welchen Werth auch der Para- 
meter t haben mag, harmonisch liegen zu 

F+iTF — und V—iW^O 

oder, was dasselbe bedeutet, zu T2 + iTs = und T^ — iT3 = 0, 
also zu dem imaginären Brennpunktepaar. 

Die linke Seite von (12) stellt nun, gleich Null gesetzt, einen 
Kreis dar mit dem Mittelpunkt F, während die rechte Seite von (12) 
aussagt, dass auf diesem Ereis auch das reelle Brennpunktepaar liegt 
imd dass die in den Brennpunkten gezogenen Tangenten sich in W 
schneiden^). Ist also z. B. der reelle Punkt F gegeben und will man 
zu ihm und zu dem imaginären Brennpunktepaar, welches bei unseren 
obigen Annahmen zugleich mit V auf der Geraden X^=» liegt, den 
vierten harmonischen Punkt W construiren, so ziehe man um V als 
Mittelpunkt den durch die reellen Brennpunkte J?, B^ gehenden Ereis; 
die Tangenten desselben in B und B^ schneiden sich in dem auf 
Xj = gelegenen Punkte W, 

Dass dieser Ereis reell ist, geht nicht nur aus der Bealität seines 
Mittelpunktes und der zwei Punkte B, B^ hervor, sondern kann auch 
aus seiner Gleichung (ji^ — ^L^a •{- ^l^V^ =^ oder 

(^ - 1) ö + F^ = 

geschlossen werden. Die oben mit v^ bezeichnete Grosse muss näm- 
lich, wie wir sahen, bei unseren Annahmen negativ sein, andrerseits 

besitzt dieselbe nach (1) den Werth — — 1, mithin ist in 



(Ji._i), + y.^0 



1) VgL hierzu den Scbluss von § 9. 
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die positive definite Form m multiplicirt mit einer negativen Grösse^ 
so dass diese Gleichung in der That eine reelle Curve repräsentirt. 

Wenden wir uns nun zu dem oben erwähnten zweiten System 
von Kreisen! 

Aus der Identität (11) folgt: 

(13) F«~ai = -0*,<p+ TT«), 

ein Ausdruck, der gleich Null gesetzt bei variabelem t ein System 
von Kreisen darstellt, deren Mittelpunkte^) V auf der Verbindungs- 
linie der imaginären Brennpunkte liegen; es kann also von diesem 
Kreissystem eigentlich nur bei Ellipse imd Hyperbel die Rede sein, 
da bei einer Parabel das imaginäre Brennpunktepaar im Endlichen 
fehlt. Indem man die Gleichung (13) in analoger Weise geometrisch 
deutet, wie es oben bei (4a) geschehen war, folgt der Satz: 

(14) Bei jeder Ellipse und Hyperbel gibt es ein System 
doppelt berührender Kreise, für welche der Mittelpunkt und 
der zugehörige Pol der Berührungssebne harmonisch liegen 
zu dem imaginären Brennpunktepaar'). 

Vermöge der Identität F ^ Tj cos t — T^ sin t kann jeder auf 
der Nebenaxe X^^^O gelegene Punkt als Centrum eines den Kegel- 
schnitt g)(u, m) »> doppelt berührenden Kreises angesehen werden. 

(15) Das System von Kreisen (14) hat noch die weitere 
interessante Eigenschaft, dass jeder solche Kreis der Ort 
der Fusspunkte der geraden Linien ist, welche von den Brenn- 
punkten des gegebenen Kegelschnitts g)(u^u) ^^^^ nach allen 
Tangenten von (p unter demselben bestimmten Winkel t ge- 
zogen werden^). 

Wir wollen hier der Kürze halber nur eingehen auf den Fall 
t ess 90^ und eine directe Behandlung des Problems geben. Es werde 
dabei wieder angenommen, dass das reelle Brennpunktepaar B, B^ ge- 
geben sei durch (i^g) — a>«»0. Soll eine Gerade mit den Coordinaten 
Kl, Kg, t<3 Tangente sein des gegebenen Kegelschnitts, so müssen die 
Ui die Gleichung befriedigen ^(u, u) = 0; andrerseits befriedigt eine 
durch einen reellen Brennpunkt gehende Gerade t; die Gleichung 



1) Für den Radius r findet man leicht nach Einsetzen des Werthes von V 
mit Rucksicht auf (2) in § 7 die Formel r = -: — r 1/ : , oder bei gleicher 



Bezeichnungsweise wie S. 181 wird r 



a 



sin t 

2) Näheres über dieses System von Ejreisen bei Steiner a. a. 0. 

3) Auch hierzu Tgl. Steiner a. a. 0. 
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Die Coordinaten x^, x^, x^ des Schnittpunktes einer Tangente u mit 
einer durch B oder B^ gehenden Geraden t; sind 

(16) Xi = t/aVs — WsVg , x^ = w^Vi — v^v^ , x^ = u^v^ — u^v^ , 

und wir fragen nun nach dem geometrischen Ort aller Punkte x yon 
solcher Beschaffenheit, dass die von x nach der Curre 9)(ie, u)=0 
gezogenen Tangenten normal sind zu dem einen ^ resp. anderen der 
zwei von x nach dem Brennpunktepaar gezogenen Strahlen. Der Ort 
der Punkte x muss alsdann der oben gewünschte Kreis sein. 

Um die Gleichung dieses Ortes aufzustellen , gehen wir aus Ton 
einer Identität, die für die Gleichung 

(17) 2x{x, x) = (ogjjcosj + «38022 — 2a^co^^)Xi^ + • • 

+ 2(flf8ia}32 + «sa^Oai — «ss^is — ai2®M)a^i^2 + . . = 
des Directorkreises^) der Curve zweiter Glasse 

s 8 

(p(u, u) = ^^ an UiUk =- 

1 1 

besteht; diese Identität lautet^): 



1) Vgl. (29) und (31) in § 16. 

2) Zur Ableitung dieser Identität werde Folgendes bemerkt: Der Director- 
kreis ist nach § 15 der geometrische Ort aller Punkte x^ von denen zu einander 
rechtwinklige Tangenten an den Kegelschnitt (p{u^u)=^0 gezogen werden können; 
diese Tangenten müssen somit harmonische Polarenpaare des Ereispunktepaars 
00 (u, u) »= sein. Ist nun ein beliehiger Punkt x der Ebene der Schnittpunkt 
irgend zweier Geraden u und v, so besitzt das Doppelverhältniss dieses Geraden- 
paares zu dem von x an den Kegelschnitt ^(u, u) «. gezogenen Tangenten- 

paare den Werth — ^, wobei Xj und x, die Wurzeln sind der quadratischen 

Gleichung 

9>(»i ^) + 2x9)(t7, tt) + x*<jp(ti, u) « 0; 

andrerseits besitzt das Doppelverhältniss des Geradenpaares u, v zu den von z 

aus nach den imaginären Kreispunkten gezogenen Geraden den Werth y", wobei 
\ und A, die Wurzeln sind der quadratischen Gleichung 

co(i;, v) + 2i(»(t7, u) + i*a)(ti, m) = 0. 

Es ergibt sich dies sofort aus den dualistisch entsprechenden Betrachtungen zu 
denen von S. 20 f. Sollen nun die vom Punkte o; an 9)(f«, u) = und an <»(u, «) = 
gezogenen Tangentenpaare zu einander harmonisch sein, so muss, wie wir als be- 
kannt voraussetzen, die Relation erfüllt sein: 

y^iH — Y(''i + *i)(^i + ^*) + ^1^« =" ^» 
und wenn man hier für die Producte und Summen der Wurzeln der zwei in x 
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(18) 2x(Xj x) ^ 9(w, m) • 0(1;, v) -- 2<p{Uf v) • (o(u, v) + (p{v, v) ■ ©(w, w), 

wobei für die Xiy Ui und t;^ (i "» i^ 2, 3) die Relationen (16) gelten. 
In unserem Falle sollte die Gerade u eine Tangente des gegebenen 
Kegelschnitts sein and mit der zagehörigen Geraden t; einen rechten 
Winkel bilden^ daher ist ^(u^ ti) =» und q(u, v) «» 0; ausserdem er- 
fQllen, wie oben bereits erwähnt, die Coordinaten Vi die Relation 

|i*29(v, t^) = (d(v,v). 
Die Gleichung (18) kann man somit im vorliegenden Falle ersetzen 
durch 

(19) 2x(x, X) - ?^('*' "1- "^"'-^ = 0. 

Nun ist nach (13) in § 5 

»(u, tt) • 0(1;, v) — ö>*(w, v) = Q{x, x) ^ tpj] 

da aber o>(tt, i;)«»0, so lässt sich jetzt bereits an Stelle von 
(o(u,u) ' m(v,v) substituiren rpx*, wodurch sich (19) verwandelt in 

(20) 2ii^x(x, x) — z{piXi + p^x^ + p^x^y = 0, 

Dies ist die gewünschte Gleichung des Kreises; dass dieselbe 
wirklich einen Kreis darstellt, geht daraus hervor, dass sie sich von 
der Gleichung des Directorkreises xi^y^) =^0 nur um das Glied tp^* 
unterscheidet* Ausserdem ist der Kreis (20) mit x(^;^) ^° ^ concen- 
trisch, daher nach § 15 auch mit dem gegebenen Kegelschnitt 9 (tt,u)=:0. 

Rein geometrisch folgt auch, dass die Fusspunkte der Normalen, 
welche von den Brennpunkten auf die Scheiteltangenten der die Brenn- 
punkte verbindenden Axe gefallt werden, mit den Scheiteln dieser Axe 
zusammenfallen; letztere ist daher ein Durchmesser des Kreises (20). 
Die Gleichung von (20) in Liniencoordinaten ergibt sich also aus 
(13), wenn man in V setzt t = 90^; man erhält alsdann Tg* — cd, 
oder nach (9)» 

(21) -v,U,>-iU^+U/)=^0, 

wofür mit Rücksicht auf (8) in diesem und (20) im vorhergehenden 
Paragraphen gesetzt werden kann 

and X quadratischen Gleichungen die Coefficienten dieser Gleichung einführt, folgt 
nach Wegbringen des Nenners 

9(u, tt) • OD(Vf v) — 2qp(w, v) • (d(u, v) + (p{ü, v) ■ ©(u, u) = 0. 

Dieser Aaedrack kann sich also von 2x(pc, x) in (17) nur um einen Zahlenfactor 
unterscheiden; man findet denselben leicht gleich 1. Wäre (o(tt, u) »» eine 
beliebige Cnrve zweiter^Olasse, so würde übrigens dieselbe Identität stattfinden; 
nur wurde dann xi^% x) = den bei (28) in § 15 als harmonische Cnrre zweiter 
Ordnung bezeichneten Kegelschnitt darstellen. 
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(21 a) U,^ + U,' + ft . q>{p,p) Z73« = 0. 

Ausserdem zeigt die Gleichung (15) in § 18, dass f*i9(jp,l)) 
gleich 1 ist, wenn wir mit a die halbe Lange derjenigen Axe des 

Ctß 

Kegelschnitts ^(Uy u) »= bezeichnen, welche die reellen Brennpunkte 
verbindet*). Der Kreis (21a) oder (20) hat also (auch in Ueber- 
einstimmung mit der Fussnote zu S. 183) den Radius a, falls der 
gegebene Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist 

Sollte 9?(w, t*) = eine Parabel darstellen, so würde i{x,x)=^0 
zufolge der Bemerkungen am Schlüsse von § 15 aus der Directrix 
und der unendlich fernen Geraden bestehen; die Gurre (20) würde 
daher in eine Parallele zur Directrix und in die unendlich ferne 
Gerade zerfallen. Wie man geometrisch sofort einsieht und auch 
algebraisch leicht gezeigt werden kann, ist diese Parallele die Scheitel- 
tangente. Auf Grund des Vorhergehenden kann man die zwei Sätze 
aussprechen : 

(22) Die Fusspunkte der Normalen, welche von einem 
Brennpunkte einer Ellipse oder Hyperbel auf die Tangenten 
dieser Gurve gefällt werden, liegen auf einem mit dem ge- 
gebenen Kegelschnitt concentrischen Kreis, der diejenige 
Hauptaxe des Kegelschnitts zum Durchmesser hat^ welche 
die reellen Brennpunkte verbindet. 

(23) Die Fusspunkte der Normalen, welche vom Brenn- 
punkte einer Parabel auf die Tangenten dieser Gurve gefällt 
werden, liegen auf der Scheiteltangente der Parabel. 

Man kann auch zeigen, dass die zwei Systeme (6) und (14) die 
einzigen Systeme von Kreisen sind, welche den Kegelschnitt 9)(U;U) = 
doppelt berühren. Die Gleichung irgend eines Kreises in Liniencoor- 
dinaten ist nämlich nach § 7 von der Form (o — aC* = 0, wo a 
eine bestimmte Gonstante, C = die Gleichung des Mittelpunktes be- 
deutet. Soll dieser Kreis den Kegelschnitt q>{u^u)=^0 doppelt 
berühren, so mnss es einen Parameterwerth ^ geben, für welchen 
11 tp — (ö — aC^) ein vollständiges Quadrat P* wird, wobei P==0 
den Pol der Berührungssehne darstellt. Aus f*^ — («o •— aC^) = P^ 
folgt aber /tig) — © = P^ — aC^, und hier ist die rechte Seite dieser 
Gleichung in zwei lineare Factoren zerlegbar; lassen wir den Werth 
^ = 0, dem das jetzt nicht in Betracht kommende imaginäre Kreis- 
punktepaar entspricht, unberücksichtigt, so gibt es, wie wir in § 18 
sahen, nur noch zwei Werthe des Parameters ^, für welche fty — o 



1) Vgl. hierzu auch die Bemerkungen za (16) in § 11. 
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zerfallt, and diese Werthe lieferten im allgemeinen Falle das reelle 
und imaginäre Brennpunktepaar. Beide Punktepaare \irurden aber bei 
Ableitung der Sätze (6), resp. (14) zu Grunde gelegt. 

Zur Ableitung weiterer wichtiger Sätze werde ausgegangen von 
der Gleichung (7): 

f49 — ö ^ BBi = 0, 

die wieder das reelle Brennpunktepaar darstellen möge. Andrerseits 
wurde am Schlüsse von § 9 gezeigt^ dass die Gleichung einer be- 
liebigen nicht ausartenden Curve zweiter Glasse q) (u, u) =» in die 
Form gebracht werden kann: 

(24) <p(u, u) = aV, r, — bV,' = 0. 

Hierbei sind F^ = 0, Fjj «= die Gleichungen irgend zweier 
Punkte P und Q der Curve, Fg «= repräsentirt den Pol der Ver- 
bindungssehne PQ, während a und b Coefficienten bezeichnen, auf 
deren nähere Bedeutung es jetzt nicht ankommt 

Aus (7) und (24) folgt 

oder auch: 

(25) ^^aFiFj - BB, = n^bV^' + (o. 

Die rechte Seite dieser Gleichung liefert nun, gleich Null gesetzt, 
einen Kreis mit dem Mittelpunkte V^ = 0; andrerseits zeigt die linke 
Seite Yon (25), dass die Verbindungslinien der Punkte F^ = und 
J? «= 0, Fj = und JBi = 0, F^ = und J? = 0, Fj = und JBi «= 
Tangenten dieses Kreises sind. Es folgt also der Satz: 

(26) Die zwei Strahlenpaare, welche irgend zwei Punkte 
(P und Q) einer Curve zweiter Classe K mit deren Brenn- 
punkten verbinden, sind Tangenten eines Kreises, dessen 
Mittelpunkt der Pol der Verbindungslinie PQ in Bezug 
auf K ist. 

Bei der Lage der Sehne PQ sind drei verschiedene Fälle zu 
unterscheiden: 1) sie geht weder durch den Mittelpunkt noch durch 
einen Brennpunkt des gegebenen Kegelschnitts 9>(ti, ti) ^a 0; 2) die 
Sehne geht durch einen der beiden Brennpunkte; 3) sie ist ein Durch- 
messer der Curve ^ «s 0. 

Die wichtigste Anwendung des Satzes (26) im Falle 1) besteht 
in der Ableitung der Thatsache, dass bei einer Ellipse die Summe 
der Brennstrahlen eines Curvenpunktes, bei einer Hyperbel die Diffe- 
renz der Brennstrahlen constant ist. Damit ist alsdann dieses für die 
mechanische Erzeugung der genannten Curven so wichtige Theorem 
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von den Brennstrahlen hergeleitet ganz unabhängig von der Gleichung 
der Curve in Punktcoordinaten^ sondern nur unter Anwendung der 
Liniencoordinaten. 

Im ersten Falle ist nämlich das Vierseit^ welches durch die yod 
P und Q nach den Brennpunkten B und B^ des Kegelschnitts ge- 
zogenen Tangenten gebildet wird^ einem Kreise umschrieben und daher 
nach einem elementaren Satze der Geometrie entweder die Summe oder 
die Di£Perenz zweier Seiten dieses Yierseits resp. gleich der Summe 
oder Di£Perenz der beiden anderen Seiten^). 

Hat der Punkt P von den beiden Brennpunkten die Entfernungen 
r resp. r^, Q die Entfernungen q resp. q^^ so ist hiemach entweder 

r + r^^Q + Q, oder 
(27) r — ri = Q — q^ oder 

r — r^ = ^1 — Q, 

Es sei nun 2 a der absolute Werth dieser drei Ausdrücke^ 2 c die 
Entfernung der beiden Brennpunkte von einander; alsdann kann die 
Gleichung r + ^i == 2a nur stattfinden, wenn a > c, denn in jedem 
Dreieck ist die Summe zweier Seiten grosser als die dritte Seite; 
andrerseits kann die Gleichung r — r^ = 2a nur bestehen^ wenn a < c, 
da in jedem Dreieck die Differenz zweier Seiten kleiner als die dritte 
Seite ist 

Für alle Punkte eines Kegelschnitts ist demnach entweder die 
Summe oder die Differenz der Brennstrahlen constant. So lange die 
zwei Brennpunkte im Endlichen liegen und die Summe der Brenn- 
strahlen keinen unendlich grossen Constanten Werth besitzt^ schneidet 
die Verbindungslinie der Brennpunkte B, B^ die Curve jedenfalls in 
zwei Punkten A und A{, welche auf den Verlängerungen der Strecke 
BBi über die zwei Brennpunkte hinaus gelegen sind, denn es muss 
2a > 2c sein, die Brennpunkte liegen daher zwischen den Scheiteln 
der Axe ÄAi, der Kegelschnitt ist eine Ellipse. Wenn die Differenz 
der Brennstrahlen constant ist, trifft die Gerade BB^ die Curre in 
zwei zwischen B und B^ gelegenen Punkten Ä und J^, denn es muss 



1) Der Ausdruck „Vierseit" ist hier im allgemeinsten Sinne aufzufassen 
das Vierseit kann convex, concav und überschlagen sein. Die Lehrbücher der 
elementaren Geometrie enthalten den Satz vom j^Tangentenvierseit** meist nur 
mit Bezug auf conveze Figuren und beschränken sich auf die Angabe, dass in 
den Tangentenyierseiten die Summe je zweier gegenüberliegenden Seiten die- 
selbe sei. Es war wohl Steiner, der zuerst auf diesen Mangel hinwies in seiner 
Note: „Üeber das dem Kreise umschriebene Viereck", Grelle*s Journal, Bd. 32, 
S. 806-310, 1846, oder auch „Gesammelte Werke" Bd. II, S. 881—388. 



Constante Summe oder Differenz der Brennstrahlen. 
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2a < 2c sein, die Brennpunkte liegen daher auf den Terlängerungen 
der Strecke ÄA^, der Kegelschnitt ist eine Hyperbel^). Der Fall 
a BS c s=s oo ^ in welchem also einer der beiden Brennpunkte im Un- 
endlichen liegt; liefert die Parabel. 

In untenstehender Figur 8, welche den Fall erläutern soll, dass 
die gegebene Gurve eine Ellipse ist, sind G und H die Berührungs- 
punkte der Brennstrahlen PB, bezw. PB^ mit dem durch (26) defi- 
nirten Ereis, M der Mittelpunkt dieses Kreises , I und K sind die 
Berührungspunkte der Brennstrahlen QB, bezw. QB^. Da nun die 
Tangenten, welche von irgend einem Punkte der Ebene nach der 
Peripherie eines Kreises gezogen werden, bekanntlich gleiche Länge 
haben, so ist GB ^=» IB und HB-^ = Ä'J?i, daher 

GB + HB^^IB + KB^] 

hierfür kann aber gesetzt werden 

PB + PH+HB, = IB+QI+ QB,, 

j Vi 

PB + PB,= QB+ QB, oder r + r^=Q + Q,, 

Dass diese constante Summe gleich der grossen Axe der Ellipse ist, 
folgt sofort, wenn man den beliebig gewählten Punkt P in einen 



*4g. 8. 



Fig. 9. 





Scheitel dieser Axe legt. In Fig. 9, welche den Fall der Hyperbel 
erläutern soll, ist die Bezeichnung der in Betracht kommenden Punkte 
die entsprechende wie bei Fig. 8. Man hat alsdann die Gleichungen 

PH=PB + IB, QB, + HB, = QI, 



1) Vgl. hierza die andere Ableitung dieser Sätze am Schlasse yon § 11. 
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woraus durch* Addition folgt 

PH+HB^ + QB, = PB + IB+ QI 
d. h. 

PB, + QB, ^PB+QB oder r, + Q,-r + Q, 

also r — ^1 = pi — Q, Hieraus geht auch hervor, dass die constante 
Differenz r — r^ für Punkte des einen Zweiges der Hyperbel 2a ist, 
für Punkte des anderen Zweiges wird hingegen q — Qi = — 2a. 

Da der Mittelpunkt M des in (26) definirten Kreises der Pol der 
Sehne PQ, daher Schnittpunkt der in P und Q an den gegebenen 
Kegelschnitt gezogenen Tangenten ist, und da die Gerade PM nach 
einem Satze der elementaren Geometrie die Halbirungslinie des Winkels 
ist, den die zwei von P an den Kreis gezogenen Tangenten mit ein- 
ander bilden, so folgt (vgl. auch (27) in § 15): 
(28) Die Tangente in einem beliebigen Punkte P eines 
Kegelschnitts bildet gleiche Winkel mit den von P nach 
den Brennpunkten gezogenen Strahlen. Speciell im Falle 
einer Parabel bildet also die Tangente in P gleiche Winkel 
mit zwei Strahlen, deren einer den Punkt Pmit dem im End- 
lichen gelegene^ Brennpunkt verbindet, während der andere 
durch P parallel zur Axe der Parabel gezogen ist. 

Will man naher untersuchen, welchen Winkel der zwei von P 
nach den Brennpunkten gezogenen Strahlen die Tangente halbirt, so 
sind die drei Kegelschnitte Ellipse, Hyperbel und Parabel fOr sich zu 
betrachten. 

Es sei zunächst die Curve eine Ellipse, jedoch seien nur der 
Curvenpunkt P und die zwei Brennpunkte B, B^ gegeben. Wir be- 
haupten, dass in diesem Falle die Tangente den Nebenwinkel von 

< SPSi halbirt (Fig. 10). 
Es lässt sich nämlich nach- 
weisen, dass für jeden von 
P verschiedenen Punkt P' 
der Halbirungslinie PT die 
Summe der Brennstrahlen 
grosser ist als ^ + ^i . um 
dies zu zeigen, verlängere 
man den einen Brennstrahl, z.B. r, um die Länge des anderen r^; es 
sei Q der Endpunkt dieser Verlängerung, also BQ ^^ r -{- r^. Setzt 
man noch P' B = q, P' B^ = pi, so ist alsdann 

Q + Q, = P'B + P'B, = P'B + P'Ö5 

in Folge der Ungleichung P' B -\'P' Q>BQ ist aber (> + (>i>'" + ^n 



jy 
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d. h. der auf FT willkQrlich gewählte Punkt P' kann nicht auf der 
Ellipse liegen; in ganz analoger Weise zeigt man, dass auch auf der 
Verlängerung der Geraden TP in der Richtung nach T' kein Punkt 
der Ellipse liegen kann; die Gerade TF hat folglich mit der Ellipse 
nur den Punkt P gemeinsam^ sie ist eine Tangente der Curve. 

Aehnlich zeigt man, dass im Falle einer Hyperbel die Tangente 
des Punktes P denjenigen Winkelraum halbirt, welchen die Halb- 
strahlen PB und PP^ bilden (Fig. 11). Um dies zu zeigen, trage 
man den einen Brennstrahl, z. 6. r^, ^^ ^^ 

auf den anderen r von P aus ab, so 
dass FQ = r^ , daher 

FB — FQ = r — r^. ?<^'^'^ / V 

Für jeden von P verschiedenen Punkt B^:^ 

F' der Geraden FT ist alsdann die 

Differenz der Brennstrahlen q — p^ gleich 

F'B-^F'B^^rB-F'q. In Folge 

der fQr das Dreieck BQF' bestehenden 

Ungleichung P'B — P'Q<QB ist aber p — Pi < r — r^, d. h. der auf 

FT willkürlich gewählte Punkt F' kann nicht auf der Hyperbel liegen; 

die Gerade FT hat also nur den Punkt P mit der Curve gemeinsam, 

sie ist eine Tangente der Curve. 

Aus diesen für die Construction der Tangente bei Ellipse und 
Hyperbel gegebenen Beweisführungen folgt die Thatsache, dass es zu 
zwei gegebenen Punkten P, B^ und zu einer festen Geraden g stets 
einen Kegelschnitt gibt, welcher B imd B^ zu Brennpunkten, g zur 
Tangente hat, und zwar ist derselbe eine Ellipse oder Hyperbel, je 
nachdem die Gerade die Verbindungslinie BB^ ausserhalb der Strecke 
BB^ oder zwischen den Punkten B und B^ trifft. Im ersten Falle 
hat der Berührungspunkt P der Tangente die Eigenschaft,^ dass für 
ihn die Summe der Entfernungen von B und P^ kleiner ist, als für 
jeden anderen Punkt von ^; im zweiten Falle ist für P die Differenz 
der Entfernungen von B und Pj grosser als für jeden anderen 
Punkt von g. 

Im Falle der Parabel sei B der im Endlichen gelegene, B^ der 
unendlich ferne Brennpunkt; die Tangente FT des Punktes P halbirt 
alsdann den Nebenwinkel von -^BFB^ (Fig. 12), also den Winkel 
BFQ^ welchen der Brennstrahl FB mit dem auf die Directriz gefällten 
Lothe FQ bildet. Es geht dies wieder daraus hervor, dass die Hal- 
birungslinie FT nur den Punkt P mit der Parabel gemeinsam hat; 
für jeden von P verschiedenen Punkt F' auf FT ist nämlich 
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Fig. 12. 




P' Q'^ P'B, und diese Strecke P'B müsste auch gleich dem von P' auf 
die Directrix gefeilten Lothe P'Q' sein, es wäre mithin P'$ = P' Q\ 
was unmöglich ist 

Aus dem Satze (26) lassen sich leicht noch weitere Folgerungen 
ziehen. Da der Pol der Sehne PQ mit dem Mittelpunkte M des in 

(26) definirten Kreises zusammen- 
fallt und in Folge dessen der Winkel 
OBQ durch BM, ^ PB^K durch 
B^M (Fig. 8 und 9) halbirt wird, 
ergibt sich: 

(29) Die Verbindungslinie 
eines Brennpunktes mit dem 
Pol einer Sehne halbirt den 
Winkel des Geradenpaares, das 
den Brennpunkt mit den End- 
punkten der Sehne verbindet^). 
Wir hatten oben (S. 187) für 
die Lage des durch (26) definirten 
Kreises drei verschiedene Fälle angenommen; nachdem wir bisher den 
ersten Fall betrachtet, möge nun untersucht werden, was eintritt, wenn 
die Sehne PQ durch einen der Brennpunkte hindurchgeht (eine Focal- 
sehne ist). Es wird sich das Resultat ergeben: 

(30) Jede durch einen einzigen Brennpunkt B des Kegel- 
schnitts gezogene Sehne PQ berührt in B einen Kreis, 
dessen Mittelpunkt M der Pol der Sehne PQ ist; dieser 
Kreis hat auch die beiden Geraden zu Tangenten, welche 
die Endpunkte P, Q der Sehne mit dem anderen Brennpunkte 
J?i verbinden (Fig. 13). 

Zum Beweis dieses Satzes gehen wir wieder aus von der Re- 
lation (25) (i^a Fl Fj — BB^ = (i^bV^* + o, wobei F^ = 0, Fg = 
Gleichungen waren für die Punkte P, Q, während Fg = den Pol 
der Sehne PQ darstellte. Da im jetzigen Falle P, Q und B in einer 
Geraden liegen sollen, muss zwischen den Ausdrücken F^, V^ und B 
eine lineare Identität stattfinden, d. h, mit F^ = und T^ = wird 
auchP = erfüllt; wie (25) zeigt, ist also die Gerade PQ jedenfalls 
Tangente des Kreises mit dem Mittelpunkte F, = 0. Der Berührungs- 
punkt ist Pol der Tangente in Bezug auf den Kreis. Es seien nun 
TFj, W^f B, Bj die Ausdrücke, in welche sich Fj, Fg, P, Pi verwandeln 



1) Weitere Folgerungen finden sich in dem zu vorliegendem Paragraphen 
gehörigen Tbeil des Anbanges. 



Pol einer Fooalsehne. 
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bei Substitution der Goordinaten der Geraden PQ an Stelle der varia- 
belen Liniencoordinaten. Die Gleichung des Pols von PQ in Bezug 
auf den Kreis ist alsdann: 



da aber TT. 



= 0, TFj «= und B — durch die Coordinaten der Ge- 
raden PQ erfüllt werden, bleibt lediglich B^P — oder P = als 
Gleichung des Berührungspunktes, und hiermit ist (30) bewiesen. 

Der Mittelpunkt M j^^ j, 

des Kreises liegt als Pol 
einer Focalsehne natür- 
lich auf der Polare des 
Brennpunktes P, d. h. 
auf der Directrix von P; 
da ferner beim Kreis der 
nach dem Berührungs- 
punkt einer Tangente ge- 
zogene Radius zur Tan- 
gente rechtwinklig ist, 
folgt sofort: 

(31) Die Polare eines 
auf der Directrix ge- 
legenen Punktes M 
steht in dem der Di- 
rectrix zugehörigen Brennpunkte P senkrecht auf der Ver- 
bindungslinie j9fP, oder auch: 

(32) Die Verbindungslinie des Pols einer Focalsehne mit 
dem zugehörigen Brennpunkt ist zur Focalsehne rechtwinklig. 

Schneidet die Focalsehne PQ die Directrix in R (Fig. 13), so ist 
RBM ein Poldreiseit des Kegelschnitts, denn die Gerade P Q ist Po- 
lare von Jf, die Directrix UM Polare des Brennpunktes P, daher 
auch MB Polare von P. In Folge dessen sind BM und PP conju- 
girte Polaren in Bezug auf den Kegelschnitt und mit Rücksicht auf 

(32) erhält man den Satz: 

(33) Zwei conjugirte Polaren eines Kegelschnitts, die 
sich in einem Brennpunkte der Gurve schneiden^ sind zu ein- 
ander normal^). 

Umgekehrt gilt auch der Satz: 




1) Ein anderer Beweis dieses Satzes findet sich in dem zu vorliegendem 
Paragraphen gehörigen Theil des Anhanges. 



Gandolfinger, Voileeangen. 
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(34) Zwei in einem Brennpunkt sich rechtwinklig schnei- 
dende Geraden sind harmonische Polaren des Kegelschnitts. 

Der leichte Beweis dieses Satzes möge dem Leser überlassen 
werden. 

Da MP die Curve zweiter Classe in P berührt, folgt: 

(35) Das zwischen dem Berührungspunkt und einer Direc- 
trix gelegene Stück einer Tangente wird Yom zugehörigen 
Brennpunkt aus unter rechtem Winkel gesehen. 

Eigenartig ist der dritte Fall, welcher f&r die Lage der Sehne 
FQ bei (26) in Betracht kommt, nämlich der Fall, dass FQ ein 
Durchmesser der Curre 97 (u, t«) == ist. Hier rückt der Mittelpunkt 
F2 «= des in (26) definirten Kreises als Pol der Geraden PQ ins 
Unendliche, und der Kreis geht über in ein auf der unendlich fernen 
Geraden gelegenes Punktepaar. Setzt man nämlich den Ausdruck in 
(25) li^iV^ + ö)(tt, tt) gleich V(w, w), so verschwindet, wenn F, = 
einen unendlich fernen Punkt darstellt, nicht nur i^^PfP), sondern es 
verschwinden auch die drei Ausdrücke ^'(pO C*"^!?^, 3), wobei 
PuP^yPd ^^^ Coordinaten der unendlich fernen Geraden bedeuten; nach 
den in § 6 aufgestellten Kriterien der Curven zweiter Classe ist dann 
in der That V'(u,u)==0 die Gleichung eines im Unendlichen gelegenen 
Punktepaares. 

Die zwei von den Endpunkten des Durchmessers PQ nach dem 
einen Brennpunkte gezogenen Strahlen sind infolge der symmetrischen 
Gestalt des Kegelschnitts zu den nach dem anderen Brennpunkte ge- 
zogenen parallel; diese zwei Paare paralleler Strahlen bestimmen daher 
die zwei Richtungen, welche nach den Punkten des oben erwähnten 
unendlich fernen Punktepaares verlaufen. 

Wir hatten den wichtigen Satz (26) abgeleitet mit Hilfe der Re- 
lationen ii^fp «=» BBi + ö) und 9) = a Fl Fj — b F,*; ersetzt man den 
letzteren Ausdruck von fpiu^ti) durch U^U^— C^U^, wobei JJ^ «= 
und Z7, «» 0, f^ «= und t^ «= die Gleichungen zweier Paare 
Gegenecken irgend eines dem Kegelschnitt 97(1«, m)<»0 umschriebenen 
Yierseits sind^), so erhält man die Relation: 

(36) ft(Oi V^ - U^ U,) -^BB. + a,, 
woraus folgt 

(37) i^^UiUt-BB^ — ii^UaU^ + a. 

Die rechte Seite dieser Gleichung repräsentirt gleich Null gesetzt 
einen Kegelschnitt, der die Punkte ü^ und U^ zu Brennpunkten hat, 

1) Vgl (7) in § 12. 
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während die linke Seite sofort ein diesem Kegelschnitt umschriebenes 
Vierseit erkennen lässt. Man hat daher den Satz: 

(38) Wird einem Kegelschnitt q)(u,u) '=^0 ein beliebiges 
Vierseit umschrieben^ so gibt es stets einen zweiten Kegel- 
schnitt; der irgend ein Paar von Gegenecken des Vierseits 
als Brennpunktepaar besitzt und gleichzeitig die beiden 
Strahlenpaare berührt; welche die Brennpunkte der Original- 
curye q) mit einem zweiten Paar von Gegenecken verbinden. 

In dem speciellen Falle^ dass das umschriebene Vierseit ein Pa- 
ralleltrapez wird; rückt ein Punkt des Paares U^y U^ ins Unendliche; 
die Gleichung (i^U^üi'\-(O'^0 repräsentirt alsdann eine Parabel, und 
man kann daher im Anschluss an (37) und (38) den Satz aussprechen: 

(39) Wird einem Kegelschnitt q>(u,u) ^'^ ein beliebiges 
Paralleltrapez umschrieben; so gibt es ste^s eine Parabel, 
die den Schnittpunkt der nicht parallelen Seiten des Tra- 
pezes zum Brennpunkt hat und gleichzeitig die beiden 
Strahlenpaare berührt, welche die Brennpunkte des gege- 
benen Kegelschnitts mit einem der beiden übrigen Paare 
von Gegenecken verbinden. 

§ 20. 

lieber einige Cnrven, welche in invarianter Beziehung stehen zu 
einem Kegelsohnittbiisohel, resp. einer KegelzohnittBOliaar. 

Es seien 

8 8 8 8 

f{x^ x) = ^ ^ aikXiXi — und g{x, x) = ^ ^ hhXiXj, ^ 
11 11 

die Gleichungen zweier Curven zweiter Ordnung, y^y^^y^ die Coordi- 
naten eines festen Punktes; alsdann gilt der Satz: 
(1) Die Polaren eines festen Punktes y in Bezug auf alle 
Kegelschnitte des Büschels lg(XyX) — f(x,x) «^0 schneiden 
sich in einem zweiten festen Punkte. 

Die Polare des Punktes y in Bezug auf irgend einen Kegelschnitt 
des Büschels hat nämlich die Gleichung: 

^ MAKÄ?,y)~/'(a:,y)=A(fl'iyi+^2y2+^sy8)— (^iyi+/iy2+Ays)==o, 

wobei 

fi = -^-f\xi) = <^u^i + «8»-^2 + a^iXzj 

13* 
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und hier stellt (2) für alle beliebige Werthe des Parameters X gerade 
Linien dar, die sich in einem nnd demselben Punkte schneiden. Be- 
zeichnen wir diesen Punkt, der als Schnittpunkt von g(Xj y) »» und 
fi^} y) = ^ leicht zu ermitteln wäre, durch x, denken wir uns hin- 
gegen nun y variabel, so sieht man sofort, dass auch umgekehrt die 
in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels genommenen Polaren 
von X durch den Punkt y gehen. Infolge dieses gegenseitigen Ent- 
Sprechens nennt man die beiden Punkte x und y conjugirt hinsicht- 
lich der Kegelschnitte des Büschels. 

An den Satz (1) reiht sich unmittelbar die Fri^e nach dem geo- 
metrischen Ort derjenigen zu Punkten y in Bezug auf das Bllschel 
Xg — f=0 conjugirten Punkte x, welche man erhält, wenn die y 
auf einer und derselben Geraden mit den Coordinaten i*if u^yU^ liegen. 
Dem Satze (1) zufolge genügt es, irgend zwei Kegelschnitte des 
Büschels, etwa /* «s und g ^=^0, der Betrachtung zu Grunde zu legen. 
Es müssen dann zusammen bestehen die drei Gleichungen: 

fiVi + f%y% + UVz = 
(3) g^yi + 9%y% + Qt^Vz = o 

aus denen man durch Elimination von y^y^^y^ erhält: 



(4) N = 



fi f. fz 

9i 9i 9z =0- 

t*i ««2 «^ 

Diese Gleichung stellt, da sie in den x vom zweiten Grade ist, 
einen Kegelschnitt dar, und zu demselben Kegelschnitt gelangt man 
auch bei der Frage nach dem geometrischen Ort der in Bezug auf 
alle Kegelschnitte eines Büschels genommenen Pole einer und der- 
selben Geraden mit den Coordinaten u^,u^iU^> Zwischen den Ui und 
den Coordinaten Xi des zugehörigen Pols bestehen nämlich, wenn eine 
bestimmte Curve Xg — f=0 des Büschels zu Grunde gelegt wird, 
die Relationen 

(5) QUi^Xg^—fi, Q^ = ^9i''fi7 9^=^^9z — fzy 

wo Q einen Proportionalitätsfactor bedeutet. Durch Elimination von 
Q und X erhält man hieraus die Gleichung für den Ort der Pole jener 
Geraden u in Bezug auf alle Curven des Büschels in Gestalt einer 
Determinante, die sich von (4) nur durch Yertauschung der Horizontal- 
und Verticalreihen unterscheidet, somit dieselbe Curve liefert wie (4). 
Wir können daher sagen: 
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(6) Die in Bezug auf sämmtliche Kegelschnitte eines 
Büschels genommenen Pole einer gegebenen Geraden liegen 
auf einem und demselben Kegelschnitt N. Dieser ist zu- 
gleich der Ort aller derjenigen Punkte, welche den Punkten 
der Geraden im Sinne des Satzes (1) conjugirt sind. 

Wir wollen den Kegelschnitt N den Polkegelschnitt der ge- 
gebenen Geraden u nennen. Es lassen sich leicht mehrere Punkte 
angeben y die ihm angehören. Solche Punkte sind z. B. die Spitzen 
der drei in dem KegelschnittbQschel enthaltenen Geradenpaare, also 
die Ecken des dem Viereck der Grundpunkte zugehörigen Diagonal- 
dreiecks oder (nach (17) in § 14) die Ecken des gemeinsamen Pol- 
dreiecks aller Curven des Büschels. Man erhält nämlich, wie wir 
sahen, die Gleichung eines solchen Geradenpaares, wenn man in 

^g(Xf x) — f{Xf Äj) = 

für A eine Wurzel X' einer gewissen kubischen Gleichung einsetzt; 
die Coordinaten der Spitze findet man hierauf aus den drei Gleichungen 

A>-/;.-0 (i-1,2,3). 

Zufolge dieser Gleichungen werden aber die Ausdrücke gi den ent- 
sprechenden fi proportional, wenn man in diese Ausdrücke die Coor- 
dinaten der Spitze einführt; in (4) werden demnach zwei Reihen ein- 
ander proportional, die Determinante (4) verschwindet, d. h. die Spitzen 
jener drei Geradenpaare liegen in der That auf dem Polkegelschnitt 
N der Geraden u. 

Sechs weitere Punkte von (4) sind die vierten harmonischen Punkte 
zu dem Schnittpunkte der Geraden u mit irgend einer von den sechs 
Geraden des Büschels und zu den zwei auf der betreffenden Geraden 
liegenden Grundpunkten. Dies ergibt sich in folgender Weise. 

Es seien A^ Bj C, D die vier Grundpunkte des Büschels und E 
der Schnittpunkt der Geraden u mit der einem ausartenden Kegel- 
schaitt des Büschels angehorigen Geraden AB. Die Polare des Punktes 
E in Bezug auf das Geradenpaar AB, DC^ das sich in L schneiden 
möge, ist alsdann die Verbindungslinie von L mit dem vierten har- 
monischen Punkte E' zu E und zu dem Punktepaare A, D, Durch 
E' geht aber auch die Polare von E in Bezug auf das Geradenpaar 
AC, BDj dessen Schnittpunkt M seL Daher ist E' überhaupt der 
Schnittpunkt aller Polaren des Punktes E der Geraden u in Bezug 
auf alle Kegelschnitte des Büschels, und zufolge (6) ist somit E' ein 
Punkt des Kegelschnitts N. 

Analog ist es bei den übrigen Punkten, die zu den jeweiligen 
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Schnittpunkten von u mit den Geradenpaaren des Büschels in der an- 
gegebenen Weise harmonisch zugeordnet sind. 

Da man zufolge des Vorausgehenden neun Punkte des Kegelschnitts 
N leicht sofort construiren kann, bezeichnet man ihn bisweilen als 
„Kegelschnitt der neun Punkte". 

Uebrigens lassen sich noch zwei weitere Punkte desselben an- 
geben: die Doppelpunkte der Inyolution, welche nach (12) in § 15 auf 
der Geraden u von ihren Schnittpunkten mit den Curven des Büschels 
gebildet wird. Diese Doppelpunkte sind^ wie wir in § 15 sahen ^ die 
Berührungspunkte derjenigen zwei Curven des Büschels ^ welche die 
Gerade u zur Tangente haben; sie sind also die Pole von u in Bezug 
auf diese zwei berührenden Curven. 

Ueberhaupt lassen sich selbstverständlich unendlich viele Punkte 
des Kegelschnitts N dadurch finden , dass man zu einem beliebigen 
Punkte P der gegebenen Geraden u den im Sinne des Satzes (1) con- 
jugirten Punkt Q sucht. Da Q Schnittpunkt der Polaren von P in 
Bezug auf die Kegelschnitte des Büschels kg — /'«s ist, wird man 
Q am einfachsten dadurch erhalten, dass man die Polaren von P in 
Bezug auf zwei dem Büschel angehörige Geradenpaare construirt. Man 
braucht dann nur P mit den Spitzen dieser Geradenpaare zu verbinden 
und zu diesen Verbindungslinien und dem zugehörigen Geradenpaare 
jedesmal die vierte harmonische Gerade zu construiren; der Schnitt- 
punkt dieser beiden vierten Harmonischen ist Q. 

Eine andere Art der Construction von Punkten der Curve N wäre 
endlich die, dass man in den Schnittpunkten der gegebenen Geraden 
mit irgend einem Kegelschnitt des Büschels die Tangenten zieht; die- 
selben schneiden sich in dem Pol der Geraden in Bezug auf den be- 
treffenden Kegelschnitt, und dieser Pol ist nach (6) ein Punkt der 
Curve N. 

Nach dieser allgemeinen Betrachtung des ]S[egelschnitts N wollen 
wir als Gerade u insbesondere die unendlich ferne Gerade wählen; die 
ihr zugehörigen Pole sind alsdann die Mittelpunkte der Kegelschnitte 
des BüschelS; und so erhält man den Satz: 

(7) Die Mittelpunkte der Curven zweiter Ordnung des 
Büschels Xg{XyX) — f{XyX)'^Q liegen auf einem Kegelschnitt 
j9f; die Gleichung desselben ist: 



M = 



fi u u 

9i 9i 9s 
Pi Pt Pi 



0, 
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wobei PuP%,Pz die Ooordinaten der unendlich fernen Geraden 
bedeuten. 

Dieser ^Mittelpunktskegelschnitt'^ geht, wie aus den vorher- 
gehenden allgemeinen Betrachtungen folgt, durch die Spitzen der in 
dem Büschel enthaltenen Geradenpaare, sowie durch die Mitten der 
sechs Seiten des durch die Ghrundpunkte des Büschels gebildeten yoU- 
ätandigen Vierecks. Da nun irgend vier Punkte der Ebene als Schnitt- 
punkte zweier Kegelschnitte; daher als Grundpunkte eines Büschels 
betrachtet werden können, kann man den Satz aussprechen: 

(8) Die Mittelpunkte der sechs Seiten eines vollständigen 
Vierecks liegen zugleich mit den Ecken des zugehörigen 
Diagonaldreiecks auf einem und demselben Kegelschnitt. 

Da femer nach (5) in § 15 jede Gerade der Ebene, somit auch 
die unendlich ferne Gerade, von zwei Kegelschnitten des Büschels be- 
rührt wird, befinden sich in demselben zwei Parabeln, die freilich 
auch in eine einzige zusammenfallen oder imaginär werden können. 
Mit Rücksicht darauf, dass der Mittelpunktskegelschnitt M durch die 
Berührungspunkte dieser beiden Parabeln mit der unendlich fernen 
Geraden geht, erhält man den Satz: 

(9) Die Asymptoten des Mittelpunktskegelschnitts sind 
parallel zu den Azen der zwei in dem Büschel vorhandenen 
Parabeln. 

Von der Realität dieser Parabeln hängt somit die Realität der 
Asymptoten des Kegelschnitts M ab, es folgt also weiter: 

(10) Der Mittelpunktskegelschnitt ist eine Hyperbel, Pa- 
rabel oder Ellipse, je nachdem sich durch die Grundpunkte 
des Büschels zwei verschiedene reelle Parabeln legen lassen, 
oder diese Parabeln in eine einzige zusammenfallen, oder 
imaginär sind. 

Zu den Schnittpunkten des Kegelschnitts M mit der unendlich 
fernen Geraden liegen nun nach (24) in § 5 nicht nur die unendlich 
fernen Punkte irgend zweier conjugirten Durchmesser von M harmo- 
nisch, sondern nach (11) in § 16 auch alle Punktepaare, in denen 
die unendlich ferne Gerade von Kegelschnitten des Büschels getroffen 
wird. Eüeraus folgt: 

(11) Die Asymptoten eines jeden dem Büschel angehörigen 
Kegelschnitts sind parallel zu einem Paare conjugirter 
Durchmesser des Mittelpunktskegelschnitts, sowie mit Berück- 
sichtigung von (9): 

(12) Bei einem jeden Kegelschnitt des Büschels ist ein 
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bestimmtes Paar conjugirter Durchmesser parallel zu den 
Asymptoten des Mittelpunktskegelschnitts. 

Wir wollen nun diejenigen Sätze aufstellen^ die sich ergeben, 
wenn man die dualistisch entsprechenden Betrachtungen zu denen am 
Anfang des Torliegenden Paragraphen anstellt bei einer Eegelschnitt- 
schaar A^(Uy u) — 9>(u, u) ■» 0. Es sind alsdann Punkte zu ersetzen 
durch gerade Linien, u. s. w. 

Dem Satze (1) entspricht der folgende: 

(13) Die Pole einer festen Geraden t; in Bezug auf die 
Kegelschnitte einer Schaar liegen auf einer zweiten Geraden 
u, und umgekehrt liegen die Pole von u auf der Geraden v. 

Zwei sich in solcher Weise entsprechende Geraden bezeichnet 
man als conjugirt hinsichtlich der Eegelschnittschaar. Man sieht 
auch, dass für g>(tt, w) «= und ^(u, w) «= als Gleichungen zweier 
Gurven der Schaar die Gerade u, welche den Ort der Pole der Geraden 
V darstellt, die Gleichung hat 



(14) 



Y9'(«^i) y^'W ■j^>\%) 
\r{y,) |*'(t;,) \i,\v,) 



= 0, 



X, 



X, 



X. 



Wählt man als Gerade t; die unendlich ferne Gerade mit den 
Coordinaten Pi^Pi^Pzy so sind die zugehörigen *^ole die Mittelpunkte 
der Kegelschnitte der Schaar; man hat somit den Satz: 

(15) Die Mittelpunkte aller Kegelschnitte der Schaar 

A^(u, u) — g>(u, tt) — 
liegen auf einer Geraden; die Gleichung derselben ist 

Dem Satze (6) entspricht: 

(16) Die in Bezug auf sämmtliche Kegelschnitte einer 
Schaar genommenen Polaren eines gegebenen Punktes y um- 
hüllen einen und denselben Kegelschnitt N. Dieser ist zu- 
gleich die Enveloppe aller derjenigen Geraden, welche zu 
den durch den gegebenen Punkt gehenden Geraden im Sinne 
des Satzes (13) conjugirt sind. 

Die Gleichung des Kegelschnitts N ist 



Steiner'sche Parabel. 
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(17) 



N = 



Y9>'(Wi) -gV'W Y^'K) 

|*'W irM l*'K) 



= 0. 



i Vi y% Vi 

Aehnlich wie oben bei dem dualistisch entsprechenden Kegel- 
schnitte N lassen sich auch hier sofort mehrere Tangenten von N «> 
angeben. Es sind dies z. B. 1) die Träger der drei in der Eegel- 
schnittschaar enthaltenen Punktepaare (oder die Seiten des dem Yier- 
seit der gemeinsamen Tangenten aller Curven der Schaar zugehörigen 
Diagonaldreiseits); 2) sechs andere Tangenten erhält man folgender- 
massen: man verbindet den gegebenen Punkt y mit den drei Punkte- 
paaren der Eegelschnittschaar, also mit den sechs Ecken des der 
Schaar zn Grunde gelegten vollständigen Vierseits und zieht die vierte 
harmonische Gerade zu einer jeden dieser Verbindungslinien und zu 
den zwei Seiten des Vierseits^ die sich in der betreffenden Ecke 
schneiden. Diese sechs vierten harmonischen Geraden sind alsdann 
Tangenten von N. 3) Die durch den gegebenen Punkt gezogenen 
Tangenten derjenigen zwei Kegelschnitte der Schaar^ welche sich nach 
(21) in § 15 in diesem Punkte schneiden^ gehören gleichfalls der Gurve 
zweiter Classe N an. 

unendlich viele Tangenten von N kann man natürlich durch die 
dualistische Construction zu jener erhalten , welche oben fÖr beliebig 
viele Punkte des Kegelschnitts N angegeben wurde. Es dürfte jedoch 
unnothig sein, dies noch weiter auszuführen. 

Wir wollen nun den Fall besonders betrachten , in welchem die 
zu Grunde liegende Kegelschnittschaar eine confocale Schaar 

A9)(uy u) — ©(m, w) = 

■ 

ist. Alsdann ist der Kegelschnitt N eine Parabel; denn er berührt 
die Träger der in der Schaar enthaltenen Punktepaare, und zu diesen 
Trägern gehört auch die unendlich ferne Gerade« Auch aus der 
Gleichung 



(18) 



T^'M Y^'K) yt'K) 



Vi 



y% 



Vt 



= 



geht herror, dass diese Curye von der noendlich fernen Geraden be- 
rührt wird; denn fOr m. = jp,, (t = 1, 2, 3) wird (18) erfüllt Weitere 
Tangenten der Parabel (18) sind die Axen des confocalen Systems 
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(als Verbindungslinien der reellen, resp. imaginären Brennpunkte), 
sowie die in dem gegebenen Punkte y gezogenen Tangenten derjenigen 
zwei Kegelschnitte der Schaar, welche sich in y schneiden. Da dieser 
Durchschnitt nach (26) in § 15 unter rechtem Winkel stattfindet^ kann 
man auch sagen, dass jene Parabel die in y gezogenen zu einander 
senkrechten Normalen ^) der beiden Kegelschnitte berührt , welche 
sich in y schneiden. Wir wollen die Curve (18) als Steiner'sche 
Parabel des Punktes y in Bezug auf den Kegelschnitt q>(u, u) «» 
bezeichnen, da Steiuer zuerst ihre Bedeutung für die Theorie der 
Kegelschnitte, insbesondere für die Construction des sogenannten 
Krümmungsradius, erkannte'). Bevor wir hierauf eingehen, sei noch 
erwähnt, dass die Gleichung (18) ungeändert bleibt, wenn man in ihr 
g>'(ui) (i— 1,2, 3) ersetzt durch Xg>'(Ui) — o' (**')> wot)öi ^ «üi be- 
liebiger Parameter ist; es gibt demnach zu einem gegebenen Punkte 
y in Bezug auf alle Kegelschnitte einer confocalen Schaar nur eine 
einzige Steiner'sche Parabel. 

Aus dem Umstand, dass irgend eine Tangente u der Steiner'schen 
Parabel das Normalencentrum (o\ui) (i ===■ 1, 2, 3) hat, folgt sofort 
mit Bücksicht auf (18) das Theorem: 

(18a) Die von einem Punkte y auf irgend eine Tangente 
der Steiner'schen Parabel gefällte Normale geht durch den 
Pol dieser Tangente in Bezug auf den Kegelschnitt q>(u,u) = 0. 

Insbesondere folgt hieraus: 
(18b) Die Steiner'sche Parabel berührt auch die beiden 
Normalen in den Berührungspunkten der von y an den Kegel- 
schnitt 9)(ti, i^)«»0 gelegten Tangenten. 

Für eine gemeinsame Tangente von 9>(u, u) «== und (18) hat 
man daher den Satz: 

(18c) Die vier germeinsamen Tangenten der Steiner'schen 
Parabel und des gegebenen Kegelschnitts 9(1^, u) »> be- 
rühren letzteren in den Fusspunkten der vier Normalen, die 
vom Punkte y nach q)(UfU) ^=0 gezogen werden können. 

Bückt speciell der Punkt y auf den Kegelschnitt 9>(u, u) = 0, 
so fallen die in (18 b) erwähnten beiden Normalen zusammen, und es 
ergibt sich der Satz: 

(18d) Die Steiner'sche Parabel berührt die Normale des 
Punktes y in dem zu y gehörigen „Krümmungsmittelpunkte", 

1) Als Nonnale des PunkteB y einer Garye bezeichnet man die Gerade, 
welche in y die Tangente dieses Punktes rechtwinklig schneidet. 

2) Vgl. Steiner: „üeber algebraische Gurven nnd Flächen", Crelle^s Journal, 
Bd. 49, S. 889, 1864, oder auch „Gesammelte Werke**, Bd. II, S. 629. 
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d. h. im Mittelpunkte desjenigen Kreises, der in y drei auf- 
einander folgende Punkte mit dem Kegelschnitte 9)(u, u)<»0 
gemeinsam hat. 

Dieser Mittelpunkt kann nämlich aufgefasst werden als der Schnitt- 
punkt zweier jener auf einander folgenden Normalen. 

Wir wollen nun annehmen, es sei F(u, u) <» die Gleichung in 
Liniencoordinaten des Kegelschnitts f(x, x) «* 0; alsdann erhält man 
die Coordinaten des Pols x irgend einer Tangente u der Steiner'schen 
Parabel in Bezug auf f{Xy x) ^^ durch Auflosung der Gleichungen 

oui = ^f\x^^) (i = l,2, 3) nach Xj, rc,, a?,. Die Pole x sämmt- 

licher Tangenten der Steiner'schen Parabel 

(19) ■ {^±{F'm,)m{u,)y,)^Q 

genfigen daher einer Gleichung^ die man erhält, wenn in (19) die Ui 
ersetzt werden durch -^f'ix^ ^=^fi\ hierdurch verwandelt sich JP'(^«) 

in Axij co'(tt,) in a/(fi), und es ergibt ^sich daher, so lange man Ä 
als Yon Null verschieden voraussetzt, als Ort der Pole die Carve 
zweiter Ordnung 

(20) 2±(.«''if^)!C,y,)~'0, 

welche der Steiner'schen Parabel reciprok entspricht und eine gleich- 
seitige Hyperbel darstellt. Da der Punkt y ganz willkürlich an- 
genommen ist, folgt nämlich aus (20) die Proportion 

nod unter Anwendung des Proportionalitätsfactors X hat man 

Aar, = 4 «'(/;) (i=l,2,3), 

oder wenn (ganz ebenso wie bei der Losung des Hauptaxenproblems 
in § 10) gesetzt wird an = couai« -|~ ^a^hk + osi^sib, so folgt 

(21) kXi «= cciiXi + «1-2^2 + «isiPs (i = 1, 2, 3). 

Diese drei Gleichungen fQhren nach Elimination der Xi zu derjenigen 
Gleichung dritten Grades in A, welche bereits in § 10 auftrat und 
nur reelle Wurzeln besitzt, darunter eine gleich Null. Der Wurzel 
k"' SS entspricht ein Punkt mit den Coordinaten 

Xii XtiXz'^* fiiii: A,t : A^sy 

wofür zufolge der Fussnote S. 86 auch gesetzt werden kann 

1) 6 bedeutet einen Proportionalitätsfiictor. 



204 II. Abschnitt § 20. 

lF'ip,):^F'(ß,):^F'(p,), 

und dies sind die Goordinaten des Mittelpunktes der Curve f(Xf x) »» 0. 
Ebenso folgt aus den Betrachtungen zu Anfang von § 10; dass den 
zwei im allgemeinen von Null verschiedenen Wurzeln jener kubischen 
Gleichung die unendlich fernen Punkte der beiden Hauptaxen des 
Kegelschnitts f{Xj x) «= 0' entsprechen; durch diese 9wei Punkte geht 
daher die Curve (20) hindurch^ d. h. ihre Asymptoten sind parallel 
zu den Hauptaxen von f(x, x) «^O , sind somit zu einander normal, 
oder die Curve (20) ist eine gleichseitige Hyperbel. Dieselbe hat die 
wichtige Eigenschaft, dass sie durch die Fusspunkte der Normalen 
hindurchgeht, welche man von einem beliebigen Punkte y der Ebene 
nach dem Kegelschnitt f(xi x) »^0 ziehen kann. Um dies zu beweisen, 
wollen wir allgemeiner zeigen, dass von einem beliebigen Punkte y 
in der Ebene n' Normalen nach einer Curve n^ Ordnung gezogen 
werden können und dass die n^ Fusspunkte derselben zugleich mit y 
auf einer Curve n^ Ordnung liegen. Beim Beweis dieses Satzes 
lässt sich wieder in sehr einfacher Weise der Begriff des Normalen- 
centrums einer Geraden verwerthen. Sind nämlich y^, y^, y^ die Co- 
ordinaten des gegebenen Punktes, Xi, x^y x^ diejenigen des Fusspunktes 
irgend einer von y aus gezogenen Normalen, so ist dieser Fusspunkt 
X zugleich Berührungspunkt einer Tangente mit den Coordinaten 

fi = —f'i^i)) (» = 1, 2, 3). Das Normalencentrum dieser Tangente, ihr 

Berührungspunkt x und der gegebene Punkt y liegen nun in einer 
Geraden, es ist also 

(22) ' „ " . " ,. "0, 



l"'(/i) 


; »'(/,) 4-a,'(/i) 


«1 


^a ^3 


Vi 


y* y» 



denn die Grössen a){fi) (i = 1, 2, 3) sind nach § 2 die Coordinaten 
des genannten Normalencentrums. Die Gleichung (22) ist in den Xt 
vom n**" Grade; in Verbindung mit der Curve n^ Ordnung /*=* 
ergibt sie n' Werthsysteme x^ix^: x^ für die Coordinaten von Fuss- 
punkten der durch den Punkt y gezogenen Normalen. Man erkennt 
auch sofort, dass y auf der Curve (22) gelegen ist Wir können das 
Resultat dieser Betrachtungen fQr den Fall, dass ein Kegelschnitt 
f{XjX) = zu Grunde gelegt ist, zusammenfassen in dem Satze: 
(23) Von einem beliebigen Punkte y der Ebene kann man 
nach einem Kegelschnitte f(x,x) = im allgemeinen vier 
Normalen ziehen. Die Fusspunkte derselben liegen auf der 
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gleichseitigen Hyperbel (22), welche durch den Punkt y und 
den Mittelpunkt des gegebenen Kegelschnitts hindurchgeht, 
und deren Asymptoten zu den Hauptaxen dieses Kegelschnitts 
parallel sind. 

Allgemeiner folgt unmittelbar aus (22) für irgend einen Punkt x 
der gleichseitigen Hyperbel die Definition: 

(23a) Die gleichseitige Hyperbel (22) ist der geometrische 
Ort aller Punkte x, deren (gerade) Polare in Bezug auf die 
Curye f(x,x)'»0 normal ist zur Verbindungslinie von x mit 
dem gegebenen Punkte y. 

Wenn man in dem Ausdruck für den Polkegelschnitt N in (4) 
die Curven f(Xf x) «= und g(Xf a?) = ersetzt durch irgend zwei 
andere Curven Xj/'-f- X^g =« 0, resp. oc^f-^- ^g = des Büschels 
Xg{Xj x) — f(Xj x) «a 0, so reproducirt sich Ny indem nur der Factor 
iTiAs — XgAi vortritt; Analoges gilt natürlich von N in (17). Gebilde 
von dieser Beschaffenheit bezeichnet man allgemein als Combinanten. 
Es ist zu erwarten, dass zu ihnen auch derjenige Ausdruck gehört, 
welcher gleich Null gesetzt die vier Schnittpunkte der Kegelschnitte 
des Büschels kg{Xj x) — fix^ ä;) «= darstellt, denn es muss gleich- 
giltig sein, welche zwei Curven des Büschels man für die Bestimmung 
der Schnittpunkte auswählt Zum Zweck der Ableitung des betreffenden 
Ausdrucks denken wir uns den Kegelschnitt 

in die Form gebracht 

-^n^i* + 2N^^x^x^ + JVggXg^ + 2N^^x^x^ + 2 N^^x^x^ + N^x^^ = 0, 

wobei die Coefficienten Na in den a^, &a nnd Ui vom ersten Grad 
sind. Wir sahdn S. 198, dass der Polkegelschnitt N die Oerade u in 
den Doppelpunkten der Involution trifft, welche auf u von den Schnitt- 
punkten mit den Curven des Büschels gebildet wird. Wenn diese 
zwei Doppelpunkte in einen zusammenrücken, berührt die Gerade u 
ihren eigenen Polkegelschnitt; aus den Betrachtungen S. 144 folgt^ dass 
dieses Zusammenrücken der Doppelpunkte nur dann eintreten kann^ 
wenn die Gerade u durch einen der vier Schnittpunkte geht. Die 
Bedingung dafür, dass die Gerade u den ihr zugehörigen Kegelschnitt 
berührt, ist aber identisch mit der Gleichung der Curve •• 

s 8 

1 1 
in Liniencoordinaten; dieselbe ist in den Nn vom zweiten, also in 
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den iii vom vierten Grad und muss daher gleichbedeutend sein mit dem 
Product der Ausdrücke für die vier Schnittpunkte der Kegelschnitte 
des Büschels. 

Dualistisch entsprechend ist zu verfahren, wenn man aus 

die Gleichung für die vier Tangenten herleiten will^ welche den Curven 
der Schaar A^(u, u) — g>(M, w) = gemeinsam sind. 

Der Polkegelschnitt N ist auch von Wichtigkeit bei Ableitung 
einer Gleichung für die Seiten des gemeinsamen Poldreiecks der 
Curven des Büschels Xg(x^ x) — f{x^ x) = 0. Nach S. 197 geht näm- 
lich N durch die Ecken dieses Dreiecks hindurch^ gleichgiltig welche 
Werthe die Coordinaten der zugehörigen Geraden u haben mögen; 
da aber N nach (4) von der Form ist N^u^ -^ N^u^ -{- N^u^ ««0, 

wobei i^i = /i^fg — fz92 , ^t "== fs9i — /Ifl's » -^s = fiff2 " f%9i j so 
müssen in Folge der Willkürlichkeit der u die drei Kegelschnitte 

^. s= (t = 1, 2; 3) gleichfalls durch die Ecken des Poldreiecks gehen. 

Fizirt man nun auf irgend einer Seite dieses Dreiecks einen Punkt a; 

und construirt man den vierten harmonischen Punkt y z\x x und zu 

den zwei auf der betreffenden Seite liegenden Ecken des Poldreiecks^ 

so sind X und y harmonische Pole in Bezug auf jede der drei Curven 

zweiter Ordnung Ni^=Oj d. h. die Coordinaten Xi und y,- dieser Punkte 

erfüllen die drei Gleichungen 

dN, dN, dN. 

yxä^ + y«ä^ + y»ä^=o (i = i,2,3), 

aus welchen durch Elimination der y folgt: 

Diese Gleichung wird, wie aus der Art und Weise ihrer Ableitung 
hervorgeht; stets von den Coordinaten Xi solcher Punkte erfüllt^ welche 
auf den Seiten des Poldreiecks liegen; da sie in den Xi vom dritten 
Grad ist, muss sie daher mit dem Product der Ausdrücke für die 
Seiten des gemeinsamen Poldreiecks der Kegelschnitte des Büschels 
Xg{x^ x) — f{Xf a?) «• identisch sein. 

Es seien nun x^j x^, x^ die Coordinaten irgend eines der drei 
Schnittpunkte von N^^=0, N^^^O, N^i=aOy also die Coordinaten 
einer Ecke des Poldreiecks; jede Gerade u, die durch einen der drei 
gemeinsamen Schnittpunkte geht, genügt alsdann einer Gleichong 
Wi^Ji + u^x^ + w^a^s = oder Ux = 0, mithin auch den drei Gleichungen 
XiUg.'^Oj x^Ux'^O, afgUx <= 0. Diese repräsentiren zusammen mit 
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J/i «= (i ■= 1, 2, 3) sechs Gleichungen, welche x^j x^j x^y ^i^> 
x^x^j x^Xi linear enthalten« Durch Elimination dieser sechs Grössen 
erhält man eine Determinante sechsten Grades, welche Ui^ t^j u^ im 
dritten Grade enthält. Da dieselbe für jede Gerade u yerschwindet, 
welche durch ii^end eine der Ecken des Poldreiecks geht, ist sie 
mit dem Product der Ausdrucke für diese Ecken identisch^). 

Dualistisch entsprechend könnte 'man mit Hilfe des durch (17) 
definirten Kegelschnitts N Gleichungen ableiten für die Ecken und 
Seiten des gemeinsamen Poldreiecks aller Curven der Eegelschnitt- 
schaar A^(u, u) — g>(u, u) «=» 0. 

Wählt man insbesondere eine confocale Schaar 

kq>{u, u) — a>(Uy m) = 0, 

so besteht das gemeinsame Poldreiseit nach (20) in § 15 aus den 
Hauptaxen des Kegelschnitts g>(u,u) =^0 und aus der unendlich 
fernen Geraden; das Product der Ausdrücke für die Ecken dieses Pol- 
dreiseits (die unendlich fernen Punkte der Hauptaxen und den Mittel- 
punkt von q>(u, u) «= 0) ist also dualistisch zu (24) gegeben durch 

^ + \-j-^ -g— ^ ^--) = 0, wenn wir mit TTi, TT,, TTj die Coefficienten 

von yj, yj, y^ in der Gleichung (18) der Steiner'schen Parabel be- 
zeichnen. Das Product der Ausdrücke für die Hauptaxen von 
(p(UyU)^=^0 und für die unendlich ferne Gerade würde dualistisch zu 
vorausgehenden Betrachtungen durch eine Determinante sechsten 
Grades gegeben sein. 

Zu derjenigen Gattung von Formen, die wir oben als Combi- 
nanten bezeichneten, gehört nach S. 205 auch die folgende: 

(25) ^(a;,a?)==- > yi 
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wobei ^= -j- ^ + (g-^ ö-^ Wjj . Legt man insbesondere das ge- 
meinsame Poldreieck des Büschels lg{x, x) — f(x, a?) = zu Grunde, 
so müssen f(x, a;) = und g(Xf x) «=« nach (50) in § 4 von der 
Form sein: 

(26) ^^^' ^^ ~ ^'^'^ "^ '**^' "^ ^^^^ ^ ^' 

g(x, x) = Vi Äi* + v, V + «'s^s* = ; 

1) Auf Gnmd von Entwickelnngen in § 28 kann man sagen, dass die 
Oayley'sche Gurre des durch JV^ = 0, N^ =^ und J^T, » bestimmten Eegel- 
sclmittnetBes in das Product der AusdrScke für die Ecken des obigen Poldreiecks 
ausartet; auch wird dort eine einfache Methode zur Berechnung der Determinante 
sechsten Grades angegeben werden. 



208 II. Abschnitt. § 21. 

für die Combinante ^ findet man alsdann den Aasdruck 

wofür wir kürzer setzen wollen Ax^ + Bx^ + ^^z "^ 0. Diese 
Gleichung zeigt, dass der Kegelschnitt ^ «» das Geradenpaar 
Ax^ + Bx^ — oder 

doppelt berührt in dessen Schnittpunkten mit x^ = 0. Durch die 
Ecke ^2 ^ a^ = des Poldreiecks geht nun ausser den zwei Seiten 
o?! = und 0^2 =* noch ein dem Eegelschnittbüschel angehöriges 
Geradenpaar; die drei Geradenpaare des Büschels erhält man nämlich 
aus 'kgix^ x) — f(x, a;) = für die Werthe /*,• : v,- (i = 1, 2, 3) des 
Parameters A, und speciell A «» ^13 : 1/3 liefert 

(^s^^i — f*i«^s)^i* + (/*8«^2 — ^8«^»)V = 0; 
also ein Geradenpaar , das zu Axj^ -f" ^^2* '^ ^ harmonisch liegt. 
Andrerseits sind auch die Seiten rCj = und x^ *=0 des Poldreiecks 
harmonisch zu AXj* -{- Bx^ »» 0, und da dieses Dreieck zugleich 
Diagonaldreieck des durcli die Grundpunkte des Eegelschnittbüschels 
bestimmten Vierecks ist, so folgt: 

(28) Durch jeden Scheitel des Diagonaldreiecks gehen 
zwei Diagonalen und ein Geradenpaar des Eegelschnitt- 
büschels. Diese zwei Sirahlenpaare bestimmen eine Invo- 
lution, deren Doppelstrahlen den Eegelschnitt i;(XjX)'^0 in 
dessen Schnittpunkten mit der dritten Diagonale berühren^). 

§ 21. 
Kriunmungskreis und Evolnte« 

Bereits im vorhergehenden Paragraphen wurden wir gelegentlich 
der Untersuchung der Steiner'schen Parabel zu dem Krümmungskreis 
irgend eines auf dem Eegelschnitt gelegenen Punktes geführt. Wir 
wollen nun zeigen, wie man die Coordinaten des Mittelpunktes und 

1) Weitere EigenBchaften des Eegelschnitte '^ «- findet man in Herrn 
Gondel finger*s Note „Zur Theorie des Eegelschnittbüschels**^ Zeitschrift für 
Mathematik und Physik, hrsgg. von Schlömilch, 20. Jahrgangs 8. 158—159, 1874; 
vgl. auch „Ueber das Scbliessungsproblem bei zwei Eegelschnitten^S C^elle's 
Jonmal, Bd. 88, S. 172 f., 1877. üeber die Bedeutung der Form ^(a;, x) bei Ab- 
leitung der BealitiLtskriterien für die Schnittpunkte zweier Kegelschnitte gibt der 
Anhang zn diesen Vorlesungen nähere Anskunft. 



Erümmnngsmittelponkt einer Curve 1^ Classe. 209 

die Länge des Badins dieses Kreises findet, und zwar möge hierbei 
ganz allgemein eine Carve V" Classe 9>(tii; Us> t«,) "» zu Grunde 
gelegt werden. Unter der Yoraussetzang, dass t^i, t«,, m, die Coor- 
dinaten einer Tangente dieser Curve, mithin 9 (^i)? 9(^)1 ^'(^s) ^^^ 
Coordinaten des Berührungspunktes P sind, besteht also unsere nächste 
Aufgabe darin, den Mittelpunkt des dem Berührungspunkte P der 
Tangente u zugehörigen Erümmungskreises zu bestimmen. Jedenfalls 
liegt dieser Mittelpunkt zugleich mit P und mit dem Normalen- 
centrum der Tangente u auf einer und derselben Geraden; sind ^i, 
yg, ^3 die Coordinaten des Erümmungsmittelpunktes, so hat man dem- 
nach die drei Gleichungen 

(1) Qyi--^¥i?^^) + ^^\^) (i-1,2,3), 

wo Q einen Proportionalitätsfactor, X eine noch näher zu bestimmende 
Grosse bedeutet. 

Für den Berührungspunkt der zunächst benachbarten Tangente 
mit den Coordinaten u,- -|- ^^ (^ "^ ^y 2, 3) werden die Coordinaten 
des Erümmungsmittelpunktes dieselben wie in (1), also mit Anwen- 
dung des Proportionalitätsfactors fi: 

(2) QVi = ;*{x9'(«.) + |rf9''(«*) + -'V- ('»' W + <^«''(«.))1 

(»■ -= 1, 2, 3), 

SO dass man nach Subtraction der Gleichungen (1) und (2) und mit 
Vernachlässigung der unendlich kleinen Grössen zweiter Ordnung 
dX ' d&(Ut) erhält 

(3)[|9>'0*.) + Yß''(«.)](l-f*) = f»[I rf9''(«.)+ t«'(«.) + yda,'(«0] 

(i -o 1, 2, 3). 

Man kann nun leicht zeigen, dass der Factor ft gleich der Ein- 
heit sein muss. Zu dem Zweck multipliciren wir die drei Gleichungen 

(3) resp. mit jp^, wobei pi (i ^ 1, 2, 3) die Coordinaten der unendlich 
fernen Geraden bedeuten, und erhalten unter Berücksichtigung von 
o'(jp,.) s» die Relation 

(4) [<p\Pi)^ + 9>\Pi)^2 + 9 (Ps)^! (1 - ^) 

— ^ [9>\Pi) • d^i + ¥{Pi) • ^^2 + ^'{Pi) • ^«'sl > 
oder auch 

(4a) [9'(ä) («*i + ^«*i) + "P'iPi) (M'i + ^^) + ^(Ps) K + ^^^a)]^ 

= 9>'(jPi)««i + 9 (i>2)"2 + 9'(JP3)«3- 
Gnndolflnger, Yorloiimgen. 14 
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Unter der Annahme^ dass der Berührungspunkt der Tangente u 
im Endlichen liege ^ ist 9>(jP;ti) ^0^); daher. können die Glieder mit 
dui als Factor vernachlässigt werden, es ergibt sich also in der That 
fi SB 1. In Folge dessen sind die Gleichungen (3) zu ersetzen durch 

(5) i- d<p' («,) + I da,' (m,) + ^ o' («,) = («• = 1, 2, 3) . 

Nun ist dip' («,) = ^f^ du, + ^0^ du, + g^ du,, und 
wenn man die Bezeichnungsweise einführt 

/ßv 1 ^*qp 1 5'ö) 



jfc(Ä;- 1) a«. au^ ' " 2 au. au, ^ 

erhält man 

-^dipiu^ = (Ä — l){9arfwi + fpi'idu^ + ^.-seius }, 

---(ia)'(w,) = &iidu\ + Ofs^tig + Ois^^s, 
es geht also (5) über in 

(7) [(fe — l)g>a + AGJa]<iMi + P — 1)9,2 + A©<2]dw2 

+ [(fc — l) ^>i^ -f Aaj,s] dtts + -g- 0' W = ^• 

Da auch die Gerade mit den Coordinaten u^ -^ dUi Tangente der 
Curve ^(u, t<) = sein soll, tritt zu diesen Gleichungen noch 

(8) 91 d«! 4- ^i^d^^^ + ^>^du^ = , wobei tpi = ^^ , 

so dass man durch Elimination von du^^ du^f du^ und dk aus (7) 
und (8) erhält: 

(Ä;— 1)9,1 + A©ii (fc — l)9ia+AG},2 (Ä^— l)9i8 + ^»ia ®i ! 

(Ä — 1)^21 + ACÖ21 (Ä 1)922+^^23 (^ 1)923 + ^^28 ®2 

(Ä;— I)93i + Acj8i (Aj--1)932 + A(D3jj (*— 1)983 + ^0)33 ©3 

9l 92 98 

Diese Determinante hat nun gleiche Gestalt wie (5) in § 17; bei 
Entwicklung nach Potenzen von A enthält daher der CoefGcient von 
A^ die Determinante von m{u^u) als Factor; da dieselbe jedoch ver- 
schwindet, bleibt nur 

(Je - ly^ ± (9u9m9«,) • «(«, «) + 2(Ä - l)Xx = 0, 



(9) 



= 0. 



1) Infolge des ümstandes, dass auch die beiden imagin&ren Ereisponkte im 
Unendlichen einem jeden Kreis angehören, ist die Beschr&nkong anf einen im 
Endlichen gelegenen Berfihrungspnnkt geboten. 
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wobei* 2% nach (8b) in § 17 den Werth besitzt 

(SPn^ii + 29i8Qi2 -\ )9(w, w) — Q(g>i, 9%j 9%)' 

Da die Gerade u Tangente der gegebenen Curve ist, erfüllen ihre 
Coordinaten die Gleichung ^(t«, u) = 0, und 2% reducirt sich auf 

Demnach ist im gegenwärtigen Falle (9) gleichbedeutend mit: 

(10) Qc -ir^± (fPnVuV^) • «(t*, u) - (ft - 1)1 . Xip\p, u) = ; 

für die Grösse X findet man also den Werth 

(* — 1) ^ ± (qPii qp« qPss) • " («i «) 

so dass sich mit Rücksicht auf (1) als Gleichung des Krümmungs- 
mittelpunktes in variabelen Liniencoordinaten t;^, v^j v^ ergibt: 

iM — 1) ^ ±.(9ii9tiqP8s) • "(w. **) 

(12) q>{u, v) + ^^^^(f^) "^^^^ v) « . 

Auch ein Ausdruck für die Länge des Krümmungsradius lässt 
sich nun leicht ableiten. 
, Die Coordinaten des Berührungspunktes der Taugente u der Curve 

9(m, ti) = sind, wie bereits bemerkt wurde, Xi = ,- ^'(m,) (i = 1, 2, 3) ; 

nach (1) kann daher die Gleichung des Krümmungsmittelpuuktes auch 
gegeben werden in der Form Vx + Ao(ti, v) = 0, wobei k durch (11) 

definirt ist. Vermöge i/ «= Aya}(u, ü) kann man diese Gleichung er- 
setzen durch 

(13) „. + -^..|=.0, 



woraus v = -—. r — folgt. Mit Hilfe von (12b) in § 2 wollen 

wir nun einführen den Cosinus des Winkels zwischen der Tangente u 
mid der vnllkürlich durch den Ejrümmungsmittelpunkt gelegten Ge- 
raden v\ alsdann ist 

— ^x V — ^x 

V = , daher — ^ 



C08 (M, V) ' y(o(V, V) Px* COS (tt, V) 'P^ Vo>{v, v) 

V 

Auf der rechten Seite dieser Gleichung bedeutet — — ^— . nach (1) 

in § 2 den Abstand q des Gurvenpunktes x von der Geraden v, mit- 
hin wird — = — 7--~x; aus einer einfachen Figur erkennt man aber 

p^ C08(M, 1?)' ° 

14* 
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sofort, dass — - — r gleich dem mit positivem oder negativem Vor- 
zeichen versehenen Abstand des Curvenpunktes x vom Erümmungs- 
mittelpunkte y, also absolut genommen gleich der Lange r des Krüm- 
mungsradius ist. In Folge dessen ist — = r ^) , und wenn man die 

Identität p»^^ CPi9>'(«i) + AV'W + PzV>^^) = 9(jP» w) beachtet, 



wird r««-!-^-^^-; mit Bücksicht auf (11) ergibt sich demnach für 

die Länge des zum Berührungspunkt der Tangente u gehörigen Krüm- 
mungsradius der Werth*): 



(14) r - ^ 



X - (p\p,u) 



Ist die gegebene Curve (p{u, ti) s» insbesondere die Gurve 

8 » 

zweiter Glasse 9)(w, m) ^ "^ ^ a,iW,t/ifc = 0, so verwandelt sich 

1 1 

"^ dl (9^11 722 ^ss) ^° ^^^ Determinante A, und man erhält: 

(15) r = ^^'~^- 

die Gleichung des Krümmungsmittelpunktes wird 

(16) y(„,,) + ^A^gL^)a,(«,„)=0. 

Wenn man die Goordinaten des zu einem Punkte x einer Gorve 
zweiter Ordnung f{Xy x) ^= gehörigen Krümmungsmittelpunktes und 
die Länge des Krümmungsradius bestimmen will, denkt man sich zu 

3 8 

f(x, x) ^ "^ ^ (lih^iXk = die Gleichung in Liniencoordinaten 
1 1 

8 8 

F{u, u) = ^i ^ AnUiUjt = 

1 1 



1) Allgemein folgt hierans, dass för einen Punkt y mit den Goordinaten 

^,. + -7==, (» = 1.2,8), 

2y^(u, u) 

der also auf der Verbindnngelinie von x mit dem Normalencentrum einer ge- 
gebenen Geraden u gelegen ist, die Grösse v die einfache Bedeutung hat 

— "■ r, wobei r die Entfernung der beiden Punkte x und y bezeichnet 

Px 

2) Vgl. auch Hesse: „üeber Gurven dritter Glasse and Curven dritter Ord- 
— nung", Grelle^s Journal, Bd. 88, S. 244, 1847. 
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gebildet und kann nun die bisher entwickelten Formeln anwenden.' 
Es ist dabei za beachten, dass zwischen den Coordinaten des Punktes 
X nnd denjenigen seiner Tangente der Zusammenhang besteht 

oder umgekehrt 

AXi = QiAnUi + AiiUi + ^«Ws) === y ^' (««.), 

wobei Q Proportionalitatsfactor ist. In Folge dessen verwandelt sich 

Ä 
die Grosse g>{p,u) oder F{pyu) nunmehr in —(piXi -{•■ P2^% "i" Pz^z)f 

an Stelle von <o(UyU) tritt -i^ifuftyfz)} A wird gleich .4*. Bei Sub- 
stitution dieser Ausdrücke in (15) hebt sich der Proportionalitatsfactor 
Q weg und man erhält für den Radius r des zum Punkte x gehörigen 
Erümmungskreises : 

M 7\ ^ ^ •( /i »_/« » /i) . 

aus (16) ergibt sich als Gleichung des Erümmungsmittelpunktes: 

(18) x,v, + x,v, + x,v, + ?(/I-.A.AI_!^) = 0, 
die Coordinaten desselben sind demnach 

(19) «jy, = xi + '^'rj'^ß i<onfi + (D«/i + w^f,) (i -= 1, 2, 3) , 

wobei 6 einen Proportionalitatsfactor bezeichnet. 

Auf demselben Wege^ der eingeschlagen wurde zur Bestimmung 
des einem beliebigen Punkte einer Curve %^' Classe zugehörigen Erüm- 
mungskreiseSy kann man auch vorgehen, wenn eine Curve n*^ Ordnung 
f{x, o;) s» gegeben ist. Man würde für die Länge des Krümmungs- 
radius finden 

(20) r= "^(/i./i'/i) 



(n-l)T.p/.2'±(/ii/i./8a)' 
wobei 



n ^x^^ '* n{n — 1) dx^dxj^'* 

die Gleichung des dem Punkte x zugehörigen Erümmungsmittelpunktes 
wird 

(22) x,v, + ^.t;, + x,v, + ^Mnlnf^-Ali^ 0, 
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seine Goordinaten sind daher 

«(/; » /"t» ^s) Ki/"i + «fs/a + ^iifs) 



(23) 



QVi 



Xi + 



{n-\)z'P^^'^±{A,U,U 



Constrnirt man in jedem Punkte einer gegebenen Cnrye die Nor- 
male, so umhüllen alle Normalen eine neue Curve, die sogenannte 
Evolute der gegebenen; zwei auf einander folgende Normalen sehneiden 
sich in einem Punkt der Evolute, und da dieser Schnittpunkt zugleich 
Centrum eines Erfimmungskreises ist, so repräsentirt die Evolute auch 
den Ort der Krümmungsmittelpunkte, welche den einzelnen Punkten 
der gegebenen Curve zugehören. 

Wir wollen nun die Gleichung der Evolute ableiten, falls die 
gegebene Curve von der zweiten Classe ist und die Gleichung hat 

3 s 

(24) 9)(t*, m) = ^ ^k ttijtUiUk = 0. 

1 1 

Es sei Ux = eine Tangente dieses Kegelschnitts, Vx^^O die 
zugehörige Normale; beide schliessen einen rechten Winkel ein, und 
es ist daher nach (13) in § 2 

Femer besteht noch die Gleichung 

denn der Berührungspunkt der Tangente u liegt auch auf der Nor- 
male t;; übrigens können wir im gegenwärtigen Falle auch u und v 

vertauschen und erhalten alsdann 9'(^i)**i H" ^'(^2)^ "H ^(V^)^ =* ^* 
Aus dieser Gleichung und aus (o{UyV) = folgt 

(25) Wi : t(, : W3 = [9' (v^) (o{v^) — 9' (v^) (ö'(«^a)] : W M ^'M — ¥{^1 ) ®' (^3)] 

so dass man nach Einführung dieser Werthe der u in (24) für die 
Evolute unsrer Curve zweiter Classe die Gleichung in Liniencoordinaten 
V erhält: 



(26) 



«11 




«12 




«18 


^¥{v,) 


Y^'C*»!) 


«J, 




«M 




«a 


2 9» tVj) 


2 " (»'2) 


«,. 




«Si 




«33 


2 9 («'s) 


^-«'(M 


4-9'(f.) 


1 
2 


9{Vi) 


1 

2 


9' («3) 








1 '/ N 


1 
2 


td (ug) 


1 
2 


©'(fs) 









= 0. 
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Multiplicirt man die drei ersten Horizontalreihen dieser Deter- 
minante resp. mit v^^ v^^ v^ und subtrahirt sie von der vierten Beihe 
und yerßLhrt man in gleicher Weise mit den Verticalreihen, so sieht 
man sofort, dass die Determinante sich zerlegen lässt in: 

(27) AcD*(t;, v) — q)(v, t;){ An©,* H 1- 2fi^^i^i + ^^z^\ = 0| 

wobei ©i = 2-»'(^') ^^^ ^»t ^^® Unterdeterminante von ca in 



a,i a,g a,g 

«21 «M «28 

«31 «88 «SS 



ist 



Die Gleichung (27) enthält die variabelen Liniencoordinaten t; im 
vierten Grade, demnach ist die Evolute eines Kegelschnitts im 
allgemeinen von der vierten Classe. Es stimmt dies auch damit 
überein y dass man nach (23) in § 20 von einem beliebigen Punkte 
der Ebene nach einem Kegelschnitt im allgemeinen vier Normalen 
ziehen kann; dieselben sind zufolge der Definition der Evolute Tan- 
genten dieser Gurve. 

Es liegt nun die Frage nahe, welche geometrische Bedeutung der 
Factor von ip (v, v) in dieser Gleichung der Evolute besitzt. Zunächst 
bemerkt man, dass co,- (i^=^ 1,2,3) nach § 2 die Coordinaten eines 
unendlich fernen Punktes sind, und zwar des Normalencentrums der 
Geraden v; ausserdem liegt dieser Punkt, wenn 

X=AiiCDi* + 2Aig©i©2 + A,2(D8*-f2Aij<Di©8-f2Aj3(D8©3 + A3,©3* = 0, 

auf der Curve (p(u, u) =» 0, denn die co< erfüllen im Falle ;|^ =» die 
Gleichung des gegebenen Kegelschnitts in Punktcoordinaten. Hieraus 
folgt, dass X^^ die Bedingung ist, dass das Normalencentrum einer 
Geraden mit den Coordinaten t; ein Asymptotenpunkt des Kegelschnitts 
sei, oder mit anderen Worten, dass die Gerade v durch das Normalen- 
centrum einer der beiden Asymptoten gehe. 

Es möge nun die Formel (27) auf den Fall angewandt werden, 
dass rechtwinklige homogene Coordinaten zu Grunde liegen; femer sei 
der gegebene Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel, welche auf 
die Hauptaxen als Coordinatenaxen bezogen ist. Man hat alsdann 
nach § 10: 



(28) 



TT * TT ^ T'" ^ 
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so dass an Stelle von (27) die Gleichung tritt 

Wenn dagegen vorgelegt ist die Parabel 

(30) fp{u, u) = qW + 2A' U, üi = 0, 

ergibt sich an Stelle von (27) der Ausdruck 

- Q».'\U^' + U,y - ((. U,' + 2A' U, U,) (- X'* U,") = 0, 
oder auch; 

(31) UAqU,' + 2qU,'U, - 2k'U,'ü,] - 0; 

es scheidet sich demnach im Falle der Parabel der Factor I7s = 
aus, welcher nach § 10 den Berührungspunkt der Parabel mit der 
unendlich fernen Geraden repräsentirt; der übrig bleibende Ausdruck 
ist eine Gurve dritter Glasse. 

Es möge endlich noch gezeigt werden, wie man die Gleichung 
in Punktcoordinaten für die Evolute einer gegebenen Curve zweiter 
Ordnung 

8 8 

(32) fix, x) = ^i^k OiiXiXk = 

1 1 
findet. 

Nach (23) in § 20 können von einem beliebigen Punkte y der 

Ebene im allgemeinen vier Normalen nach einem Kegelschnitt gezogen 

werden, und zwar werden deren Fusspunkte aus (32) ausgeschnitten 

durch die gleichseitige Hyperbel: 



i«>'(fl) 


\w'{U) \a>\f,) 


a^i 


X2 ^3 


Vt 


y» Vt 



(33) 9{x,x)= ^^ ^^ ^^ =0. 

Vi Vi Vz 

Aus der oben gegebenen Definition der Evolute folgt, dass der 
Punkt y der Evolute angehört, wenn von den vier Normalen zwei 
zusammenfallen, oder mit anderen Worten: wenn die gleichseitige 
Hyperbel (33) den gegebenen Kegelschnitt (32) berührt Die Be- 
dingung hierfür ist nach § 14, dass die kubische Gleichung 

(34) l^B - 3^20 + 3AH - ^ = 

1) Ueber die Bildung der Ausdrücke G und H vgl (11) in § 13; dabei ist 

3 8 

g(x, x) in (83) gesetzt gleich ^i ^; h.j^x^Xj^. A und B sind die Determi- 

i 1 
nanten von (32), resp. (33). 
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zwei gleiche Wurzeln besitzt; in dieser Gleichung muss jedoch für 
den vorliegenden Fall H nach (19) in § 17 yersch winden, denn die 
Curre jp — geht durch ein Poldreieck von /* = hindurch, nämlich 
wie aus (23) in § 20 hervorgeht, durch dasjenige Dreieck, welches 
den Mittelpunkt und die unendlich fernen Punkte der Hauptaxen von 
/*a»0 zu Ecken hat. Die Bedingung aber, dass die kubische Glei- 
chung X'J? — 3A*6 — -4 — zwei gleiche Wurzeln besitzt, ist be- 
kanntlich 
(35) 46» + AB" — 0. 

Diese Gleichung ist in den Goefficienten von g '^ 0, also auch 
in den y^, y^, y^, vom sechsten Grad, die Evolute eines Kegel- 
schnitts ist daher im allgemeinen von der sechsten Ordnung. 

Wir wollen nun wieder die Formel (35) auf den Fall anwenden, dass 
rechtwinklige homogene Goordinaten zu Grunde liegen; der gegebene 
Kegelschnitt sei zunächst eine auf die Hauptaxen als Coordinatenaxen 
bezogene Ellipse oder Hyperbel. Man hat alsdann nach § 10: 

(36^ {<U' U) ^ ü,' + U,* , 

daher nach (33): 

(37) <j {x, x) = 

-= TirZjX, — TjA'XsX, + r,(A' — r )x, x, = o . 

Femer findet man: 

(38) 1 

80 dass an Stelle von (35) die Glekhong tritt: 

- >_ { AT (r Y* + k' Y,*) + x(A' - k'y r," ) » 

(39) ^' 

' + A'rx - Yi" Y* V • A'U"«(A' - A")* — 

oder kfirzer: 

(39a) {a" r,«+A'r,«+ j^(A' — A")*r,*)'— 27x(A'— A'yr.Tj'T,«— 0. 

Ist g^eben die Parabel: 

(40) fix, «) 3^ A' Xi* + 2p X, Xg = 0, 



A'X, 


A"X, 





^, 


X, 


^, 


^i 


r. 


Y> 



(41) g{xyx) = 
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80 findet man: 

A'Xi qX^ 
Xi Xi Xj 

r, r, r, 
= y,qX* - (r,A' + r,(>)2,Zi + r.A'XiX, = o-, 

ferner wird: 

(42) A Xq*, B ^k'\Y,Y,\ %Q \»:q{K'Y, + qY,)Y„ 

SO dass an Stelle von (35) die Gleichung tritt: 

(43) - 8^ *' »c'(A' r, + 9 Y,y r,» - -^ y* r,* c= o 

oder kurzer: 

(43a) 8(A' r, + (> r«)» + 21X'^Q Y^^Y^ - 0; 

es scheidet sich demnach im Falle der Parabel der Factor }^' » 
auSy welcher dreifach zählend die unendlich ferne Gerade repräsentirt; 
der übrig bleibende Ausdruck ist eine Curve dritter Ordnung. 



§ 22—25. 

Kegelschnittnetz and Kegelschnittgewebe. 

§ 22. 

Die Hessiane eines EegelBohnittnetBes. 

Es seien gegeben drei Curven zweiter Ordnung: 

(1) ip{x,x) = 0, i>{xyx)^0, z(a?,a?) = 0, 

die nicht einem und demselben Büschel angehören mögen. Man hat 
alsdann folgenden Satz: 

L^) Jeder Punkt y^ dessen Polaren in Bezug auf drei ge- 
gebene Guryen zweiter Ordnung (1) sich in einem Punkte x 
schneiden; liegt zugleich mit diesem Punkte auf der Curve 
dritter Ordnung 

(2) ^± iVit^Xz) = 0, wobei g>i = |||, *. =||^., Xi = JH.; 

(i - 1, 2, 3). 

1) Die Sätze dieses und des folgenden Paragraphen werden durch fort- 
laufende römische Ziffern bezeichnet, um alsdann in § 24 die dualistisch ent- 
sprechenden Sätze mit denselben Ziffern versehen zu können. 
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Die Polaren eines Punktes y in Bezug auf die drei Kegelschnitte 
(1) haben nämlich die Gleichungen 

in denen auch, wie wir in § 4 sahen, die Xi mit den y^ vertauscht 
werden können. Die durch (3) repräsentirten Geraden schneiden sich 
aber in einem Punkte, sobald die Determinante der CoefQcienten ver- 
schwindet, und diese Determinante ist eben mit (2) identisch, stellt 
also, da sie in den Variabeln vom dritten Grade ist, eine Curve dritter 
Ordnung dar. Man bezeichnet dieselbe nach dem Mathematiker Otto 
Hesse ^) als die Hesse'sche Curve oder Hessiane der drei ge- 
gebenen Kegelschnitte (1). 

Auch die Umkehrung von I ist giltig und lautet: 

la. Jeder Punkt x der Curve dritter Ordnung (2) kann 
angesehen werden als ein Punkt, dessen Polaren in Bezug 
auf die drei gegebenen Kegelschnitte (1) sich in einem 
Punkte schneiden. 

Es folgt dies daraus, dass man beim Bestehen von (2) stets drefi 
Grossen y^yg^ys ^^^^^ kann, welche die Gleichungen (3) erfüllen. 

Zwei auf die in I und la angegebene Art zusammengehörige 
Punkte X und y heissen conjugirte oder harmonische Pole jener 
Curve dritter Ordnung (3). Multiplicirt man die drei Gleichungen (3) 
resp. mit den Parametern x, A, f^ und addirt, so sieht man, dass die 
Punkte X und y harmonische Pole sind fär jeden Kegelschnitt, dessen 
Gleichung von der Form ist 

(4) xip{x, x) + Xil;(x, x) + (ix(x, x) = 0. 

Die Gesammtheit aller Kegelschnitte, die man erhält, wenn in (4) 
den Parametern alle möglichen Werthe ertheilt werden, heisst ein 
Kegelschnittnetz. Dasselbe fasst unendlich viele Kegelschnittbüschel 
in sich. Sind z. B. 

^iV + ^1* + f^iZ = und ^29 + ^2^-1- (i,a = 
irgend zwei bestimmte Curven des Netzes, so repräsentirt 

(5) x^q) + AjV' + (iiX + 9(?^<P + ^2^ -f (liX) « 

bei veränderlichem Parameter q ein Kegelschnittbüschel; ein zweites 
Büschel werde dargestellt durch 

(6) K^(p + Aj,^ + fijx + ^(^a9 + h^ + i^a) = 0, 

1) Vgl. Hesse: „Ueber die Wendepunkte der Curven dritter Ordnung", 
Joanial für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 28, S. 106, 1844. 
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wobei ö einen yeränderlichen Parameter bedeutet Man kann nun q 
und 6 immer so bestimmen, dass die beiden Gleichungen (5) und (6) 
einen und denselben Kegelschnitt repräsentiren; es muss dann sein 

Aus diesen Gleichungen lassen sich die drei Unbekannten q^t^öx 

stets berechnen, vorausgesetzt, dass die Determinante ^ + (x, X^ p,^) 

Ton Null verschieden ist, also vorausgesetzt^ dass der durch den Index 
2 charakterisirte Kegelschnitt nicht dem Büschel angehört, das durch 
die Kegelschnitte mit den Indices 3 und 4 in (6) bestimmt ist Man 
hat somit den wichtigen Satz: 

IL Irgend zwei in dem Kegelschnittnetze enthaltenen 
Büschel haben stets einen Kegelschnitt gemeinsam. 

Ein weiterer Satz lautet: 

III. Die Spitzen aller iü einem Kegelschnittnetze ent- 
haltenen Geradenpaare liegen auf *der Hessiane, und umge- 
kehrt: Jeder Punkt der Hessiane ist der Schnittpunkt eines 
solchen Geradenpaares. 

Man kann dies auch in folgender Form aussprechen: 

Illa. Die Hessiane ist der geometrische Ort der Scheitel 

aller Poldreiecke, die irgend welchen Kegelschnitten des 

Netzes gemeinsam sind. 

Die Form III dieses Satzes ergibt sich daraus, dass die Coordi- 

uaten der Spitze irgend eines in dem Netze enthaltenen Geradenpaares 

die Gleichungen erfüllen: 

(8) x(pi + A^i + iixi = 0, x9j + Xt^ + iiXi = 0, X93 + A^^ + /*rs ==0, 

aus denen durch Elimination von x, X^n wieder (2) folgt Auf Grund 
des Satzes (17) in § 14, demzufolge die drei Spitzen der in einem 
Kegelschnittbüschel enthaltenen Geradenpaare ein Poldreieck für jede 
Curve des Büschels bilden, lässt sich der Satz III auch in der Form 
III a aussprechen. 

Für die conjugirten Pole der Hessiane gilt der fundamentale Satz: 

IV. Wenn zwei Punktepaare eines vollständigen Vierseits 
conjugirte Polepaare der Hessiane sind, so sind auch die 
Punkte des dritten Paares conjugirte Pole. 

Der Beweis dieses Satzes fallt zusammen mit dem Beweis des 
Satzes von Hesse ^): 



1) Hesse: „De curvis et saperficiebus secundi ordinis'*, Journal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd.* 20, S. 301, 1840. Vgl. auch die Abhandlung 
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Wenn zwei Pnnktepaare eines vollständigen Vierseits harmonische 
Pole eines Kegelschnitts sind, so sind auch die Punkte des dritten 
Paares harmonische Pole des Kegelschnitts (^^Polvierseit^'). 

Dieser Satz ergibt sich folgendermassen: Der gegebene Kegel- 
schnitt sei dargestellt durch 

8 s 

f{x^ X) = ^ ^ OikXiXk = 0, 



1 1 



die beiden Punktepaare seien 



8 8 

•«(m, u) = ^ ^ aaUiUk -= 

1 1 
and 

8 8 



^^ 



1 1 



wobei nun die Determinanten A und B dieser beiden Functionen ver- 
schwinden. Die Bedingungen, dass die Punktepaare a und ß in Bezug 
auf /* BS conjugirt seien^ sind dann^ wie dualistisch aus (22) in § 17 
folgty ausgedrückt durch 



('> I e'-^I" 



+ 2a,8a,2 + «22^23 + 2aisa,3H-2a28a28 + «33033 = und 

/« = Al«ll + 2A2«18 +/'22^22 + 2 A8«i3 + ^/JsS^SS + Aa^SS = 0. 

Da die Gleichung des dritten Punktepaares von der Form ist^) 

a(tt,«)-f p/J(t*,M) = 0, 

hat man als Bedingung dafür, dass auch dieses Punktepaar zu f(x,x)^^^0 
conjugirt ist, die Relation 6a + p0^=»O, und diese wird in der 
That erfüllt; da 6« und 6^ einzeln verschwinden. Hiermit ist der 
obige desse'sche Satz bewiesen , daher auch Satz IV, wenn 'man als 
Kegelschnitt /*(fl;,a;) = irgend eine Curve des Netzes (4) wählt. 

Man kann den Satz lY noch in der oft zweckmässigeren Form 
aussprechen: 

IVa. Verbindet man irgend einen Punkt Sf der Hessiane 
mit zwei conjugirten Polen x und §, so schneiden die Ver- 
bindungslinien ex und 0^ die Hessiane noch in je einem 
weiteren conjugirten Pole y, resp. 1}, und die Geraden yi 
und xri treffen sich in dem zu conjugirten Pole g der 
Hessiane. 



„üeber Gurren dritter Ordnung und die Kegelschnitte, welche diese Curven in 
drei venchiedenen Punkten berühren", in demselben Journal, Bd. 36, S. 146 f., 1847. 
1) Folgt dnalistisch ans den Betrachtungen S. 187. 
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Denn dass der dritte Schnittpunkt r^ der Geraden g^ mit der 
Ourve der conjugirte Pol zu y ist, ergibt sieh folgendermassen: Be- 
zeichnen wir die zu sfyX,y conjugirten Pole resp. durch ^', ^, ri\ so 
müssen dieselben ein Dreieck bilden, bei dem z. B. die Seite I17' durch 
hindurchgeht, d. h. aber ij' muss auf der Geraden 0!^ liegen, und da 
ij' auch der Curve angehört, muss dieser Funkt mit dem dritten 
Schnittpunkte 17 der Geraden 0^ und der Curye zusammenfallen. Ebenso 
ergibt sich, dass £;' mit ^ identisch ist. 

Aus IVa folgt ein weiteres interessantes Theorem: 

y. Die Tangenten in zwei conjugirten Polen p und 7t der 
Hessiane schneiden sich in einem Punkte dieser Curve, und 
zwar ist derselbe conjugirt zu dem dritten Schnittpunkte 
der Geraden px mit der Curve, 

Nennen wir nämlich q den dritten Schnittpunkt der Geraden pz 
mit der Hessiane und x den zu q conjugirten Pol, so sind nach IVa 
die dritten Schnittpunkte, welche die beiden von tc nach den zugeord- 
neten Polen q und x gezogenen Strahlen mit der Curve gemein haben, 
conjugirt. Einer dieser dritten Schnittpunkte ist p, und da dessen 
zugeordneter Pol x ist, so fällt der dritte Schnittpunkt der Geraden 
Ttx und der Hessiane mit jc zusammen, d. h. x liegt auf der in n ge- 
zogenen Tangente; aus analogem Grunde liegt x auch auf der in p 
gezogenen Tangente, womit alsdann gezeigt ist, dass sich diese beiden 
Tangenten in dem zu q conjugirten Curvenpunkte x schneiden. 



§ 23. 
Die Oayley'sohe Oufve eines Eegelschnittnetses, 

Diese Curve ist definirt durch folgenden Satz: 

VI. Die Geradenpaare, die sich in einem Eegelschnitt- 
netze befinden, umhüllen eine Curve dritter Classe, die so- 
genannte Cayley'sche Curve des Netzes^). 

Zum Beweis dieses Satzes seien 



1) Man nennt diese Cnrve auch vielfach die Hermite'sche Curve des 
Netzes mit Rücksicht auf die von Herrn Hermite im 67. Bande von Crelle's 
Journal, S. 871 — 876, 1860, gegebene Darstellung. In dem speciellen Falle, dass 
die Ausdrücke 9(0;, o;), ii)(x,x), xix^x) in (1) die partiellen DifFerentialqaotienten 
einer temären kubischen Form bedeuten, geht die Hermite'sche Curve in die so- 
genannte Caylej^sche Curve der Curve dritter Ordnung über. Mit Bücksicht 
hierauf haben wir die Bezeichnung Cayley^sche Curve gewählt. 



Cayley'sche Cnrre eines Eegelschnittnetzea. 
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(1) 



8 



q>{x,x) 




'faaXiXk = 0, 



8 



t{x, X)bEE:^ ^ bikXiXk = 0, 



1 1 



8 



8 



X{x, x)^^ ^ CikXiXjt = 



1 1 



drei Curven des Netzes, die nicht einem und demselben Büschel an- 
gehören; eine Curye dieses Netzes 

(2) xq>{x, x) + Xt{x, x) + ()Lx{Xj x) = 

zerfallt alsdann in ein Linienpaar 

(u^Xi + u^x^ + u^x^)(viXi + v^x^ + v^x^) = 0, 

wenn die Bedingungen erf&Ut werden: 

xögg + kh^ + HC22 = WsV« , 

Xflfss + A&33 + /iCjg = 1*3 V3, 

2(xör3i + Aftji + fiCjji) = t/3 Vi + w^Vg, 
. 2(xai8 + A612 + i^c^i) = ^1^2 + ^^i • 



(3) 



Durch Elimination von ^9 ^; f^; Vi> t;^;!;, erhält man hieraus die 
Gleichung der Cayley'schen Curye in der Gestalt 



(4) 
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2 «81 
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26«, 2c 
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31 



2&,2 2c^ 
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«'s 





u 

t/ 





u 



8 



8 



t< 



2 



u, 
w, 



= 0, 



und diese Determinante repräsentirt in der That eine Gurve dritter Classe. 

Umgekehrt gilt auch der Satz: 

VIL Jede Tangente der Cayley'schen Curye gehört einem 
Geradenpaare des zugehörigen Eegelschnittnetzes an. 

Dies folgt daraus ; dass sich auf Grund der Gleichung (4) stets 
sechs Grossen x, X, ^^ v^f Vg» ^s bestimmen lassen, welche die Rela- 
tionen (3) erfüllen. Hierbei können die Vi nicht sämmtlich yer- 
schwinden, da sonst xoa -\- Xhjt -f- fiCik ^^ wäre, die Kegelschnitte 
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g), ^y X also einem und demselben Büschel angehören würden, was 
gegen die Voraussetzung ist 

Ein weiterer Satz lautet: 

Vin. Jede Gerade, welche zwei conjugirte Pole x und y 
der Hessiane verbindet, ist Tangente der Cayley'schen Curve. 

Zunächst müssen nämlich, da x und y conjugirte Pole sind, die 
Gleichungen bestehen 

(5) <p(a?,y) = 0, t{x,y) = 0, z{x,y) = 0, 

wobei 

während i^ix^y) und xix^y) analog gebildet sind. Die Coordinaten 
^jU^yU^ der Verbindungslinie der beiden Pole genügen nun der Gleichung 

(6) f{u^, Wg, Mg) = {U^X^ + U^X^ + W8^)Kyi + «*2y2 + «»»s) = Oj 

suchen wir die Enveloppe dieser Verbindungslinie, so müssen noch 
erfüllt werden die drei Gleichungen 

(7) ll^ = u.yi + u,Xi^O (i= 1,2,3), 

und die Gleichung der Enveloppe ergibt sich schliesslich durch Eli- 
mination der sechs Grössen x^y^^ x^y^, x^y^, x^y^ + x^y^, x^y^ + x^y^y 
^iVi + ^iVs ^us ^^^ sechs Gleichungen (5) und (7) in Form einer 
Determinante, die sich von (4) nur dadurch unterscheidet, dass die 

Horizontal- und Verticalreihen vertauscht sind und jede der drei ersten 

1 
Verticalreihen mit dem Factor y multiplicirt erscheint. 

Das Theorem VIII lässt sich auch in folgender Form aussprechen: 

Villa. Jede Gerade, welche die Kegelschnitte des Netzes 
in Punktepaaren einer Involution schneidet, berührt die 
Gayley'sche Curve. Die Doppelpunkte der Involution auf 
dieser Geraden sind die conjugirten Pole der Hessiane. 

Es geht dies daraus hervor, dass die Verbindungslinie zweier 
conjugirten Pole von allen Kegelschnitten des Netzes harmonisch ge- 
theilt wird und dass auf solche Weise eine Involution entsteht^ welche 
diese conjugirten Pole zu Doppelpunkten hat. 

umgekehrt gilt auch folgender Satz: 

VlUb. Jede Tangente der Cayley'schen Curve trifft die 
Kegelschnitte des Netzes in Punktepaaren einer Involution. 

Sind nämlich ti^, u,, u, die Coordinaten einer Tangente der Oay- 
ley 'sehen Curve, so besteht nach VII eine Identität von der Form 
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(8) {u^Xi + u^x^ + W8^8)(Via:i + v^x^ + v^x^) 

= x(p{x, x) + Xt(x, x) + iix{x, x), 

and wenn 1,- und i}^ (i *» 1; 2, 3) die Goordinaten zweier ganz will- 
kürlichen Punkte bezeichnen^ hat man auch 

(9) u^Vr^ + u^v^ — 2 [x(p{i, ri) + Xtl;{^, ij) + (ixii, i?)} . 

Da X, A; ft nicht gleichzeitig verschwinden können, sei etwa fi 
von Null verschieden. Sind dann insbesondere | und i} die Punkte 
jener Tangente, welche harmonisch liegen sowohl zu den Schnitir 
punkten der Tangente mit 9 <» 0, als auch zu denen mit ^ «= 0, so 
hat man die Gleichungen: 

(10) M^ = 0, w, = 0, 9)(|,i?)-0, *(S,i?) = 0; 

aus (9) ergibt sich daher x{i} v) "^ ^9 ^- ^* ^^^ Funktepaar g, 17 liegt 
auch harmonisch zu den Schnittpunkten jener Tangente mit X'^^y 
man hat folglich auf der Tangente eine Involution, deren Doppel- 
punkte durch g und 17 gebildet werden. 

Der obige Satz Villa, dass die Cayle/sche Ourve von allen Ge- 
raden umhüllt wird, welche die Kegelschnitte des Netzes in Punkte- 
paaren einer Involution schneiden, gestattet die Gleichung dieser Curve 
in einer Gestalt abzuleiten, die für viele Fälle zweckmässiger ist als 
die Berechnung der Determinante (4). Einer Geraden Ux = ent- 
spricht nämlich nach (6) in § 20 als Ort ihrer Pole in Bezug auf die 
Kegelschnitte xy-f-A^ — Ö des Netzes xy-f- AV' + ftX"*^ ®^ Kegel- 
schnitt 

(11) iVy,v, = \^ ± {q>'{xO tl;\x,) u,) = 

und dieser trifft, wie gleichfalls in § 20 gezeigt wurde, die Gerade 
tfv a» in den Doppelpunkten jp, q der Involution, welche auf Ux = 
von den Kegelschnitten des Büschels ausgeschnitten wird. Bildet man 
nun nach (15) in § 15 die Bedingung, dass die Gerade Ux = die 
Kegelschnitte N^p^^p und ;i; «» in zwei harmonischen Punktepaaren 
trifft, 30 hat man hiermit die Gleichung der Cayley'schen Ourve in 
Liniencoordinaten, denn das auf der Geraden gelegene Punktepaar p, q 
liegt alsdann harmonisch zu den Schnittpunktepaaren der Geraden und 
der Kegelschnitte 9 = 0, ^ = 0, ;K = 0, d. h. die Gerade trifft die 
Kegelschnitte des Netzes in Punktepaaren einer Involution, ist somit 
Tangente der Oayley'schen Curve. 

Oundelfinger, YoTlasimgeiL 15 
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§ 24 
Das KegelBOhnittgewebe. 

Es seien gegeben drei Garven zweiter Glasse: 

(1) 0(tt,t«) = O, Y(tt,w) = 0, X(M,tO = 0, 

die nicht einer und derselben Schaar angehören mögen. Es lassen 
sich alsdann Sätze aufstelleni die zu den in § 22 und § 23 bewiesenen 
dualistisch sind. 

Zunächst werde bemerkt; dass eine Gleichung von der Form 

(2) x0(m, u) + A Y(w, u) + /[tX(u, w) = 

entsprechend den zweifach unendlich yielen Werthen der Verhältnisse 
der Parameter Xy l, fi zweifach unendlich viele Gurven zweiter Classe 
darstellt; deren Gesammtheit man als das durch = 0; y = 0, X = 
bestimmte Eegelschnittgewebe bezeichnet. 

Dem Satze I in § 22 entspricht dualistisch^): 

L Jede Gerade v^ deren Pole in Bezug auf drei gegebene 
Gurven zweiter Glasse (1) auf derselben Geraden u liegen; 
berührt zugleich mit dieser Geraden die Gurve dritter Glasse 

(3) 2' + (?-P)"=0. 

die sogenannte Hesse^scha Gurve oder Hessiane des Eegel- 
Schnittgewebes (2). 

Zwei auf die soeben angegebene Art zusammengehörige Geraden 
heissen conjugirte Tangenten oder harmonische Polaren der 
Hessiane (3). 

la. Umgekehrt kann auch jede Tangente der Gurve dritter 
Glasse (3) angesehen werden als eine Gerade; deren Pole in 
Bezug auf die drei gegebenen Kegelschnitte (1) in einer Ge- 
raden liegen. 

IL Irgend zwei in dem Eegelschnittgewebe (2) enthalteneu 
Schaaren haben stets einen Eegelschnitt gemeinsam. 

IIL Die Träger aller in einem Eegelschnittgewebe ent- 
haltenen Punktepaare berühren dieHessianC; und umgekehrt: 
Jede Tangente der Hessiane ist der Träger eines solchen 
Funktepaares. 

1) Die Beweise der den Sätzen I— Vlllb in § 22 und § 23 duaüstisch za- 
gehörigen nnd durch dieselben Ziffern bezeichneten Sätze wurden in allen Fällen 
unterlassen, in denen sie den früher gegebenen Beweisen der entsprechenden 
Sätze mutatis mntandis gleich und besonders einfcu^h waren. 
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Illa. Die Hessiane ist die Einhüllende der Seiten aller 
Poldreiecke, die irgend welchen Kegelschnitten des Gewebes 
gemeinsam sind. 

TV. Wenn zwei Seitenpaare eines Tollständigen Vierecks 
conJQgirte Tangenten der Hessiane sind, so sind auch die 
Geraden des dritten Paares conjugirte Tangenten der gleichen 
Curve. 

IVa. Eine Tangente u der Hessiane des Gewebes (2) 
schneidet zwei conjugirte Tangenten 8 und 6 derselben 
Cnrve in zwei Punkten (u, s)^) und (m, ö), von welchen sich 
noch zwei weitere conjugirte Tangenten t und r der Hessiane 
legen lassen; die Verbindungslinie der Punkte {t, ö) und 
(t, $) ist überdies die zu u conjugirte Tangente v. 

Dass nämlich die dritte Tangente t, die man von {u, ö) an die 
Curye legen kann, in der That die zu t conjugirte Tangente ist, er- 
gibt sich folgender massen: Bezeichnen wir die zu u, s, t conjugirten 
Tangenten resp. durch v\ 6, x\ so müssen dieselben ein D/eiseit bil- 
den, bei dem z. B. die Ecke (<Tt') auf u liegt, d. h. aber x' geht durch 
{Uy 6) hindurch, und da x' Tangente der Curve ist, muss dieselbe mit 
der dritten Ton (u, 6) an die Curye gelegten Tangente x zusammen- 
fallen. Ebenso ergibt sich, dass auch v mit v identisch ist. 

Aus IVa folgt weiter: 

y. Die Gerade, welche die Berührungspunkte zweier 
conjagirten Tangenten p und % der Hessiane verbindet, ist 
selbst Tangente an diese Curve, und zwar conjugirt zu der 
dritten Tangente, welche vom Punkte (jp, n) an die Hessiane 
gelegt werden kann. 

Nennen wir nämlich q die dritte Tangente, welche sich vom 
Punkte (jp, n) an die Hessiane legen lässt und x die zu q conjugirte 
Tangente, so sind nach IVa auch die dritten Tangenten, welche sich 
von den Punkten (^, q) und {n, x) an die Curve legen lassen, con- 
jugirt Eine derselben ist p^ und da ihre zugehörige % ist, so fallt 
die dritte Tangente, die man von (;r, x) an die Curve legen kann, mit 
7C zusammen, d. h. aber (sr, x) ist der Berührungspunkt der Tangente 
it, nnd aus analogem Grunde ist (jp, x) der Berührungspunkt der Tan- 
gente i>, so dass also in der That die Verbindungslinie x dieser beiden 
Punkte die zu jener dritten Tangente q conjugirte ist. 

Der Caylej'schen Curve eines Kegelschnittnetzes entspricht eine 
analoge Curve des Gewebes auf Grund des folgenden Satzes: 



1) (p, q) bezeichnet allgemein den Schnittpankt der Geraden p nnd q, 

15* 



228 II. Abschnitt. § 25. 

VI. Die Punktepaare, die sich in einem Eegelschnitt- 
gewebe befinden, liegen auf einer Carve dritter Ordnung, 
der sogenannten Cayley'schen Curve des Gewebes. 

Umgekehrt: 

VII. Jeder Punkt dieser Cayley'schen Curve gehört einem 
Punktepaare des zugehörigen Eegelschnittgewebes an. 

YIII. Der Schnittpunkt zweier conjugirten Tangenten 
der Hessiane ist ein Punkt der Cayley'schen Curve. 

Yüla. Alle Punkte^ von welchen an die Kegelschnitte 
des Gewebes Tangentenpaare einer Involution gelegt werden 
können, liegen auf der Cayley'schen Curve. Die Doppel- 
strahlen dieser Involution sind die conjugirten Polaren der 
Hessiane des Gewebes. 

umgekehrt: 

Ylllb. Von jedem Punkte der Cayley'schen Curve lassen 
sich an die Kegelschnitte des Gewebes Tangentenpaare einer 
Involution legen. 

§ 25. 

Ueber einen merkwürdigen DnaUsmus, der zwischen der Hease'sohen 

und Cayley'schen Curve besteht. 

Wir sind nunmehr in der Lage, $in wichtiges Uebertragangs- 
princip aufzustellen, welches gestattet, jedem Satz für die Hessiane^) 
sofort einen entsprechenden fär die Cayley'sche Curve an die Seite zu 
stellen. Es ist zu diesem Zweck eine Curve dritter Classe einzufahren: 

(1) P=i)iiiMi» + 3i)ii2MiX + 3i>ia2«i V H h QPiu^^^ — 0» 

wobei die Coefßcienten pxXjn den im allgemeinen stets erfüllbaren neun 
Gleichungen zu genügen haben: 

S 8 8 8 * 8 8 



(2) 




11 11 11 

8 8 8 8 3 8 

^^P%7tiaxX = 0, ^'^PixxKx = 0, ^ ^PinXC^X'^Of 



11 11 11 

8 8 8 8 8 8 

11 11 




*jPBMxaxx = Oy ^ ^l)8x;i &xi — 0, ^^pzuic^x^O, 



1) Wir werden in diesem Paragraphen unter der Hessiane, wenn nicht das 
Ge^entheil bemerkt ist, stets die Hessiane des in § 22 und § 28 betrachteten 
KegelschnittnetEes verstehen. 
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in welchen a^x, hxX) Cxx die Coefficienten der Oleichongen dreier Curven 
zweiter Ordnung 

(3) g>{x, x) = 0, ^(rc, x) =» 0, x(Xj a;) «= 

darstellen, die nicht einem und demselben Büschel angehören. 

Als erste Polare einer Geraden v in Bezug auf die Gurre dritter 
Classe P-»0 bezeichnet man nun eine Curye, deren Gleichung lautet^) 

Diese Gleichung ordnet jeder Geraden v der Ebene eine Cunre 
zweiter Classe zu; den zweifach unendlich vielen Geraden der Ebene 
entsprechend repräsentirt daher (4) ein Eegelschnittgewebe. Für das- 
selbe gilt der wichtige Satz: 

IX. Die Punktepaare des Gewebes (4) sind harmonische 
Pole der Hessiane des Netzes 

(5) «9>(^y ^) + ^^(^; ^) + f*z(^> ^) ~ 0- 

Soll nämlich eine Curve zweiter Classe (4) ein Punktepaar x, y 
darstellen, so müssen die Relationen bestehen 

(6) 2(t?;pixi + v^p^nx + vzpz^x) ^Xnyx + xxytc («, A = 1, 2, 3). 

Multiplicirt man nun (6) mit Oxz und summirt man sowohl über 
X als über X Ton 1 bis 3, so folgt mit Rücksicht auf das System (2): 

8 8 

(7) — ^^a^xX^yx, 

1 1 

und ebenso würde man analog erhalten 

S 8 8 8 

(7a) = ^ ^ hxxXnyx und = ^ ^ c^xx^yxy 

11 11 

womit gezeigt ist^ dass die Punkte x und y harmonische Pole der 
Hessiane des Netzes (5) sind. 

Dem soeben bewiesenen Theoreme steht reciprok das folgende 
gegenüber: 

X. Die Geradenpaare des Netzes (5) sind harmonische 
Polaren der Hessiane des Gewebes (4). 

Die Coordinaten Ui und Vi eines jeden im Netze (5) enthaltenen 
Geradenpaares genügen nämlich dem System von Gleichungen 

(8) 2(xa^a 4- ^^Qo + ^O^a) = U^Va + UaVf, (p, 6=1,2, 3). 

1) Man vergleiche hierzu die auf die dualistisch entsprechenden Gebilde bei 
Corven n^** Ordnung sich beziehende Fussnote zn S. 22. 
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Multiplicirt man (8) mit ptqa und summirt man über q und 6 
▼on 1 bis 3^ so ergeben sich wegen (2) die drei Gleichungen 

8 8 

(9) ^2^?«'*«?*'' = ^ (r = l,2,3), 

1 1 

aus denen hervorgeht, dass die Geraden u und v harmonische Polaren 
der Hessiane des Gewebes (4) sind. 

Da nun femer nach DI in § 22 jeder Punkt der Hessiane eines 
Netzes zugleich der Schnittpunkt zweier dem Gurvennetze angehorigen 
Geraden ist und diese zugleich nach dem soeben bewiesenen Satze 
harmonische Polaren der Hessiane des Gewebes (4) sind, liegt jeder 
Punkt der Hessiane des Netzes (5) nach YHI in § 24 auch auf der 
Cayley'schen Curve des Gewebes (3). 

und da dualistisch nach IH in § 24 jede Tangente der Hessiane 
eines Gewebes (4) zugleich Träger eines dem Gewebe angehorigen 
Punktepaares ist und die Punkte eines solchen Paares nach IX har- 
monische Pole der Hessiane des Netzes (5) sind, so ist jede Tangente 
der Hessiane des Gewebes (4) nach YUI in § 23 zugleich auch Tan- 
gente der Cayley'schen Curve des Netzes (5). 

Es lässt sich som.it die Hessiane des Netzes (5) auffassen 
als die Cayley'sche Curve des Gewebes (4), und umgekehrt 
die Cayley'sche Curve des Netzes (5) als die Hessiane des 
Gewebes (4)*). 

Die Eigenschaften dieser beiden Curven lassen sich daher un- 
mittelbar auf einander übertragen. 

Die Theoreme H, IV, IVa, V, VlUa und Vlllb in § 24 liefern 
z. B. für die Hesse'sche und Cayley'sche Curve des Gewebes erster 
Polaren 

d. h. für die Cayley'sche und Hesse'sche Curve des Netzes 
(11) «9^(^, ^) + ^if{Xy x) + ii%{Xy x)^0 

sofort die folgenden Sätze XI, XH, Xlla, XIII, XIV: 

XI. Die acht Seiten zweier vollständigen Vierseite, deren 
Paare von Gegenecken conjugirte Pole der Hessiane des 
Netzes (11) sind, berühren einen Kegelschnitt 

1) Der hier gegebene Beweis ist im Grunde auf den Fall beschränkt, dass 
ilie drei Kegelschnitte (8) keinen Punkt gemeinsam haben; diese Beschränkung 
wird in § 26 durch den Beweis der beiden Theoreme (38) und (39) vollständig 
aufgehoben werden. 



Weitere Satze über die Cayley'ache und Hesse^sche Curve. 231 

Denn die Hessiane dieses Netzes lässt sich auch auffassen als 
Cayley'sche Curve eines Gewebes; nach VII in § 24 gehört aber jeder 
Punkt dieser Curve einem Punktepaare des Gewebes an, so dass jedes 
der beiden Yierseite durch seine Seiten eine in dem betrefiPenden Ge- 
webe enthaltene Eegelschuittschaar bestimmt. Nach II in § 24 haben 
aber die zwei so entstehenden Eegelschnittschaaren eine Curve zweiter 
Classe gemeinsam, d. h. jene acht Seiten berühren einen Kegelschnitt. 

XII. Wenn zwei Seitenpaare eines vollständigen Vierecks 
conjugirte Tangenten der Cayley'schen Curve eines Kegel- 
Schnittnetzes sind, so bilden auch die Geraden des dritten 
Paares conjugirte Tangenten der gleichen Curve. 

Xlla. Eine Tangente u der Cayley'schen Curve eines 
Netzes schneidet zwei conjugirte Tangenten s und 6 der- 
selben Curve in zwei Punkten, von welchen sich noch zwei 
weitere conjugirte Tangenten t und r der Curve legen lassen. 
Die Verbindungslinie der Punkte (t, ö) und (s, r) ist überdies 
die zu u conjugirte Tangente v. 

Xm. Die Gerade, welche die Berührungspunkte zweier 
coDJugirten Tangenten u und v der Cayley'schen Curve ver- 
bindet, ist selbst Tangente an diese Curve, und zwar con- 
jugirt zu der dritten Tangente, welche vom Punkte (m, v) an 
die Cayley'sche Curve gelegt werden kann. 

XIV. Die Geraden, welche irgend einen Punkt p der Hes- 
siane des Netzes (5) mit zwei conjugirten Polen verbinden, 
bilden eine Involution. Die Doppelstrahlen dieser Invo- 
lution bestehen aus dem durch den Punkt gehenden Paare 
conjugirter Tangenten der Cayley'schen Curve. 

Wendet man diesen Satz XIV nach dem bekannten Principe der 
Dualität an auf die Hessiane des Gewebes (10), d. h. auf die Cayley'sche 
Carve des Netzes (11), so folgt: 

XV. Die Punkte, in denen irgend eine Tangente der 
Cayley'schen Curve des Netzes (11) von zwei conjugirten 
Tangenten dieser Curve getroffen wird, bilden eine Invo- 
lution. Die Doppelstrahlen derselben bestehen aus dem auf 
der Tangente liegenden Paare conjugirter Pole der Hessiane. 

Lässt man die Spitze des in Satz XIV erwähnten Strahlensystems 
in einen von zwei conjugirten Polen p und n der Hessiane rücken, 
so ergibt sich: 

XVI. Die Tangente eines Punktes p der Hessiane und die 
Verbindungslinie dieses Punktes mit seinem conjugirten Pole 
X liegen harmonisch zu den beiden conjugirten Tangenten 
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der Cayley'schen Curve^ welche ausser pit noch an die Gay- 
ley'sche Curve gezogen werden können. 

Läset man analog den Träger des Punktsystems in XY mit einer 
▼on zwei conjugirten Tangenten der Gayley'schen Curve zusammen- 
fallen, so folgt der Satz: 

XVn. Jede Tangente der Cayley'schen Curve des Netzes 
(11) trifft die Hessiane in einem Paar conjugirter Pole^ das 
harmonisch liegt zum dritten Schnittpunkt mit der Hessiane 
und zum Berührungspunkt mit der Cayley'schen Curve. 



§ 26. 
Ueber oonjugirte, lineare EegelBOhnittsysteme 0* 

Der Satz, dass ein Kegelschnitt durch fünf Tangenten im allge- 
meinen vollständig und eindeutig bestimmt ist, bildet nur einen spe- 
ciellen Fall des folgenden Satzes: 

(1) Es gibt nur eine einzige Curve zweiter Classe, die 
conjugirt liegt^ zu den fünf gegebenen Curven zweiter Ord- 
nung /i(a;, a;) =» (i = 1, 2, 3, 4, 5), vorausgesetzt, dass nicht 
zwischen den fünf Ausdrücken fi{x,x) eine lineare Identität 
stattfindet. 

Es ist also vorausgesetzt, dass keine Relation stattfindet von der 
Form 

(2) ^ifi{x, x) + X^f^(x, x) + X^fzixy x) + kJ^{Xy x) + lj^(x, a:) = 0, 

oder dass nicht gleichzeitig die sechs Gleichungen erfüllt werden: 

(3) k,an + A,6,* + A,Ca + A,** + A56,* = (i, Ä = 1, 2, 3) , 

in welchen a^y hky • • • die Coefficienten in den Gleichungen der fQnf 
gegebenen Curven zweiter Ordnung bedeuten. 
Soll nun die Curve zweiter Classe 

8 3 

(4) g?(M, u) = ^ ^ cCikUiUk = 

1 1 



1) Die Grundlage za den hier behandelten Aufgaben findet sich der Haupt- 
sache nach schon bei Hesse in der Abhandlung: ,,De curvis et snperficiebaa 
secnndi ordinis*', Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 20, S. 298^ 
§ 8, 1840. Ueber die Deutung der simultanen Invariante 8 es vergleiche man 
auch Hessens Abhandlung: „Ueber die geometrische Bedeutung der linearen Be- 
dingungsgleichung zwischen den Coefficienten einer Gleichung zweiten Grades", 
in demselben Journal, Bd. 46, S. 82—90, 1862. 

2) Vgl. zu dieser Bezeicbnungs weise S. 162. 
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conjugirt liegen za den ffinf Curven /*<(a;, o;) «= 0, so müssen neben 
(4) nach S. 162 die fünf Gleichungen bestehen 



(5) 



«ii^ii + 2ai2a,5, + a^^a^^ + 2ai^a^^ + ^^»(^^i + «88088 = 0, 



«n^n + 2ai2Ci8 + a^e^^ + 2a^^e^j^ + 2a^^e„ + a^e^ = 0, 
d. h. es muss die Determinante verschwinden: 



(6) 
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= 0. 



Auch können hier die Coefficienten der Quadrate und Producte 
UiUt nicht sämmtlich Null sein^ weil auf Grund der Voraussetzungen 
über die Ausdrücke (3) mindestens eine der sechs Unterdeterminanten 
der in der letzten Horizontalreihe von (6) stehenden Elemente von 
Null verschieden ist; es stellt mithin (6) die Gleichung der gesuchten 
Corve zweiter Glasse 97 (u, t«) «: dar. 

Man erkennt auch sofort aus (5), dass diese Curve conjugirt liegt 
zu jedem Kegelschnitt des Systems 

Es gilt nun femer der fundamentale Satz: 

(7) Jede Curve zweiter Ordnung /^(fl?, x)=»0, welche con- 
jugirt liegt zu (4), hat eine Gleichung von der Form 

(8) fs = f*i/i + |[t,/i + (isfz + ^4/4 + ihfi = 0. 

Sind nämlich fik die Coefficienten von f^(x, x) <» 0, so tritt zu 
den Relationen (5) noch hinzu 

«u/ii + ^<xi%fi% + «nfn + 2«i8/i8 + 2aM/a8 + «88^8« — 0; 

es y erschwindet also eine Determinante^ die aus (6) dadurch hervor- 
geht , dass man in der letzten Horizontalreihe UiUk ersetzt durch ftit. 
Nach einem fundamentalen Satze der Determinantentheorie gibt es 
also sechs Factoren 1^^ • . • Ag^ für welche die sechs Gleichungen be- 
stehen 

(9) A^aa -f X^bijt + X^dk + l^da -f Age,* + IJik = 0; 

dabei muss X^ von Null verschieden sein, weil sonst gegen Voraus- 
setzung die Relationen (3) erfüllt würdeu. Aus (9) folgt daher 
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fik=- 



h 



wenn 



lii r (i = l,2,3,4,5) 

gesetzt wird; hiermit ist (7) bewiesen. 

Sind die fßnf Kegelschnitte fi(x, x) = Doppelgeraden^ sind also 
ihre Gleichungen von der Form uj^'^ — 0, so ist die Curve zweiter 
Classe fp(u,u) '^O der Kegelschnitt, der die fünf Geraden zu Tan- 
genten hat. Für eine sechste Tangente f^ ^ uj^^^ «» würde alsdann 
eine ahnliche Relation wie (8) bestehen , man hat also den Satz: 

(10) Die Ausdrücke für irgend sechs Tangenten Ux^ObsQ 
(i=l,2y..6) eines Kegelschnitts genügen einer Gleichung 
von der Form 

und umgekehrt. 

Wir wollen nun dieselben Betrachtungen wie bisher anstellen 
für den Fall, dass nur vier Cunren zweiter Ordnung gegeben sind. Es 
gilt hier der Satz: 

(11) Sind vier Curven zweiter Ordnung /l(a:,flj)»=0 (»=1,2,3,4) 
gegeben, zwischen deren Gleichungen keine lineare Identität 
stattfindet^ so gibt es unendlich viele, einer Schaar an- 
gehorige Curven zweiter Classe, welche zu den vier ge- 
gebenen Kegelschnitten conjugirt liegen. 

Hier ist vorausgesetzt, dass nicht gleichzeitig die sechs Relationen 
erfüllt werden: 

(12) X,an + k,ba + hCik + hdik «0 (i, * = 1, 2, 3), 

in welchen a,«, hik, Cikj dik die Coefficienten in den Gleichungen der 
vier gegebenen Curven zweiter Ordnung bedeuten. 

Soll nun die Curve zweiter Classe (4) conjugirt liegen zu den 
vier Kegelschnitten fi{x^ a;) = 0, so müssen die vier Relationen bestehen 

f «ii«ii + 2ai2«i2 + «22«22 + 2ai3fli3 + 2a^^a.^ + a^a^ = 0, 
(13) 

Iäh^II + 2ai2di8 -f «22^22 + "^^11^^% + ^^^tZ^tZ + «SSÖ^M = 0. 

Auf Grund der gemachten Voraussetzungen muss nun mindestens 
eine aus Coefficienten a, 6, c, d gebildete Determinante vierten Grades 
der Matrix 



System yon vier Kegelschnitten. 
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a 



(14) 



u 



^12 ^22 ^18 



&u b 



LI 



12 



'12 



^22 
^2 



'18 



18 



^11 ^12 



d, 



««8 


«M 


6»8 


Z>s. 


Cjs 


<« 


<^M 


du\ 



"22 "-18 

von Null yerschieden sein; es sei etwa^ um die Vorstellung zu fixireu: 



(15) 



(/ ~ 



a 



II 



^11 



«12 

b 



12 



'12 



d 



12 



«82 öf 

*22 ^ 



18 



18 



18 



^0. 



'13 



(16) 



'88 



«88) > 



Alsdann stellen wir zusammen die fünf Gleichungen:. 
r«ii«ii + 2ai2ai2 + «»«22 + 2aisöi8 = — (2«23«28 4- «J 

«11^1 + 2«i26ia + «22 ^22 4- 2a,8&lS = — (2 «28*28 + ^9sh$)f 

«11 ^11 + 2 ir„ c,3 + a„ c„ + 2ai3 <^i8 = — (2 «28 <^28 + «ss ^^sa) ; 

«11^1 + 2012^12 + «2,0^8 + 2ai3 ^8 "* - (2 «28 ^28 + «88^» 
«11«*!*+ 2ai,Witlj+ «2, V + 2«i8«l«*8 + (2a28««2<<8 + «88 V) = 0. 

Mit Hilfe der vier ersten dieser Gleichungen kann man a^^, a 



12' 



0227 «18 eindeutig und linear durch cr^, und cc^^ ausdrücken , welch 
letztere Grossen vollständig beliebig bleiben ; die so berechneten Werthe 
▼on cf^iy a]2, €c^^, «13 setzt man nun in die letzte Gleichung (16) ein 
and multiplicirt dieselbe mit der alsdann links im Nenner auftretenden 
Determinante d. Es ist noch zu beachten^ dass nur für «3« "= «ss "^ ^ 
in der letzten Gleichung (16) der links stehende Ausdruck für alle 
Werthe der u verschwinden kann. Fände das Gegentheil statt, so 
mfisste der CoefGcient von ti^u, und derjenige von ti,^ gleichfalls ver- 
schwinden. Diese beiden Coefficienten sind aber a^^d und cc^d^ es 
müssten also a,, und a^ verschwinden. 

Es gibt demnach unendlich viele Curven zweiter Classe der oben 
verlangten Art, und zwar sind ihre Gleichungen von der Form 

«23*(««J W) + «88X0*» «*) = 0> 

wobei «33 und «33 willkürliche Parameter bedeuten, oder, wie wir 
allgemeiner sagen wollen, ihre Gleichungen sind 

(17) «*(w,w) + /S«(w,tO-0, 

die einzelnen Curven gehören somit sämmtlich derselben Schaar an. 
Auch erkennt man wieder, dass auf Grund von (16) jede Curve dieser 
Schaar conjugirt ist zu jedem Kegelschnitt des Systems 

(18) II J, + ii^f^ + fig/; + fij^, — 0. 



236 II. Abschnitt § 26. 

Umgekehrt gilt der Satz: 

(19) Wenn eine Curve zweiter Ordnung f^isc^x) «^0 con- 
jugirt liegt zu jeder Curve der Schaar (17), so ist ihre Glei- 
chung von der Form (18). 

3 8 

Es sei 9?(t«, u) ^ ^? ^ OikUiUk = irgend ein Kegelschnitt der 
Schaar (17); alsdann tritt zu den vier Gleichungen (13) noch hinzu 

mit e,jb die Goefficienten von ff^(x, x) = bezeichnen. Werden diese 
fünf Gleichungen resp. mit X^, A,^ A3, X^, A5 multiplicirt und hierauf 
addirt, und setzt man zur Abkürzung 

(20) [i, k] = Xj^Oik 4- ^hk + X^Cik + X^da + h^k, 
so folgt 

(21) a„[l, 1] + 2a,,[l, 2] + a,,[2, 2] + 2a,3[l, 3] 

+ 2a28[2,3] + «,3[3,3] = 0. 

Dem Umstände zufolge, dass q)(u,u) ^=^0 der Schaar (17) an- 
gehört, ist die Gleichung dieser Curve von der Form 

8 8 8 8 

« • ^ ^k yiktiiUk + ß ' ^ ^ ä4kUiUk = , 
11 11 

wenn wir mit yik und äa die CoefGcienten von ^ und % in (17) be- 
zeichnen. Hier ist mindestens eine aus diesen Coefficienten gebildete 

Vtk Vlm 

Determinante der Gestalt von Null verschieden; nehmen 

wir, um die Vorstellung zu fiziren, etwa an, es sei 

(22) yi8*88-y8S*28^0- 

Wir denken uns dann X^, X^, X^, A4, A5 so bestimmt, dass alle 
Grossen [i, Je] verschwinden mit Ausnahme von [2, 3] und [3, 3]; hier- 
durch reducirt sich (21) auf 

(23) 2a„[2,3] + a,3[3,3]-0, 

wobei nochmals daraufhingewiesen werden möge, dass aik^ayik-i- ßSik 
und a, ß ganz willkürlich sind. Setzt man nun a »= 1, •/}«=» 0^ bezw. 
a SS 0, /S = 1; so treten an Stelle von (23) die zwei Gleichungen 

(24) 2y,3[2,3] + y.8[3,3] = 0, 2*,8[2, 3] + #33[3, 3] - 0, 

aus welchen auf Grund von (22) folgt [2, 3] = 0, [3, 3] = 0. Hier- 
mit ist aber nun gezeigt, dass alle Grössen [i, Je] (i, Ä; «a 1, 2, 3) ver- 
schwinden, dass also in der That e,* = * j ; auch 
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muss A5 in den Relationen [i, J;] =» von Null verschieden sein, sonst 
würden gegen die Voraussetzung die Gleichungen (12) bestehen. 

Wenn man speciell als Curve f^{XyX)«BsO irgend eine doppelt 
zu zählende gemeinsame Tangente uJ^^^^^O der Kegelschnitte ^(U;t«)<»0 
und x(^yM)'^0 wählt, erhält man, da es im allgemeinen vier ver- 
schiedene solcher Tangenten gibt, den Satz: 

(25) Sind fi{x,x) «0 (i «=» 1, 2, 3, 4) die Gleichungen von 
vier Curven zweiter Ordnung, so lassen sich im allgemeinen 
auf vier verschiedene Arten Factoren l^, A,, A3, A4 so be- 
stimmen, dass Aj/i 4" Kfi + hfs + ^4/4 ^*8 Quadrat eines 
linearen Ausdrucks darstellt. 

Uebrigens folgt hieraus auch umgekehrt, dass jede von vier ge- 
gebenen, linear unabhängigen, temären quadratischen Formen als 
lineare homogene Function derselben vier Quadrate (uj^*) dargestellt 
werden kann, so lange die Curven der Schaar aflf(Uy u) + fix(u, m) «=0 
vier verschiedene gemeinsame Tangenten haben. 

Wenn nur drei Kegelschnitte gegeben sind, tritt an Stelle von 
(11) der folgende Satz: 

(26) Sind drei Curven zweiter Ordnung /i(a;,a;) = (i«= 1,2,3) 
gegeben, zwischen deren Gleichungen keine lineare Iden- 
tität stattfindet, so gibt es unendlich viele, ein Gewebe 
bildende Curven zweiter Classe, wflche zu den drei ge- 
gebenen Kegelschnitten conjugirt liegen. 

s 3 

Jede Curve q}(u,u)^ ^ ^a<*WfW* = des Gewebes muss sich 



1 1 
also durch drei solcher Curven ausdrücken lassen in der Form: 

(27) q>(u, u) = y^(w, u) + *x(w, w) + Bti{u, u). 

Nach Voraussetzung können nämlich nicnt gleichzeitig die sechs 
Relationen erfüllt werden 

(28) A,a,* + A,6a + A8Ca = (i, /c = 1, 2, 3), 

in welchen aa^ &,«, Ctk die Coefficienten in den Gleichungen der drei 
gegebenen Curven zweiter Ordnung bedeuten; es muss also mindestens 
eine Determinante dritten Grades der Matrix 



(29) 



,, «11 ^2 «M «IS «83 %8 

b^t htQ &«M hift &011 h 



1 1 



'11 ^1^ ^n ^18 ^n ^38 

^11 ^18 ^8 ^8 ^3 ^8 ll 

von Null verschieden sein; es sei etwa, um die Vorstellung zu fixiren; 
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(30) 



«u 


a,j 


«»» 




in 


6„ 


6„ 


^0. 


ClI 


«w 


C,j 





(31) 



Alsdann müssen analog zu (13); bezw. (16) die Gleichungen 
bestehen: 

«11 «11 + 2a,2a,2 + «M«22 = — (äaifiOi» + 2a^^a^ + «„053) , 
«11 ^11 + 2ai2 6,a + «2« 622 = - (2 «is *i3 + 2 «23 ^28 + «83 W 1 

«11 ^11 + 2ai2 C,2 + «22 C22 = - (2 «18 ^IS + 2 «23 C%$ + «88 ^) > 

«11 Wi* + 2ai8Wi«j + «jj V + (2ai3 1*1^3 + 2023 «*2W8 + «33 V) = 0. 

Mit Hilfe der drei ersten dieser Gleichungen kann man nun 
wieder a^i^ a^^, a^ eindeutig und linear ausdrücken durch 0^3, o^s; cc^f 
welch letztere Grössen ganz beliebig bleiben. Durch Substitution der 
Werthe yon a^^, a^^, ct^ in die letzte Gleichung (31) erhält man 
eineu Ausdruck zweiten Grades in u mit a^, a^, «33 als willkürlichen 
Parametern. Dabei sind die Ausdrücke zweiten Grades der u»-, die mit 
«13» «28» «88 multiplicirt sind^ linear unabhängig^ d. h. nur für a^, =» a^ 
«» a33 B» kann der in der letzten Gleichung (31) links stehende 
Ausdruck für alle Werthe der u verschwinden. Fände das Gegentheil 
statt; so müssten die GoefGcienten von u^t^^ ^^zj ^3^ yersch winden; 
diese sind aber cc^^d, a^d^cc^d, es müssten also a^g, a^^ und cc^ yer- 
schwinden. 

Es gibt demnach zweifach unendlich yiele Curven der oben ver- 
langten Art; und zwar sind ihre Gleichungen; wie wir nun allgemeiner 
sagen können; von der Form (27); sie gehören somit sämmtlich dem- 
selben Gewebe an. 

Auch erkennt man wieder ; dass auf Grund von (31) jede Curve 
des Gewebes (27) conjugirt ist zu jedem ^Kegelschnitt des Netzes 

(32) iHft + <*,/i + liJs = 0. 

Umgekehrt gilt der Satz: 
(32a) Wenn eine Curve zweiter Ordnung f^ix, x) = con- 
jugirt liegt zu jeder Curve des Gewebes (27), so ist ihre 
Gleichung von der Form (32). 

8 8 

Zum Beweis dieses Satzes sei ip{u,u)^ ^1 "^aaUiUk^O 

1 1 
irgend ein Kegelschnitt des Gewebes (27); alsdann tritt zu den drei 
ersten Gleichungen von (31) noch hinzu 

«11^1 + 2ai2di2 + «22^2 + 2ai8^3 + 2a28<^8 + «88^ = 0; 
wenn wir mit dik die Coefficienten von f^(x, o;) «» bezeichnen. Durch 
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Maltiplication dieser vier Gleichungen mit k^, A,, X^, k^ und Addition 
erhält man 

(33) . «a (1, 1) + 2 «,, (1, 2) + a„ (2, 2) + 2 «„ ( 1, 3) 

+ 2«„(2, 3) + «„(3, 3) = 0, 

wobei zur Abkürzung gesetzt ist 

(34) (i, *) = k^atk + k^bik + h<^ik + k^dut. 

Dem umstände zufolge , dass q)(u, u) »> dem Gewebe (27) an- 
gehorty ist die Gleichung dieser Curve von der Form 

8 8 8 8 8^ 8 

y^i ^k yn Ui u* + SSj ^ SnUiUk + s ^i ^ SaUiUM = , 
11 11 11 

wenn wir mit y,*, d{k, €ik die Goefficienten von ^, % und ti in (27) 
bezeichnen. Es ist nun mindestens eine aus diesen Goefficienten 
gebildete Determinante yon Null verschieden; nehmen wir etwa an, 
es sei 

yi8 ^28 ys8 



(35) 



"18 "28 "88 
^18 ^28 ^88 



^0. 



Wir denken uns alsdann die Verhältnisse k^i k^: X^: X^ so be- 
stimmt, dass die drei Grossen (1, 1), (1;2) und (2,2) verschwinden, 
wodurch sich (33) reducirt auf 

(36) 2a,3(l, 3) + 2a,,(2, 3) + a,,{3, 3) = 0, 

und hier sind in a,* = y • y.^fc + d • dik + b • «,* die Parameter y, d, s 
ganz willkürlich. Setzt man nun einmal y = l, d — £«»0, ferner 
dssly yss3£assO, endlich f = l, y = d^O, so treten an Stelle 
von (36) die drei Gleichungen 

|2y,3(l, 3) + 2y,3(2, 3) + ^33(8, 3) = 0, 

(37) 2*,3(1, 3) + 2(^,3(2, 3) + S^{S, 3) = 0, 

126,3(1, 3) + 2.33(2, 3) + 633(3, 3) = 0, 

aus welchen auf Grund von (35) folgt (1, 3) = (2, 3) = (3, 3) = 0. 
Mithin verschwinden sämmtliche Grössen (i. Je), nach (34) ist also in 

der That A* = ^ ; auch muss A^ von Null ver- 

schieden sein, sonst würden gegen die Voraussetzung die Gleichungen 
(28) bestehen. ' 

Das Theorem (32 a) ist, wenn man von einem directen Beweis 
absehen will, im Grunde schon durch (26) erwiesen. Denn alle ter- 
näre quadratische Formen, die zu drei gegebenen, linear unabhängigen 
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quadratischen Formen von contragredienten Veränderlichen conjugirt 
sind^ lassen sich nach (26) als lineare Functionen dreier linear unab- 
hängigen quadratischen Formen ausdrücken. Da nun in (32 a) die 
drei gegebenen (linear unabhängigen) Formen fi, Uf fz conjugirt sind 
zu den drei Formen ^, %y r^ in (27)^ so muss jeder Kegelschnitt f^^ 
der zu jeder Gurve des Gewebes (27) conjugirt sein soll, eine Glei- 
chung haben von der Form 

Mittels der bisherigen Betrachtungen lassen sich sofort die zwei 
fundamentalen Theoreme beweisen: 

(38) Die Cayley'sche Curve des Gewebes (27) ist identisch 
mit der Hessiane des Netzes (32), und: 

(39) Die Hessiane des Gewebes (27) ist identisch mit der 
Cayley'schen Curve des Netzes (32). 

Nach VI und VII in § 24 besteht nämlich die Cayley'sche Curve 
des Gewebes aus den Punktepaaren des Gewebes; diese sind aber con- 
jugirte Polenpaare des Netzes. Umgekehrt wird nach I in § 24 die 
Hesse'sche Curve des Gewebes eingehüllt von den harmonischen Po- 
larenpaaren des Gewebes; diese sind aber identisch mit den Geraden- 
paaren des Netzes. 

Der Vollständigkeit halber sei noch darauf aufmerksam gemacht, 
dass selbstverständlich die zu vorstehenden Sätzen dualistisch ent- 
sprechenden in analoger Art zu beweisen sind. Auch gilt das Beweis- 
verfahren noch bei beliebig vielen Formen n^it einer willkürlichen 
Anzahl von Veränderlichen. 

Ein eleganter Beweis der in vorliegendem Paragraphen abgeleiteten 
Sätze kann allgemein auch mit Hilfe eines von Herrn Brill ge- 
fundenen fundamentalen Theorems^) gegeben werden. 



1) Brill: „üeber ?wei Berührangsprobleme** , Math. Annalen Bd. 4, S. 530, 
1871; vgl. auch Pas oh: ,,Zur Theorie der linearen Complexe", Journal far die 
reine und angewandte Mathematik, Bd. 76, S. 108, 1872. 



Anhang. 



Ergänzungen zur Toranstehenden Theorie und Lösung von Aufgaben. 

Anwendung von g 1 — 8* 

1. Das Prodact Wh^ hat positiven Werth^ wenn der Einheits- 
punkt trigonal gelegen ist, negativen Werth bei tetragonaler Lage^). 

Liegt der Einheitspunkt E im Inneren des Dreiecks, so ist h^\h^ 
sicher positiv; beim Uebergang von E in ein tetragonales Feld ändert 
eine der Grössen hi das Vorzeichen, das Product wird also negativ; 
beim Uebergang aus dem Inneren des Dreiecks in ein trigonales Feld 
ändern zwei der Grossen hi das Vorzeichen, das Product bleibt also 
positiv. 

2. Bei beliebiger Lage des Einheitspunktes ist das Product 

^^^ positiv, wenn der zugehörige Punkt P trigonal gelegen ist, 

negativ bei tetragonaler Lage. 

Aus (1)*) und aus einer Bemerkung S. 2, Zeile 13—9 v. u. geht 
hervor, dass bei trigonaler Lage des Punktes P das Product der qi 
stets gleiches Vorzeichen hat mit dem Product der hi (positives oder 
negatives Vorzeichen, je nachdem E trigonal oder tetragonal gelegen 
ist). Ebenso folgt, dass bei tetragonaler Lage des Punktes P das 
Product der qi stets das dem Product der hi entgegengesetzte Vor- 
zeichen hat, und zwar ist das Product der g« positiv oder negativ, je 
nachdem der Einheitspunkt tetragonal oder trigonal gelegen ist. Bei 

tetragonaler Lage des Punktes P ist also der Quotient ^^h ^ ^®^ 

12 3 

That negativ. 

1) Wir sagen im Folgenden ein Pankt liege trigonal, wenn er im Inneren 
oder in einem der drei trigonalen Felder des Coordinatendreiecks gelegen ist; 
hingegen liegt er tetragonal, wenn er sich in einem der drei tetragonalen Felder 
befindet. 

2) Die in Klammem eingeschlossenen Zahlen, denen keine Seiten- oder 
Paragraphenzahl beigefügt ist, bezeichnen die Nummern der Aufgaben des Anhanges. 

Gundelfinger, Vorlesungeo. 16 
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Anhang zu § 1—3. Nr. 3—8. 



3, Ein Punkt mit den Coordinaten r{;i:rr2:rr3 liegt trigonal 
oder tetragonal, je nachdem der Ausdruck 

positiv oder negativ ist; die Lage des Einheitspunktes ist 
dabei ganz v^illkürlich. 

Führt man in das Product ^l^^ für die qt aus (6), S. 3 die 

"1 ""% "'S 

6 ß € OC sc X • 

Werthe ein, so verwandelt sich dasselbe in ' s ^'^.S ^ oder m 
, — ^^f*^^ i^«^8 — Nach Multiplication mit dem positiven Factor 
Px^ erhält man den Ausdruck oc^x^x^p^p^p^ (Pi^i +i^2^2 + JP«^); ^^^ ^^^ 
~^— (jPi^i "{' Pi^i -h Ps^td ^^d ™^ i ^ ^ gleiches Vorzeichen hat 

und bei Anwendung von (2) obigen Satz liefert. Das Vorzeichen 
des Ausdrucks ändert sich übrigens nicht, wenn man die pi 
und a:,- (i «=» 1, 2, 3) durch Werthe ersetzt, die ihnen propor- 
tional sind. 

4, Gegeben sind drei Geraden u^ = 0, Vx = 0, «?« = und die 
unendlich ferne Gerade px = 0, bezogen auf ein Coordinatendreieck 
mit den Seiten x^ = 0, x^ = 0, x^ = 0. Wann liegt ein Punkt mit 
den Coordinaten y^ : y^ : 2/s trigonal in Bezug auf das durch Ux = 0^ 
t?« = 0, Wx = gebildete Dreieck, wann liegt er tetragonal? 

um dies zu untersuchen, setze man qUx '^^ X^ qVx ^^ X^f 
QWx = X^^ wobei q einen Proportionalitätsfactor bedeutet. In Folge 
der Relation 



M, M< 



V, V 



2 



u. 



V, 



Ux ; 



oder 
hat man 



w;, w^ Wq Wx 

Pl P2 Ps Px 







q{uvw)px = {pvw)X^ + (pu)u)X^ + {puv)X^, 

so dass also die Gleichung der unendlich fernen Geraden im Coordi- 
natensystem der X,' die Gestalt erhält 

{pvw)Xi + (jpwu)X.^ + (puv)X^ Ei^ PjXi + P^Xg + P^X^ == 0. 



1) (uvw) ist znr Abkürzung gesetzt für 27 + (t^i t^t t&g) , analoges gilt von 
(pvw) u. B. w. 
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Die Coordinaten des Panktes y im Coordinatensjstem der Xi seien 
Fj : Fg • ^3 ; ^*ch (3) liegt alsdann der Punkt Y trigonal oder tetragonal 
in Bezug auf das durch u^ = 0, v, = 0, Wx = gebildete Dreieck, je 
nachdem 

?;^^' (^1 ^> + P»Y* + A y.) > oder < 0, 
d. h. je nachdem 

{pvw){pwu){puv) "* (prM;)(jpw;u)(2?«t;) 

Der jedenfalls positive Factor q^ wurde hierbei ausser Acht gelassen. 



6. Die Gleichung einer Geraden, die durch den Schnitt- 
punkt der Geraden u« «» und Vx=^0, sowie durch einen 
Punkt y hindurchgeht, ist VyUg — UyVx «» 0. 

In Ux — At^o; "» ist X so zu bestimmen, dass diese Gleichung 
durch y erfüllt wird. Ersetzt man t;«. »» durch p^ ■= 0, so folgt: 

6, Die Gleichung einer durch den Punkt y parallel zu u« «» 
gezogenen Geraden ist pyUg — Uyp^ «» 0. 

7, Die „Schwerlinie'', welche die Ecke X2 = Xq'== des Coordi- 
natendreiecks mit der Mitte der Gegenseite verbindet, hat die Gleichung 

Die genannte Verbindungslinie ist die vierte Harmonische zu 
a?2 *== 0, x^ = und zu der durch X2 = x^ = gezogenen Parallelen 
der Gegenseite; letztere ist aber nach (6) gegeben durch p^a^g + JPs^s "^ 0. 

8, Die Gleichung der Halbirungslinie des von den beiden Geraden 

a b 

a, = und 6« =■ gebildeten Winkels ist ' '. _ = 0. 

l/o) (a,a) V<o{b,b) 

Jeder Punkt der Halbirungslinie hat von beiden Geraden gleichen 
Abstand; mit Anwendung von (1) in § 2 findet man die Gleichung. 
Aus den Bemerkungen zu (21) in § 1 folgt, dass die Gleichung die 
Halbirungslinie desjenigen Winkels der beiden Geraden darstellt, in 
welchem der Einheitspunkt liegt, wenn man das Vorzeichen von 
Yto (a, a) und }/ai(6,6) mit demjenigen von a, + 08 + 08» bezw. 
6j + &2 + ^8 Übereinstimmen lässt. Gibt man nur einer dieser Wurzeln 
ein anderes Vorzeichen, so erhält man die Halbirungslinie des Winkels, 
in welchem der Einheitspunkt nicht liegt. 

Beide Halbirungslinien zusammen sind dargestellt durch 

©(6, b) ' Ox^ — cD(a, a) • 6,* = 0. 

16* 
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Insbesondere folgt: 

9. Die Gleichung -^ ^^ = repräsentirt die Halbirangs- 

linie desjenigen Winkels der beiden Seiten x^^^ 0, x^ = des Coor- 
dinatendreieckS; in welchem der Einbeitspuukt liegl^ ~yA- + —Aiz = 
die Halbirungslinie des Nebenwinkels. 



Xi 


X^ 


«j 


a,'(«x) 


"»'(«O 


»'(«») 


Vi 


Vi 


Vs 



10. Die Gerade, welche durch den Punkt y normal zu f*x=0 
gezogen wird, hat die Gleichung 



= 0. 



Denn sie geht durch y und das Normalencentrum von Ux «= 0. 
Insbesondere folgt: 

11. Die Gleichungen der Höhen des Coordinatendreiecks sind: 

12. Die Coordinaten der Mitte der Verbindungslinie zweier Punkte 
y und sind y.jp, + ^<i>y> (* = 1» 2, 3). 

Irgend ein Punkt der Verbindungslinie hat Coordinaten 

y. + M-, (i=l, 2, 3); 
der unendlich ferne muss erfüllen Py + kp^ — 0, für ihn wird 

k = —pyipr, 
dem Mittelpunkt der Strecke {yz) entspricht als viertem harmonischem 
Punkte zu y, z und zu dem unendlich fernen Punkte der Werth 

Die Gleichung des Mittelpunktes ist p^Uy + pyUg = 0. 

13. Die Gleichung des Mittellothes der Verbindungslinie zweier 
Punkte y und g ist p. (jj ''^^- p, g ^)^ = 0. 

Sind 

vj = ya^a — Vi^i, Vi = ys«! — yi%» «s = yi«« — y»«i 

die Coordinaten der VerbindungBlinie (ye), so ist die Gleichung des 
Mittellothes nach (10) und (12): 
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die nach EinfQhmug der Vi in die Gestalt gebracht werden kann 
®t8 y^P* + ^iPv ^ 



»1, 


»1» 


a>8, 


©j, 


%i 


»8« 


9i 


!/> 


"i 


«« 



<»28 y^P' + ^2l?y il^2 

®8S yiP» + ^iPv ^8 

^8 

Insbesondere folgt: 



Ooderp.p*) -!),('*) =0. 



14. Die Mittellothe der Seiten rcj = 0, ar^ = 0, Tg = des Coor- 
dinatendreiecks haben bezw. die Gleichungen 

{p^zPz — <^iiPi)^2 — »22(^8^8 — Pi^i) = 0, 
KiÄ — »82^2)^8 — «ssC-Pi^i — ^2^2) = 0. 

Zum Beweis^ dass sich diese drei Geraden in einem und dem- 
selben Punkte schneiden^ multiplicire man ihre Gleichungen resp. mit 
Pj^, Ä*? Ps* ^^^^ eliminire die Grössen onl>» vermittelst der Relationen 
wie (o^iPi = — («ISA + ^isPi)} ^* 8« ^- Werden hierauf die drei 
Gleichungen addirt; so ergibt sich eine identisch verschwindende Summe. 

Die obigen Gleichungen der Mittellothe können noch in eine andere 
Gestalt gebracht werden, welche zeigt, dass diese Geraden durch die 
Ecken des dem Coordinatendreieck parallel eingeschriebenen Dreiecks 
hindurchgehen. Multiplicirt man nämlich z. B. die Gleichung des 
Mittellothes von a;, = mit p^^ und ersetzt (Oj^iPi wieder durch 
— (®i2i^ + ^uPs)> ^^ erhalt man; 

Die Mittellothe von rr^ = und x^ = werden: 
«>88 A(— Pi^i + Ä^2 + ft^s) — ^iiPiiPi^i + i>2^2 — Ä^s) = 0; 

Dass die in den Xt linearen Klammerfactoren die Seiten des dem 
Coordinatendreieck parallel eingeschriebenen Dreiecks darstellen, wird 
in (22) gezeigt. 

16« Der Schwerpunkt des Coordinatendreiecks hat die 

Coordinaten 

111 

12 3 i?! Pa 1?3 

Folgt sofort aus (7). 
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Anhang za § 1—8. Nr. 16—22. 



16. Die Mittelpunkte des dem Coordinatendreieck ein- 
geschriebenen und der drei angeschriebenen Kreise haben 
die Coordinaten 

wobei gleiche Vorzeichen der drei Wurzeln dem eingeschriebenen Kreise 
entsprechen, falls der Einheitspunkt innerhalb des Dreiecks gelegen 
ist; die^übrigen Combinationen der Vorzeichen liefern die Mittelpunkte 
der drei angeschriebenen Kreise. 
Folgt sofort aas (9). 

17, Der Hohenschnittpunkt des Coordinatendreiecks 

hat die Coordinaten 

111 

1 ■ 2 • 8 ^'~* 

Folgt sofort aus. (11). 



®J8 «»81 ^1% 



18« Der Mittelpunkt des dem Coordinatendreieck um 
schriebenen Kreises hat die Coordinaten 



X-t l XqZ Xo Ol 1 G7ga : Oaa (Oo-t l G}ae (Di o • 



/^ • **^2 • "^S 



11 W/23 • "'ÄS "'S! • "'88"'18' 



Folgt sofort durch Berechnung des Schnittpunktes der Mittellothe, 
deren Gleichungen in (14) gegeben sind. 

19. Man bestimme für das Coordinatendreieck die Coordinaten 
des Mittelpunktes N des eingeschriebenen Kreises^ des Mittelpunktes M 
des umschriebenen Kreises, des Schwerpunktes S, des Höhenschnitt- 
punktes H, wenn der Einheitspunkt E in einem dieser vier Punkte 
gelegen ist. 

Das mit Hilfe von (15)— (18) durch Einführung der Stücke des 
Coordinatendreiecks leicht abzuleitende Resultat möge folgender Tabelle 
entnommen werden, in welcher a, ß, y die Winkel des Dreiecks be- 
zeichnen. 



; Einheitspunkt in 'N , Einheitspunkt in M Einheitspunkt in 8 



EinheitapuDkt in M 



Coord. vonJ^T 



1:1:1 



^^„ • TT— ^ • r T" ; sin a : sin ß : ein y 
cos« cosp cosy i ^ ' 



cos a : cos ß : cos y 



Coord. von ilf 



cos a : cos ß : cos y 



1:1:1 



8in2a: 8in2ß:sin2y 



co8*a:co8*(J:cos'y 



Coord. von 8 



Coord. von H. 



sina ' sin |3 ' sin y 8iD2a ' sin2j3'8in2y 

1 1 



1:1:1 



cot« : cot/J :coty 



1 



cos a ' cos j3 ' cos y 



1 



^^^•cos"^'^^^' tga:tgp:tgy 



1:1:1 



Unendlich ferne Gerade. Parallel eingeschriebenes Dreieck. 247 

20, Man bilde die Gleichung der unendlich fernen Geraden, wenn 
der Einheitspunkt eine der vier eben genannten Lagen hat. 

Die Gleichung der unendlich fernen Geraden ist allgemein 

1 I S I 8 i\ 

äT ^1 + ^ ^2 "■" ä; ^8 " ^' 

man findet leicht nachstehendes Resultat: 

Einheitspunkt in N: x^ sin a -{- x^wi ß '\r x^siny ^=»0^ 
Einheitspunkt in M: x^ sin 2a + iCj sin 2ß + ^3 sin 2y == 0, 
Einheitspunkt in S: ^i + ^2 + ^s = 0, 
Einheitapunkt in H: x^tga -{' x^tgp -{^ x^igy '^ 0. 

21. Welche geometrische Bedeutung haben die drei Geraden 
— v^x^ + v^x^ + v^x^ = 0, V^Xi — v^x^ + v^x^ = 0, 

wenn 

v^Xi + v^Xi + ^30:3 = 

irgend eine fest gegebene Gerade darstellt? 

Wir brauchen nur eine Gerade zu untersuchen, etwa 

— v^x^ + v^x^ + Vg^a = 0, 

die Bedeutung der anderen ist dann analog. Diese Gerade ist offen- 
bar di^ vierte Harmonische zu Vx =0 und^ zu dem Geradenpaare 
Xj^ ssa 0, Vja;» + VgO^, = 0, wobei letztere Gleichung die Verbindungs- 
linie des Schnittpunktes von Vx =^ und ^ «» mit d^r Ecke 
x^ = x^ = des Coordinatendreiecks darstellt. Man kann also sagen: 
Verbindet man den Schnittpunkt Q der Seite Ä^A^ oder Xi = des 
Coordinatendreiecks AiA^Ä^ und einer Gera4en t;^. = mit der Gegen- 
ecke Ai des Dreiecks y so repräsentirt — v^a;! -j- VjiCg + Vja^j = die 
vierte harmonische Gerade zu dem durch Q gehenden Geradenpaare 
A^A^f QA^ und zu Va? — 0. 

Die drei obigen Geraden schneiden also bezw. die Seiten x^ = 0, 
a?2 "» 0^ ^9 =^ des Coordinatendreiecks in Punkten, die auf 

liegen« 

Wenn man als Gerade i;,, => <}ie unendlich ferne wählt (vt =jp»), 
ergibt sich: 

22« Die Seiten des dem Coordinatendreieck parallel ein- 
geschriebenen Dreiecks haben die Gleichungen: 

— p^Xi -f p^x^ + p^x^ =- 0, p^Xi — p^x^ -f p^x^ = 0, 

Pi^i+ft«2 — 1?8Ä^8 = 0- 
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23, Man bestimme die Länge l der Normalen^ welche vom 
Punkte ff auf diejenige Seite des dem Coordinatendreieck parallel ein- 
geschriebenen Dreiecks geföUt ist, welche zu a^^ = parallel yerläufL 

Die Gleichung dieser Parallelen ist nach (22): 

für die Coordinaten u,- dieser Geraden wird 

(d(m, w) = — 4:p^{(OuP2 + CJisA) = ^^llPl\ 

daher findet man nach (1) in § 2 

j^ —PiVi +Piy% +PBys 



2 Pi y®!! (Pi y, + p, y, + p, y,) 

Analoge Werthe ergeben sich für die AbsISnde des Punktes y ron 
den beiden anderen Seiten des parallel eingeschriebenen Dreiecks. 

24. Die Geraden, welche die auf den Seiten a;^ = 0, a:^ = 0, 
x^ = des Coordinatendreiecks gelegenen Fusspunkte Ä\ B\ C der 
Höhen dieses Dreiecks verbinden, haben die Gleichungen: 

CA') m^x^ — m^^x^ + «igaTj = 0, 

A'B') GfiiXi + (0^1X2 — ©12^8 = 0. 

Die Coordinaten der Fusspunkte A\B\C' sind nach (11): 

für A') Xi = 0, x^'X^^^ ©i^ : id,s, für J5') x^ = 0, iCi : x^ «= Oji : ©js) 

für C) Xq = 0, a^i : ÄJg = Oji : ©gg. 

Hieraus folgen leicht die obigen Gleichungen. 



25. Der Inhalt J eines Dreiecks, dessen Ecken P^yP^^P^ die 
Coordinaten haben oc^yX^^x^] Vi^^sy^s) ^17^%} h} ^^^ gegeben durch 
die Formel 



+ J = 



PxPyPz 



wobei das positive oder negative Vorzeichen zu stehen hat, je nach- 
dem das Dreieck P^P^P^ mit dem Coordinatendreieck 1 — 2 — 3 (= A) 
gleichstimmig liegt oder nicht, d. h. je nachdem man beim Umlauf 
des Dreiecks P1P2P3 im Sinne I\ — P^ — P^ die Flache des Dreiecks 
auf derselben Seite hat wie beim Umlauf von A im Sinne 1 — 2 — 3, 
oder nicht. 

Bezogen auf irgend ein rechtwinkliges Hilfscoordinatensjstem 



+ 1 

— 2 



Inhalt des Dreiecks. 249 

seien x, y\ x\ y"; x"\ y" die Coordinaten der Ecken des Dreiecks 
T^V^T^*^ man bat alsdann für den Inhalt J die Gleichung 

a;' !^ 1 
X y 1 

i»f" y" 1 

wobei das positive oder negative Vorzeichen zu setzen ist, je nachdem 
die Seite T^P^ ^^^ ^^i^ ^i^s ^^ M^^ wie die positive a;-Axe zur 
positiven y-AxC; oder umgekehrt^.). Zufolge (9) in § 3* bestehen nun 
zwischen den rechtwinkligen und Dreieckscoordinaten der Ecken 
Pi,Pg,-P8 Beziehungen von der Form: 

ö'x' = A^x^ + ByX^ + Cia?3 6"x" = A^y^ + B^y^^ -f C^y^ 

ö'y = A^Xy + B^Xi + CjjXs <y"y" = A^y^ + B^y^ + C^ys 

e' = ^3^?! + -BgO^g + C^x^ 6" = A^y^ + B^y^ + C^y^ 

ö'" x'\= A,z, + B,z^ + G,z, 
6'''y"' = A,z, + 5,^, + C,z, 

wobei die Grössen A^,B^^C^ jedenfalls den Coordinaten 2h7P2>Ps ^^^ 
unendlich fernen Geraden proportional sind. Durch EiuführuDg der 
Dreieckscoordinaten in den Ausdruck für J erhält man zufolge des 
Multiplicationstheorems der Determinanten 

J-= + 12 + (A.B.C) -^ ± {x,y,z,) : tf'ff'o'" 
nun sind aber 

^^ ^1 J?l ^j2 ^1 ^s 

^3» :47' ^3'' s;» ^' "C3 

die rechtwinkligen Coordinaten der Ecken des Coordinatendreiecks A, 
daher A = + — ^, + {A^B^O^\A^B^C^^ wo wieder das positive 
oder negative Vorzeichen gilt, je nachdem die Seiten 12 und 13 des 



1) Wir setzen die (Übrigens leicht abzuleitende) Formel für J bei reohtwink- 
ligen Coordinaten als bekannt voraus und bemerken nur noch, dass einer ähnliche 
Vorzeichenregel wie die obige zuerst, allerdings bei anderer Gelegenheit, von 
Gauss gegeben sein dürfte in seinen „Disquisitiones generales circa superficies 
curvas", Commentationes soc. reg. scient. Gotting. rec, Bd. 6, S. 106, 1827, oder 
Gauss* Werke, hrsgg. von der kgl. Ges. d. Wissentich. zu Göttingen, Bd. 4, S. 226, 
oder in der deutschen, von Herrn Wangerin besorgten Ausgabe S. 10 (Ostwald^s 
Ciassiker der exacten Wissenschaften, Nr. 6). 
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Dreiecks A so zu eiDander liegen wie die positive x-Axe zur positiven 
y-Axe, oder umgekehrt. Es wird folglich 



a a 6 



und wir können nun sagen, dass hier das positive oder negative Vor- 
zeichen zu stehen hat, je nachdem die Dreiecke P^P^P^ und A gleich- 
stimmig liegen oder nicht. Mit Hilfe von Ä^iB^iC^^^Pi'.p^ip^ er- 
gibt sich sofort die zu beweisende Eormel. Man könnte an Stelle von 

PiPiPi^ auf Grund der Formeln S. 61 einsetzen — — und hätte als- 

dann +2J===- • , und zwar wäre hier rechts yr dasselbe 

Vorzeichen zu ertheilen, welches P1P2P9 besitzt 



.Anwendung von 8 

26» Die Gleichung einer dem Coordinatendreieck um- 
schriebenen Gurve zweiter Ordnung ist von der Form 

Die quadratischen Glieder müssen fehlen, weil die Gleichung er- 
füllt werden muss sowohl durch a?, = 0:3 = 0, als durch x^ = x^ = 0, 
als durch a?j «=» a?2 = 0. 

Dualistisch folgt: 

27. Die Gleichung einer dem Coordinatendreiseit ein- 
geschriebenen Gurve zweiter Classe ist von der Form 

«1^2 ^8 + a2«*8**l + «8^1 Wj = 0. 

28. Wie lautet die Gleichung einer dem Coordinatendreieck um- 
schriebenen Gurve zweiter Ordnung, deren Mittelpunkt die Goordinaten 
VifVi^ys besitzt? 

In f(x, x) ^ 2(aiiCga?s -f- a^x^Xi + (^^iX^) = sind die a aus- 
zudrücken durch die y; unter Berücksichtigung von 

yi:y,:y» = |^'(i>i)4^'(i'«)=T^'(^») 

folgt 

k = «sC^iÄ + ^iPi — (hPa), 



Mittelpunkt eines Eegelsohnittfl in spec. Lage eam Coordinatendreieck. 251 
worans man erhält 

<^öi — yx(- ftyi +p%y% +i>8ye)> <f^ = y^OpiVi —p^y% + fty»), 

<^Ö8 = y^iPiVi + i>2»2 - jPsy»); 

mit (» and (f als Proportionalitätsfactoren. 

29. Wie lautet die Gleichung einer dem Coordinateodreiseit ein- 
geschriebenen Curve zweiter Glasse, deren Mittelpunkt die Coordinaten 
VifVifVa besitzt? 

In g>{u, u) ^ 2(ajii^t/3 + «2*<8^i + ^8*'i**2) ==" sind die a aus- 
zudrücken durch die y; unter Berücksichtigung von 

Vi -»2 ^y» = Y 9>'(l^i) : Y ^'(ft) Jy 9'(ft) 
folgt 

9yi = «8JP2 + «2^8; 9y2 = «8 Pi + «1 Ä ? pys === «2P1 + «i ft » 

woraus man erhält 

<^«i =A(--jPiyi +i>2y2 +P8y8), ^^«2 =ft(Piyi — i>2y2 +i>3y8)7 

<y«8 =A(Ayi +Äy2— ftys)» 

mit (» und 6 als Proportionalitätsfactoren. 

80, Die Gleichung derjenigen Curve zweiter Ordnung, welche 
das Coordinatendreieck zum Poldreieck hat und deren Mittelpunkt die 
Coordinaten yi^y^fV» besitzt, lautet 

Die Gleichung ist nach (50), S. 33 von der Form 

«11^1* + 0^23 V + 0^33^/ = 0; 
andrerseits findet man nach (23), S. 25 für die Coordinaten des Mittel- 
punktes Pi'Pt'P^ = «11 yi : «22 y2 '(hzyzy d*^ör 

»11 :ö22 :öf33 = Piy2y8 :jP2y3yi ^^yiy*- 

31. Die Gleichung derjenigen Curve zweiter Glasse, welche das 
Coordinatendreiseit zum Poldreiseit hat und deren Mittelpunkt die 
Coordinaten y^, ^2, j^3 besitzt, lautet 

P^PzVi'^i +P%Piy%^% +PiP2yt^z^ = 0. 
Die Gleichung ist von der Form «iWi* + «21(2^ + «3^3* == 0; 
andrerseits findet man nach (20), S. 43 yi:ya"y8 == «il^i* of2Ä*^3J^3» 
daher cc^ia^ia^ = p^p^y^: p^^p^y^: p.p^y^. 

32. In welcher Weise wird die Gestalt aller durch drei Punkte 
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A, B, C der Ebene gehenden Gurren zweiter Ordnung durch die Lage 
ihres Mittelpunktes bedingt?^) 

Die Gleichung des dem Coordinatendreieck umschriebenen Kegel- 
schnitts mit dem Mittelpunkte y ist nach (28) 

/■(a;,a:) = 2{yi(— Piy, +l),y, + p^y») XtX^ + VaiPiVt —Piyi + Psya)''^'^ 

+ VaiPiVi + PtVa - J>sy»)«ia;j } = 
oder 

2{y,rya;,a:, -f yiS^x^Xi + ystyXiXt} = 0, 

wenn zur Abkürzung gesetzt wird 

*•» = — ftyi + Pty» + Psya 

s,= Piyi — PiVi + PiVi 

ty= Piyi + Piy* — PaVa- 

Man findet nun für die Determinante Ä den Werth 

^ = 2y,y,y,rySy<y; 
ferner wird 

F(p,p) = 
- (j>i*yi*+P»*y,*-^Pa*ya*- ^PiWVi'yi'—^Pi'Pa'yi'ya'- ^P^'PaWVa*) 

Die Gurve zerfallt also, wenn eine der Coordinaten yt gleich Null 
ist, d. h. wenn der Mittelpunkt y auf einer Seite des Dreiecks ABC 
liegt; man sieht leicht, dass alsdann der Kegelschnitt aus dieser Seite 
und der Verbindungslinie von y mit der gegenüberliegenden Ecke be- 
steht Rückt y in eine der Ecken A^ B, C, so zerföllt der Kegelschnitt 
in die zwei, in der betr. Ecke sich schneidenden Seiten von ABC, 
Die Discriminante verschwindet auch noch, wenn Vy oder Sy oder ^ 
gleich Null ist, d. h. (zufolge (22)) wenn y auf einer Seite des dem 
Dreieck ABC parallel eingeschriebenen Dreiecks A'B'C liegt; da 
alsdann auch jF(p,i>) = 0, so zerfallt der Kegelschnitt in ein Paral- 
lelenpaar, und zwar besteht dasselbe, falls z. B. y auf B'C liegt, aus 
der zu B'C parallelen Seite BC des Dreiecks und einer durch die 
gegenüberliegende Ecke A gezogenen Parallelen. 

Im Falle l^i^i + Pgya + A^s =" ist F{p,p)-=^Q, ^^0, die 
Curve also eine Parabel. 

Aus dem Vorhergehenden erkennt man, dass bei Aufstellung der 



1) Vgl. Steiner: „Teoremi relativi alle coniche inscritte e cirooscritte^', 
Jonroal für die reine nnd angewandte Mathematik, Bd. 30, S. 98, 1846, oder GKor- 
nale arcadico di Roma, Bd. 99, S. 147— 161, oder „Gesammelte Werke**, Bd. 2, 
S. 329 f. 
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Kriterien das parallel eingeschriebene Dreieck A'B'C eine wesent- 
liche Rolle spielt. 

Setzt man fy •« jp^ Y,, Sy =i>2 ^> h =* Ps ^a» ^^ ^^^^ 

Py =PiYi +Piy2+PsY^ 
und 

F(p,p) = PiPiPiTtY^T^ip^Y, +p^T^ H-ftr«). 

Dieser Ausdruck ist nach (3) positiv oder negativ , je nachdem der 
Punkt Y in Bezug auf das durch die Geraden ?)• *» (i = 1, 2, 3) 
gebildete, dem gegebenen Dreieck ABC parallel eingeschriebene Drei- 
eck A'B'C trigonal oder tetragonal gelegen ist. Mit Rücksicht auf 
die in § 6 gegebenen Kriterien der Kegelschnitte folgt also: 

Der umschriebene Kegelschnitt ist eine Ellipse, wenn der Mittel- 
punkt in Bezug auf das dem gegebenen Dreieck parallel eingeschriebene 
Dreieck trigonal und im Endlichen liegt; bei tetragonaler Lage im 
Endlichen ist der Kegelschnitt eine Hyperbel. 

33, Man behandele dieselbe Frage wie in (32) für Curven zweiter 
Classe, die einem Dreieck ABC eingeschrieben sind^). 

Die Gleichung dieser Curven wird nach (29) folgende: 

2 9(«;«0^a(— i>iyi+jP8y8+i>8y8)w«<«3+j^2(Piyi-i>2y2+i>8»3)«3«^ 

+Pz{Piyi + p%y^ —PiVs)^!^ = 0- 

Bei analoger Behandlung dieser Gleichung wie zuvor gelangt man 
im wesentlichen zu denselben Kriterien wie bei (32), nur treten an 
Stelle der Parallelenpaare natürlich Punktepaare , und ein weiterer 
Unterschied ist dadurch veranlasst, dass bei dem Werthe der Discri- 
minante der Factor yiP^y^ fehlt, so dass statt der früheren sich im 
Endlichen schneidenden Geradenpaare nunmehr Hyperbeln auftreten, 
welche diejenige Seite des gegebenen Dreiecks ABC zur Asymptote 
haben, auf der der Mittelpunkt y liegt. 

34, Man behandele dieselbe Frage wie in (32) und (33) für 
Curven zweiter Ordnung, die das Dreieck ABC (Goordinatendreieck) 
zum Poldreieck haben. 

' Die Gleichung dieser Curven ist nach (30): 

hier ist 

^ ^PiP^Piyiy%^y^\ f{p,p) ^PiP^Pzy^y^yziPiVi +p^yt +p^y^), 

also folgt wieder mit Bücksicht auf (3): Sobald der Mittelpunkt y in 



1) Steiner a. a. 0., im Journal für die reine und angewandte Mathematik 
Bd. 30, S. 97, in den „Gesammelten Werken'' Bd. 2, S. 329. 
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eine Seite des Coordinatendreiecks rückt, repräsentirt die Gleichnng 
der Gurve diese Seite doppelt zählend ; der Kegelschnitt ist eine Ellipse 
oder Hyperbel^ je nachdem y in Bezug auf das Dreieck ^jB(7 trigonal 
oder tetragonal liegt Hierbei ist jedoch zu bemerken; dass einem im 
Inneren des Dreiecks gelegenen Mittelpunkte überhaupt kein reeller 
Kegelschnitt zugehört. Denn nimmt man an, dass der Einheitspunkt 
z. B. im Inneren des Dreiecks liege , so sind die yt und pt, mithin 
die Coefficienten von Xj^, x^ und x^ positiv, die Summe dreier 
Quadrate müsste also verschwinden. Die Curve ist eine Parabel, 
wenn y im Unendlichen liegt, jedoch nicht im unendlich fernen Punkte 
einer Seite des Dreiecks ABG. 



36. Die Verbindungslinien der Ecken eines Dreiecks mit den auf 
den gegenüberliegenden Seiten gelegenen Berührungspunkten eines 
eingeschriebenen Kegelschnitts schneiden sich in einem und demselben 
Punkte. 

Das Dreieck wird als Coordinatendreieck gewählt; die Gleichnng 

des Kegelschnitts ist dann von der Form 

9)(w, w) = «iW^Wg + a^u^u^ + agUiWg = 0. 
Aus 

geht hervor, dass ^ + ^ «= und ^ + -5- = die Berührungs- 
punkte des Kegelschnitts mit den Seiten o^g = 0, resp. rCg «= dar- 
stellen; analog ist -^ -}- — = der Berührungspunkt mit rri==0. 

Es repräsentirt nun — + ~ H — ^ = einen Punkt, welcher auf der 

«j a, «3 

Verbindungslinie irgend eines der drei eben genannten Berührungs- 
punkte mit der gegenüberliegenden Ecke liegt, also gehen diese drei 
Geraden durch jenen Punkt. 
Dualistisch folgt: 

36« Die Schnittpunkte der Seiten eines Dreiecks mit den durch 
die gegenüberliegende Ecke gezogenen Tangenten eines umschriebenen 
Kegelschnitts liegen in einer und derselben Geraden. 

Auch die Umkehrung von (35) ist giltig, nämlich: 

37, Die Verbindungslinien irgend eines Punktes mit den Ecken 
eines Dreiecks schneiden die gegenüberliegenden Seiten in drei Punkten, 
welche die Berührungspunkte eines dem Dreieck eingeschriebenen 
Kegelschnitts bilden. 
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Sind ifi (i = 1, 2, 3) die Coordinaten des gegebenen Punktes^ so 
haben die auf den Seiten x^ = 0, iCj = 0, 3:3 = gelegenen eben er- 
wähnten Schnittpunkte bezw. die Gleichungen 

m 

andrerseits berührt der dem Dreieck eingeschriebene Kegelschnitt 
^1^%^ + ^2^^h + ttjWiWa = z. B. die Seite a?! = im Funkte 

***+ — = 0/ welcher mit y^ti^ + yjWj = identisch wird, sobald man 



«« «8 



o^g : «5 »3 — : — setzt, und analog ist es bei den Berührungspunkten 
mit 2)^ c= und a;^ =» 0. Der betreffende eingeschriebene Kegelschnitt 



Ebenso gilt die Umkehrung von (36): 



hat daher die Gleichung !!l!!» + !i»2!l + !!l!!i «= 0. 

^ Vi ^ y% ' ^8 



38. Die Verbindungslinien der Ecken eines Üreiecks mit den auf 
den gegenüberliegenden Seiten gelegenen Schnittpunkten irgend einer 
Geraden sind Tangenten eines dem Dreieck umschriebenen Kegelschnitts. 

Aus (37) folgt mit Bücksicht auf (15) sofort: 

39. Die Gleichung desjenigen Kegelschnitts, der die Seiten eines 
Dreiecks in ihren Mittelpunkten berührt^ ist 

l>i«<a«*8 + ÄW3W1 + P«Wi«'2 = 0, 
eine reelle Ellipse. 

40. Verbindet man einen Punkt P mit den Ecken eines Dreiecks 
und construirt man in jeder Ecke zu den zwei anliegenden Seiten und 
zu der eben genannten Verbindungslinie den vierten harmonischen 
Strahl y so schneiden diese Strahlen die Gegenseiten des Dreiecks in 
drei Punkten, die auf einer und derselben Geraden, der sogenannten 
Harmonieale des Punktes P in Bezug auf das gegebene Dreieck, 
liegen. 

Für yi als Coordinaten des gegebenen Punktes P sind die Glei- 
chungen der vierten harmonischen Strahlen 

^3^2 + ^8^8 = 0, ysiCi + yiiTs = 0, y^x^ + y^x^ = 0, 

und diese schneiden die Gegenseiten in den Punkten y^u^-r J/s^s = 0, 
yjWi — ^3^3 = 0; Vi^i — y%'^h = 0, welche, wie leicht ersichtlich, auf 

der Geraden - + -?^ + -^ =3 liegen. Dieselbe heisst die lineare oder 
gerade Polare des Punktes y in Bezug auf das als ausartende Gurve 
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dritter Ordnung betrachtete Dreieck x^x^x^ =» 0^). Man verstellt näm- 
lich unter der geraden Polare eines Punktes y in Bezug auf eine be- 
liebige Curve n*" Ordnung f{xy^^ a;^, ajj) = die Gerade mit der Glei- 
chung a;i(^) + a;2(^^) + a?8(^J = 0, wobei in die Diflferential- 

quotienten \-J-\ ao Stelle von Xi die Coordinaten y.- des gegebenen 

Punktes zu substituiren sind. Analog ist die konische Polare oder der 
Polarkegelschnitt von y in Bezug auf eine Curve f{x^^ x^, x^) = ge- 

s 8 

geben durch die Gleichung ^f xf I ä — g — )XiXk'=0, wobei wieder 

in (^ — ^ j die Xi durch die Coordinaten y,- des gegebenen Punktes 

zu ersetzen sind*). In Aufg. (42) wird die konische Polare von y 
in Bezug auf x^x^x^ = auftreten. 

Es ist leicht zu sehen, wie der obigen geraden Polare 

?L 4. ^ -L 5l = 
Vi Vi Vs 

auch umgekehrt der Punkt P entspricht, wie also allgemein zu jeder 
Geraden v« = ein Punkt -^ -\ — ^ + -'-=» construirt werden kann. 



Vi • t?a 



41, Wie lautet der dem Satze (40) dualistisch zugehörige? 

42. Die Verbindungslinien eines Punktes y mit den Ecken eines 
Dreiecks ABC schneiden die Seiten des Dreiecks in drei Punkten 
-4i, JSj, Ci; man beweise, dass die Verbindungslinien JB^Ci, CiA^fA^B^ 
dieser Punkte die Seiten BC, CA, AB in Punkten treflfen, die auf der 
in (40) behandelten geraden Polare des Punktes y liegen. Man zeige 
ferner, dass die Verbindungslinien der Ecken des Dreiecks mit den 
auf den Gegenseiten gelegenen Schnittpunkten der geraden Polare 
Tangenten der (dem Dreieck umschriebenen) konischen Polare des 
Punktes y sind in Bezug auf das als ausartende Curve dritter Ordnung 
betrachtete Dreieck. 

Für die Verbindungslinien B^C^^C^Ä^y A^B^ findet man leicht die 
Gleichungen 

2/1 y» ^8 ' 2/1 y* "^ tu ' Vi Vi Vs 

diese Geraden schneiden die Seiten J5(7, CA, AB des Dreiecks resp. i» 

1) Vgl. Cayley „Sur quelques thöorämes de la g^om^trie de position'S 
Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 34, S. 276, 1847. 

2) Vgl. auch die Fussnote zu S. 22. 
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denselben Punkten y,Ug ^y^u^ = 0, y^ w^ — y^u^ = 0, y^u^ — y^u^ «= 0, 
welche schon in (40) vorkamen und auf der geraden Polare 

?i 4- ?=i 4- ^8 — s 

yi ' y« ys 

liegen. Die Verbindungslinien dieser Punkte mit den gegenüberliegen- 
den Ecken des Dreiecks sind nach (38) Tangenten eines dem Dreieck 
umschriebenen Kegelschnitts yiX^x^ + y^x^x^ + Vs^i^s *= ^j ^^^ ^i® 
konische Polare von y in Bezug auf XiX2X^'=^0 darstellt^). 

43. Verbindet man die Punktepaare, in denen ein beliebiger 
Kegelschnitt die Seiten eines Dreiecks schneidet^ mit den gegenüber- 
liegenden Ecken, so sind diese drei Paare Verbindungslinien Tangenten 
eines zweiten Kegelschnitts^). 

Für dasjenige Oeradenpaar, welches die auf der Seite rr^ = des 
Coordinatendreiecks gelegenen Punkte des gegebenen Kegelschnitts 

3 8 

^f ^ üikXiXk = mit der gegenüberliegenden Ecke verbindet, ergibt 
1 1 

sich unmittelbar die Gleichung 0^X2* + ^<h&^i^ ~{~ ^ss^s^ °= ^9 ^^^ 
die zwei anderen Paare analoger Verbindungslinien erhält man 
«11^1* + 2ai8a:ia:j + 0330:3* = und a^^x^^ + 2a^2^^X2 + a^x^* = 0. 
Diese drei Geradenpaare sollen Tangenten einer und derselben Curve 

8 8 

zweiter Classe ^/ ^* bikUiUk = sein. Das vom Punkte Wj ■=« an 

1 1 

diese Curve gezogene Tangentenpaar hat nun nach (27), S. 45 und 
dualistisch zu (54), S. 34 die Gleichung 633 ajg* — 2&28^s^8 + ^aa^s* '^^ 0, 
es müssten also die Relationen bestehen i^^^^ (f<hif ^m "==" — Q^s) 
iii'^ (fOsB) ^^ denen q einen Proportionalitätsfactor bedeutet. Die 
zwei anderen Tangentenpaare liefern ausserdem die Beziehungen 

hi='^^iif ^13 = — <^öfi3, hi = <S(hi und bii=ta22, hi^^ — '^^iif 
2^22 = taj^i (a und t Proportionalitätsfactoren), und es folgt nun sofort 

Qiöit '^ Oll'. a^^: 0^9 B^ ^^^^ ^^^ ^^^ Gleichung des gesuchten Kegel- 
schnitts in der Gestalt erhält 

— 2a33aijWiWa «= 0. 
Ebenso gilt der dualistisch entsprechende Satz: 

1) Vgl. auch hier die oben citirte Abhandlung von Cayley, S. 276, sowie 
Schröter: „Ueber perspectivisch liegende Dreiecke", Math. Annalen, Bd. 2, 
S. 662, 1870. 

^) ^S^' Hesse „Satz aus der Lehre von den Kegelschnitten", Journal für 
die reine und angewandte Mathematik, Bd. 66, S. 384, 1866. 

Gandelfinger, Yorlesungen. 17 
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44« Legt man von den Ecken eines Dreiecks die Tangenten an 
einen Kegelschnitt, so schneiden diese die Gegenseiten in drei Punkte- 
. paaren eines zweiten Kegelschnitts. 

45. Man heweise nachstehenden von Steiner ohne Beweis mit- 
getheilten Satz^): 

,,Zieht man aus den Ecken a, b^ c eines gegehenen Dreiecks durch 
einen in seiner Ebene liegenden unbestimmten Punkt p StrableD, 
welche die Gegenseiten beziehlich in den Punkten aifbj^,Ci treffen, und 
verlangt, es soll das Product ap -bp' cp ^^pa^ * pb^ > pc^ sein, so ist 
der Ort des Punktes p diejenige dem Dreieck abc umschriebene Ellipse, 
welche den Schwerpunkt desselben zum Mittelpunkt hat.'^ 

In — ^ ^ = 1 kann der Quotient -^ aufeefasst werden 

als das Doppel verhaltniss des .Punktepaares a, aj zu dem aus p und 
dem unendlich fernen Punkte P^ der Geraden aa. bestehenden Punkte- 
paar; dasselbe Doppelverhältniss besitzen die Strahlen &a, ba^, bp, bP^. 
Sind y\yy2fy^ die Goordinaten ' des Punktes p^ bezogen auf das vor- 
gelegte Dreieck als Coordinatendreieck, so ist y^x^ — ^2^« ™* ^ ^^^ 
Gleichung der Geraden aa^ daher hat bP^ als Parallele zu aa^^ eine 
Gleichung von der Form y^x^ — y^x^ + ^(Pi^i +i>2^2 +ä^8) = 0, 
wobei man A dadurch bestimmt, dass diese Gerade durch die Ecke b 
des Dreiecks gehen soll. Man findet A »= — y^'^p^ und erhält so als 
Gleichung von 6P„ die folgende: PxyiX^ + {p^y^+ p^^y^x^^O] die 
Gleichungen von 6a, bai und bp sind bezw. ajj «= 0, ifi = und 
y^x^ — ^1^8 "^^^ 0; so ^^^^ sic^ ^^^ d^s gesuchte Doppelverhältniss der 
Werth ergibt: 

p<h Piyi PiVi 

Analoge Ausdrücke erhält man für -^ und -^, daher unterliegen 
die Goordinaten yi der Bedin^ng 

(jPv — Piyi){py — P2y2)(jPv — Pf^ys) = — ^yi •i>2y2 -ftys; 

woraus bei Ausführung der Multiplication der Klammern folgt 

f(yf y) =PiPf^y^y^ H-APi^yi + jPi^yiya = o. 

Offenbar stellt diese Gleichung eine dem Dreieck umschriebene 
Curve zweiter Ordnung dar, und zwar eine Ellipse, weil F{p^p) positiv 
ist. Für ihren Mittelpunkt 17 findet man die Goordinaten 



1) „Lehrsätze". Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 46, 
S. 177, 1852, oder auch „Geaammelte Werke", Bd. 2, S. 431. 
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die nach (15) auch dem Schwerpunkt des Dreiecks angehören. Nach 
(42) ist diese Ellipse die konische Polare des Schwerpunktes in Bezug 
auf x^x^x^ =si 0. 

46. Die Berührungspunkte der beiden Tangenten, die vom Punkte y 
an den Kegelschnitt f{x, rc) «» gelegt werden können, sind gegeben 
durch die Gleichung A(j^^v^ + y^v^ + y^v^^ — f{jf, y)'F{% v) «= 0. 

Soll eine Gerade t;« »s durch irgend einen von zwei Punkten 
des Kegelschnitts f(x^ a;) «» gehen, deren Tangenten sich in einem 
Punkte y schneiden, so besteht zwischen den Coordinaten Vi der 
Geraden und den Coordinaten yt des Punktes nach (25), S. 45 die 
Relation Avy^ — F{y, v) f(y, y) «=» 0. Nimmt man die Vi als gegeben 
an, so stellt diese Gleichung in variabelen Punktcoordinaten das Tan- 
gentenpaar dar, welches in den Schnittpunkten der Gurre f(x, rr) »» 
und der Geraden 'Vx *=■ gezogen werden kann. Nimmt man die yi 
als gegeben an, so stellt analog dieselbe Gleichung in variabelen* 
Liniencoordinaten Vi das Paar von Berührungspunkten der beiden 
Tangenten dar, die vom Punkte y an den Kegelschnitt f(Xj x) == 
gelegt werden können*). 

Folgt auch so: Die Berührungspunkte sind die Schnittpunkte der 
Curve mit der Polare f(x, y) «=> 0; daher hat man in der Gleichung 

( ) des Scbnittpunktepaares von Ux ^=0 mit f{x, x) ^==0 die Ut zu 
ersetzen durch -äf'iyi)* Subtrahirt man in der Determinante ( ) 

die mit 9i,9s, y^ multiplicirten ersten drei Reihen von den die y f'^*) 
enthaltenden Reihen, so erhält man sofort für die Determinante den 
Ausdruck Äy^* + f(y^y) . (jj^O oder also Äy/ — /'(y, y) • F(v, v) — 0. 
Dualistisch folgt: 

47. Die beiden Tangenten, die in den Schnittpunkten einer Ge- 
raden V und eines Kegelschnitts q>(u, u) «= gezogen werden können, 
sind gegeben durch die Gleichung 

^{v^x^ + VjXg + v^x^y — q>{vy v) •'4)(a;, x) = 0. 

1) Eine analoge Gleichung tritt auch bei Carven n*^ Ordnung auf; vgl. 
speciell ffir Corren dritter Ordnung die Abhandlung von Herrn Gnndelfinger: 
„lieber geometrische Deutung algebraischer Formen, die in der Theorie der Gurren 
dritter Ordnung auftretend Math. Annalen, Bd. 8, S. 143, Zeile 11, 1874. 

17* 
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48, Es sei f{x, a;) = die Gleichung einer Curve zweiter Ord- 

8 8 

nung, g{Xy x) ^ ^ yf CaXiXk «« diejenige irgend eines Tangenten- 

1 1 

paares der Curve; man leite die Gleichung der heiden BerOhruügs- 
punkte ah. 

Der Punkt y, von welchem aus die heiden Tangenten gezogen 
sind, hat nach 8. 28 f. Coordinaten, die sich ergehen aus Qyiyk*^ Chj 
wohei (f einen Proportionalitatsfactor imd dk die Unterdeterminante 
des Elementes Cik m der Determinante von if(XyX) bezeichnet. Diese 
Werthe der ytyjt sind in die in (46) abgeleitete Gleichung des Paares 
der Berührungspunkte einzusetzen, wodurch man erhält 

äG(v, v) — [a, Cr\F(v, v) = 0; 

8 8 

hierbei ist G{v, v) ^^f ^f CikViVk und 

1 1 

[a, C] = aiiC,i + 2aijC„ + a^^C^^ + 2a,8C,8 + 20^0^ + a^sCss' 
Dualistisch folgt: 

8 8 

49. Ist 9?(u, u) ^ ^f X? ^ikUiUk = die Gleichung einer Curve 

1 1 

8 8 

zweiter Classe, ^(u, w) ^^j x? ytk^^k = diejenige irgend eines 

1 1 
Punktepaares auf derselben, so ist das Paar der Tangenten, das in diesen 

Punkten gezogen werden kann, gegeben durch 

A^(x, x) — [a, r]<t>(x, x) = 0. 

Die hier angewandte Bezeichnungsweise bedarf wohl keiner 
näheren Erläuterung. 

Aus (48) folgt leicht: 

8 8 



50, Ist 9)(m, u) ^^ 21j ^'*^'*** ** ^ ^^® Gleichung einer Gurre 

1 1 

8 8 

zweiter Classe, g{x^ x) ^^f xl (^ik^t^k = diejenige irgend eines 



1 1 



Tangentenpaares derselben, so stellt AG{v, v) — [A, C] q)(v, t;) = das 
Paar der Berührungspunkte dar. 
Aus (49) folgt ebenso: 

51« Ist f{x, x) =^0 die Gleichung einer Curve zweiter Ordnung, 

3 8 

^(w, u) ^^^ ^ yikUiUk ==» diejenige irgend eines Punktepaares auf 

1 1 



j 
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derselben, so stellt Ä^(Xj x) — [-4., f] f{Xy a;) = das zugehörige 
Tangentenpaar dar. 

52« Man stelle die Bedingung auf, unter der von dem 
Schnittpunkte y zweier Geraden Ux '^Oy t;« <» an den Kegel- 
schnitt /'(o;; o;) «» reelle oder imaginäre Tangenten gezogen 
werden können. 

Die Tangenten sind reell oder imaginär, je nachdem in dem 
Strahlenbüschel Vx -{- lu^ ^=^0 Strahlen vorhanden sind, die der Glei- 
chung des Kegelschnitts in Liniencoordinaten genügen oder nicht. Es 
hängt also die Entscheidung ab von der Realität der Wurzeln der 
Gleichung F{v^ + ^t«u t^a + ^^2? ^s 4" ^^3) *" ^ ^^^^ 

F(v, v) + 2kF(v, u) -f A«F(w, u) «= 0; 
dieselben sind reell oder imaginär, je nachdem 

F{u, u)F(vy v) — F*(u, v)<0 oder > 0. 

Bei Einführung der Coordinaten tfi des Schnittpunktes der Geraden 
w* «=B und r« = kann man die linke Seite dieser Ungleichung 
auch ersetzen durch Af(y^y). Beide Tangenten fallen zusammen, 
wenn fQfyy) = 0, d. h. der Punkt y auf der Cnrve selbst liegt, oder 
wenn Ä^^ 0, d. h. der Kegelschnitt aus einem Geradenpaare besteht. 

53« Die Gleichung des Geradenpaares, das von einem beliebigen 
Punkte y nach den Schnittpunkten des Kegelschnitts f(Xj x) ^^^ mit 
einer Geraden Uo. = gezogen werden kann, lautet 

V • f(^f ^) — 2uxUyf(x, y) + fiy, y)ux^ = 0. 

Man hat den Parameter X zu eliminiren aus den beiden Glei- 
chungen f(x, x) + 2Xf(Xj y) + X^f(if, y) = und u^ + Xuy = 0, wo- 
durch sich obige Gleichung ergibt. 

Liegt insbesondere der Punkt y auf der Gurve selbst, so hat man 
einfacher Uyf(x, x) — 2uxf(x, y) = 0. 

54. Der zu der Richtung der Geraden r^^ = conjugirte Durch- 
messer des Kegelschnitts f{x, o;) = hat die Gleichung 

Der gesuchte Durchmesser ist die Polare des unendlich fernen 
Punktes von Vx »= 0, hat demnach die Gleichung 
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55. Die Gleichung fQr den Mittelpunkt derjenigen Sehne, welche 
durch die Schnittpunkte des Kegelschnitts ({x^ x) =^0 mit der Oeraden 

t;^. = bestimmt ist, lautet ( ) = 0. 

Der gesuchte Mittelpunkt ist ' der Schnittpunkt von Vg =0 mit 
dem zu der Richtung von t;^. == conjugirten Durchmesser, der nach 

(54) gegeben ist durch ^^ + [y^ p^ "rf^^zn "^ ^' I'ßi^l^* ^^^ ^^^ 

diese Gleichung .geordnet nach x^fX^yX^j so ist leicht zu sehen , dass 
dieser Schnittpunkt in den yeränderlichen Liniencoordinaten u,- die 

Gleichung hat y j = 0. 

66. Die Gleichung des zu der Geraden Va- <» parallelen Tan- 
gentenpaare& des Kegelschnitts f(x, a;) «» aufzustellen. 

Das Tangentenpaar ist vom unendlich fernen Punkt der Geraden 
v« = an den Kegelschnitt gezogen; dieser Punkt hat die Coordinaten 

yi • y2 : ys = (j?^^» — P^'^%) • CPs^i — i^i^») • (Pi«'« — JPs^i); weiche nach 
S. 21 in f{xy x) • f(yy y) — p (x, y) — zu substituiren sind. Man findet: 

Diese Gleichung kann noch in eine andere Gestalt gebracht 
werden durch Anwendung der Formel (32)^ S. 27: 

A«, «) f(y, y) - r(-^, y) - n^, «), 

wenn m^ ^s^ x^y^ — ^»y«; ®*^ 1° unserem Falle wird Wi=|)it;, — Vjp,, 
so dass sich die Gleichung des Tangentenpaares verwandelt in 

F{p,pW + F(v, v)p^^ — 2F{p, v)p^v^ = 0. 

Aus dieser Formel erkennt man auch, dass im Falle der Parabel 
{F{py p) «s 0) die eine Tangente mit der unendlich fernen Geraden 
zusammenfallt, während die andere gegeben ist durch 

F(v, v)'P:,— 2F(p, v) . v, = 0. 

57« Ist f{Xf x)^^0 die Gleichung eines Geradenpaares (A s» 0), 
so sind die beiden Geraden einzeln dargestellt durch 

wobei die yi und Ui völlig willkürliche Werthe besitzen, die nur nicht 
den Coordinaten eines auf dem Geradenpaare liegenden Punktes, bezw. 
einer durch die Spitze gehenden Geraden proportional sein dürfen. 



J 
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Es ist f(ify o;) >» die Polare eines beliebigen Punktes y in Bezug 
auf das Geradenpaar f{x^ x) = 0; auf dieser Polare wählen wir einen 
willkürlichen Punkt z^ der aus der Polare ausgeschnitten werde durch 
eine Gerade U:, =» 0. Die Verbindungslinien der Spitze des Geraden- 
paares mit den beiden Punkten y und z sind alsdann bezw. f{0y x) = 
und f(ff, x) = 0, wobei statt /"(jsr, rc) = auch gesetzt werden kann 

\^±if'^^i)f^t)^^) = 0, denn es ist üt = \f'(3f^u^ — \f'i}I^W, 

0^ und 0^ haben analoge Werthe. Zu diesen Verbindungslinien liegen 
die Geraden f(Xf rr) «» harmonisch^ sie müssen demnach einzeln 
Gleichungen haben von der Form 

± A/'Cy, «) + i^ ± (f'(.'',)f'(y,) «,) •=■ 0, 

wobei A so zu bestimmen ist^ dass der Punkt mit den Coordinaten 
^Vi + ^ü =" 1» 2, 3), auf f(x, a:) ■= liegt, d. h. man hat A zu be- 
stimmen aus l^f{y, y) -f- 2lf(jf, z) + f{Zy z) = 0. Nun ist /"(y, z) ^ 0, 
f{z,z) wird f(y,y)F(ti,u) — ÄUy\ also gleich f(y,y) - F(u,u)f da 

^ = 0; man hat daher f(tf,y){k^ + F(u,u)]-= oder A « }/— jF(w,w) . 
Dualistisch folgt: 

68. Ist g)(u, u) =»0 die Gleichung eines Punktepaares, so sind 
die beiden Punkte einzeln dargestellt durch 

i^ ± (v(Mi) 9i^i) ^a) ± 9>{% «) V—<i>{x,x) = 0, 

wobei die t;^ und Xi analogen Einschränkungen unterliegen wie die yi 
und Ui in (57), übrigens aber völlig willkürliche Zahlen bedeuten. 

59. Das Product aus den senkrechten Entfernungen eines be- 
liebigen Punktes eines Kegelschnitts von den beiden Asymptoten ist 
constant. 

Für g^hx = 0, als Gleichung der beiden Asymptoten, ist f(Xf x) == 

nach (26), S. 45 von der Form g^hj, -f j^ p^^^ = 0, daher 

9xK l_ ^ Ä 

Die linke Seite dieser Gleichung ist nach (1), S. 9 das Product der 
Abstände des Curvenpunktes x von den beiden Asymptoten, die rechtem 
Seite eine Constante. — Der Satz kann auch mit Hilfe von (9) oder 
(10), S. 49 bewiesen werden, da aus xy = const. noch 

XBinw ' y sin tv = const. 
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folgt^ wobei w den Winkel der beiden Asymptoten bezeichnet; x sin w 
und y sin w sind aber die oben erwähnten senkrechten Entfernungen^). 



60. Zieht man durch einen beliebigen Punkt P der Ebene eine 
Parallele zu einer Asymptote der Hyperbel, so wird das Stück der 
Parallelen, welches zwischen ihrem Schnittpunkte Q mit der Polare 
von P und dem Punkte P selbst liegt, von der Hyperbel halbirt. 

Die Punkte P, Q bilden ein Paar conjugirter Pole in Bezug auf 
die Curve; da der eine Schnittpunkt der Geraden PQ und der Curve 
im Unendlichen liegt, muss der andere die Strecke PQ halbiren. 

Aus gleichem Grunde gilt bei der Parabel der Satz: 

61. Zieht man durch einen beliebigen Punkt P der Ebene eine 
Parallele zur Axe der Parabel^), so wird das Stück dieser Geraden, 
welches zwischen ihrem Schnittpunkte mit der Polare von P und dem 
Punkte P selbst liegt, von der Parabel halbirt. 

62« Die Polare eines Punktes P in Bezug auf einen Kegelschnitt 
ist parallel zu dem conjugirten Durchmesser desjenigen Durchmessers D, 
auf welchem P gelegen ist. 

Denn wenn P den Durchmesser D durchläuft, dreht sich die zu- 
gehörige Polare um dessen Pol; derselbe liegt aber im Unendlichen, 
so dass also die einzelnen Polaren, zu denen auch der conjugirte 
Durchmesser gehört, einander parallel sind. 

63. Zieht man von einem Punkte P die zwei Tangenten an einen 
Kegelschnitt, so geht derjenige Durchmesser D, auf welchem P liegt, 
durch den Halbirungspunkt H der Berührungssehne MN. 

Folgt mit Hilfe von (62), denn MN gehört demjenigen Sehnen- 
system an, zu welchem D conjugirt ist, d. h. der Durchmesser D 
halbirt die Sehne MK 

Ebenso leicht folgt: 

1) Es läset sich leicht zeigen (unter Rücksicht auf S. 64), dass das constante 

Product den Werth besitzt . wobei sin' to = --. — :-. 

F(p, p) V— ^tF{p, p) 1 + cot« IC 

auf Grand von (6), S. 111 berechnet werden kann. Bei Einführung der lAngen 

a und b der halben Axen findet man im Falle einer Hyperbel die Constante gleich 

—i-j—jTii wobei a und b die auf S. 110 f. angegebene Bedeutung für die Hjperbel 

besitzen. Vgl. auch (112). 

2) Zur Definition der Axe der Parabel vgl. S. 103. 
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64. Zieht man von einem Punkte P die zwei Tangenten an einen 
Kegelsclinitty so geht die Verhindungslinie von P mit dem Halhirungs- 
pnnkte der Berflhrungssehne durch den Mittelpunkt der Gurve. 

Denn diese Verbindungslinie ist die Polare des auf der Berüh- 
rungssehne unendlich weit gelegenen Punktes, 

65. Bei jeder gleichseitigen Hyperbel^) werden die Winkel zwischen 
zwei conjugirten Durchmessern durch die Asymptoten halbirt. 

Nach (24), 8. 45 liegen die einzelnen Paare conjugirter Durch- 
messer harmonisch zum Asymptotenpaar; da das letztere bei der gleich- 
seitigen Hyperbel aus zwei zu einander normalen Geraden besteht, 
halbiren diese Geraden die Winkel zweier conjugirten Durchmesser. 

66. Es seien zwei Kegelschnitte, die das Coordinatendreieck zum 
Poldreieck haben, gegeben durch ihre Gleichungen 

f = OjiTi* + öjiCs* + «8 V =='0 und g^\ x^^ + l^x^ -f \x^ = 0. 

unter welcher Bedingung wird der erste Kegelschnitt von denjenigen 
Polaren umhüllt, welche den Punkten des ersten in Bezug auf den 
zweiten Kegelschnitt zugehoren? 

Die Polare eines auf /"«O gelegenen Punktes x^yX^yX^ hat mit 
Bezug auf gr = die Gleichung \x^X^ -^h^x^X^ + ftga^jXg = 0; sie 
hat daher die Coordinaten Ui »» ^^a^j (i «» 1, 2, 3). Hieraus folgt 
Xi »B Ui : hi und durch Substitution in /* =» erhält man 

Diese Gleichung stellt in Liniencoordinaten den Kegelschnitt f dar, 
falls tti : 6,* proportional ist zu 1 : a,-, d. h. wenn a^ : a^ : ci^ = &i* : J>2^ : ^3* 

oder 61 : 6j : Jj = + ^1 • i ^2 • i ^8« 
Jeder der vier Kegelschnitte 

— a^x^^ + «2^2* + 0^8 ^3* = 

a^x^^ + Ägrcg* — «8^8* = 

hat daher die Eigenschaft, dass er selbst wieder entsteht, wenn man 
seine „reciproke Polare^' in Bezug auf einen der drei übrigen nimmt. 
Man erkennt leicht, dass einer der vier Kegelschnitte imaginär sein muss. 



1) Zar Definition der gleichseitigen Hyperbel vgl. S. 111. 
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Anwendnng von §7—0. 

67. Jeder Kegelschnitt, der durch die imaginären Kreis- 
punkte geht, ist ein Kreis. 

Nach (43), S. 84 ist die Gleichung eines solchen Kegelschnitts in 
Linieucoordinaten jedenfalls von der Form 

(o(ii, u) — A(yiWi + j/gtig + y^u^y = 0, 

wobei o(UjU) ^== die Gleichung des imaginären Kreispunktepaares, 
!/i**i + !/2*^2 + Vs^s = diejenige des Pols der unendlich fernen Ge- 
raden, also des Mittelpunktes der Curve darstellt, während A irgend 
einen numerischen Goef Beienten bezeichnet. Nach (2), 8. 57 ist aber 
ein Ausdruck von der obigen Form die Gleichung eines Kreises. 

Uebrigens kann man zum Beweise des Satzes ebenso gut aus- 
gehen von der Gleichung eines Kegelschnitts in Punktcoordinaten. 

68« Ist JT =» die Gleichung eines Kreises in Punktcoordinaten, 
so stellt auch K' ^ xK — ^Px^x = einen Kreis dar, wobei x und k 
willkürliche Parameter sind, während j)x=0 die Gleichung der un- 
endlich fernen, g^ »» diejenige einer beliebigen Geraden ist. 

Denn die Schnittpunkte der unendlich fernen Geraden mit K^ =^0 
sind dieselben wie diejenigen mit £s=sO, nämlich die imaginären 
Kreispunkte; nach (67) ist daher auch der Kegelschnitt K' =^0 ein 
Kreis. Für x = zerfällt derselbe in die Gerade qx'^'O und die un- 
endlich ferne Gerade, wodurch die in der Fussnote zu S. 59 erwähnte 
Ausartung entsteht. 

Uebrigens kann jeder Kreis bei willkürlicher Wahl von K in der 
Form K' ^=0 dargestellt werden, da das Yerhältniss x : X und die 
Gerade q so bestimmt werden können, dass der Kreis durch drei be- 
liebig gegebene Punkte geht. 

69, Sind Z^ = und K2 = die Gleichungen zweier Kreise in 
Punktcoordinaten, so stellt auch K^ e^ xK^ — AZ, = 0, wobei x und X 
beliebige Parameter bedeuten, einen Kreis dar; derselbe geht ofiPenbar 
durch die Schnittpunkte von Z^ = und J?^ = 0, sein Mittelpunkt 
liegt daher auf der Centrale von K^ und K^. 

70, Die gemeinsame Sehne der beiden Kreise Kq ?:e K — PxQx'^O 
und K^^K — p^ra. = {K=0 Gleichung eines dritten Kreises) hat 
die Gleichung q^ — r^ = 0. 

Ein Punkt, dessen Coordinaten die Ausdrücke Kq und E^ zum 
Verschwinden bringen, gehört beiden Kreisen an, erfüllt aber auch die 
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Gleichung Kq — K^ ^i^^C^« — ff*) ■" 0; ein Bolcher Punkt liegt dem- 
nach auch entweder auf der unendlich fernen Geraden (imag. Kreis- 
punkt) oder auf r« — ff « "^ 0; d> h. diese Gleichung stellt die gemein- 
same Sehne, die sogenannte Radicalaxe oder Potenzlinie der beiden 
Kreist dar. 

71. Die Radicalaxen je zweier von drei Kreisen schneiden sich 
in einem und demselben Punkte, dem sogenannten Radicalcentram 
oder Potenzmittelpunkt der drei Kreise. 

Es seien 
Äo = ir — jp^g, — 0, ITi^üT — p,r, = 0, Zi = Z — i),s, — 

die Gleichungen der drei Kreise; alsdann sind die zugehörigen Radical- 
axen nach (70) dargestellt durch g, — r^. = 0, r« — 5« = 0, Sx — ff« = 0, 
und diese drei Geraden haben offenbar einen gemeinsamen Schnittpunkt. 

72« Die beiden imaginären Kreispunkte sind einzeln dargestellt 
durch 

— ^ + (co'(Wi) ©'(v,) oc^ ± »cD(t7, m)|);,|/c= 0, 

wobei die Vi und Xi völlig willkürliche Werthe besitzen, die nur nicht 
den Gleichungen © (r, v) «= 0, bezw. jj^. «a genügen dürfen. 

Folgt aus (58), denn nun ist <t>(a;, a:) ^ r|),^ — Man kann 
übrigens für (o\vi), (i «» 1, 2, 3), auch die Coordinaten irgend eines 
Punktes auf der unendlich fernen Geraden einsetzen, also Zahlen- 
werthe xr,-, welche nur die Gleichung p^ß^^ +^2^« +i^3^8 *== ^ erfüllen 
müssen« 



73. Die Gleichung des dem Coordinatendreieck um- 
schriebenen Kreises lautet ß)iiJ>ia:2a;s+a}2jP2^3^i + ®83/'s^i^2 = 0. 

Jedenfalls ist die Gleichung von der Form a^x^ x^ -\- 02X^X1 -\- a^x^ x^ ; 
der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises hat nach (18) die Coordi- 
naten cOijO^s : CD^gCDsi :cD33(Di2; daher wird a^ nach (28) gleich 

wobei der Klammerfactor auf Grund der Relationen y (o'{pi) = 
identisch wird mit — ^^n^nPi} daher a^ proportional zu (o^Pi. 

74, Die Gleichung in Liniencoordinaten des dem Coordinaten- 
dreieck eingeschriebenen Kreises ist 

oder auch 



2^8 
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Pii—Pi VWi +Pi V^i +JP8 V^oJ^ 

+ Pt(PiV^n -P-iV^o^i +Pi VflJ88)<<3«l 

+ Ps{Pl V'öJll +PiV^2 — Ä yfi>S8)WiW2 == 0. 

Die Gleichung muss einerseits von der Form sein 

andrerseits nach (2), S. 57 von der Form r*py^m(u,u) — tiy* = 0; 
hieraus folgt durch Vergleichung der Coefficienten 

wie bereits in (16) erhalten wurde, femer ai = r*|)/aij5 — y^y^, 
r'^p,/ = jj' : ©11, daher a^ == l^*?«! — y^y^ hjkJ uach Einführung der 

den tfi proportionalen Y^ü erhält man a^ = (o^^ — Ka>22^8s- ^* ^®" 
nutzung der Gleichung für die dem Coordinatendreieck eingeschriebene 
Curve zweiter Glasse mit dem Mittelpunkte y (29) erhält man die 
zweite oben angegebene Form; beide sind selbstverständlich in ein- 
ander überführbar. Gibt man den drei Grossen Yconf V^o^f V^ 
nicht dieselben Vorzeichen, so gelangt man zu den Gleichungen der 
drei angeschriebenen Kreise. 

75. Die Gleichung, sowie den Mittelpunkt und Radius 
desjenigen Kreises zu finden, für welchen das Coordinaten- 
dreieck ein Poldreieck ist. 

Die Gleichung in Liniencoordinaten eines auf das Coordinaten- 
dreieck als Poldreieck bezogenen Kegelschnitts ist nach S. 33 und 44 
von der Form a^Wi* + a^Ug^ + a^Mj* = 0; andrerseits muss sie als 
Gleichung eines Kreises von der Form sein r'^p/<o{u,u) — w/=*0. 
Durch Vergleichung der Coefficienten folgt hieraus 

^1 • ^2 • y8 =* ^81 ®12 • ^12 ^28 ' ^29 ®81 } 

der Mittelpunkt fällt daher nach (17) in den Hohenschnittpunkt des 
Dreiecks. 

Ferner wird «j = ^i^y^fl^u — yi\ r%* — ViVs-^m} daher 

«1 = *J—'' — Vi* ■=' ®81«'l2(<»llÖ23 — ^810^12) "= — «>81®12Ö28; 

analoge Werthe besitzen cc^ und a^, so dass 

«1 : «2 : «3 = (»81 ^12 ^28 • C>i2 0^28 ^31-^28 ^31 ^12 ; 

oder nach (16), S. 60 wird 

«1 : «2 : OTj = ©31 CD12P2JP8 • ®12^28ft Pl • ^28ß'8lJPll^2* 
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Die gewünschte Gleichung des Kreises in Liniencoordinaten wird daher 

in Punktcoordinaten erhält man 

was übrigens auch direct aus (30) folgt. 

Der Radius des Kreises kann mit Hilfe von f^ Py^ = y^y^' ^^^ be- 
rechnet werden. Bei Einführung der den j/,- proportionalen Werthe findet 
man f^{piGi^iOi^^+ PtOin^t!!^+ p^cj^^fo^^^ = (n^^ei^i^^i\ nun ist aber 

Pl »51 ß'lS +Ä 0>12 ÖJ«» +JP8 ^n »31 ~ »28 »81 Ä" »12 »88 A = ^XtPz = ^JPl ft ft ; 

daher r' = *"«fl^si«it ^j^^j wenn man die Formehi S. 61 benutzt, wird 
T = -— Ko^jCDj^cDig. Durch Substitution der Werthe (Oa und 



*'o ^1 ^S *8 



wobei Tq den Radius des dem Dreieck umschriebenen Kreises be- 

zeichnety wird r -= 2r^ Y^ ^^s A^ • cos -4^ • cos A^ , woraus hervorgeht, 
dass der obige Kreis nur reell ist, wenn ein stumpfwinkliges Dreieck 
Yorliegt 

76« Die Gleichung des Kreises in Punktcoordinaten y«-, der die 
Verbindungslinie zweier gegebenen Punkte a und h zum Durchmesser 

hat, ist C y) = 0. 

Es seien ai und hi^ (i^^ 1, 2, 3), die Coordinaten der beiden Punkte; 
das Geradenpaar, welches einen beliebigen Punkt y der Ebene mit a 
und h verbindet, hat alsdann die Gleichung 

und wenn der Winkel des Geradenpaares ein Rechter ist; liegt der 
Punkt y auf der Peripherie des gesuchten Kreises. Die Bedingung 
hierfür erhält man zufolge der Formel für cos' a in (36); S. 65, indem 
man in der Gleichung des Geradenpaares die Producte XiXjt ersetzt 
durch cjiki die so entstehende Gleichung lässt sich kurz schreiben in 

der Form (j ^) = 0. (Vgl. auch (225).) 

Insbesondere hat der über der Seite x^^^O des Goordinaten- 
dreiecks als Durchmesser beschriebene Kreis die Gleichung 

»28^1* + »11^2^8 »12^8^1 "~ CO^iX^X^ = 0. 
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77. Man bilde die Gleichung in Liniencoordinaten des Kreises, 
der die Verbindungslinie zweier gegebenen Punkte a und b zum Durch- 
messer hat. 

Ist g)(u, u) ^ auhu = die Gleichung des Punktepaares, so bat 
man für den gesuchten Ereis nach (2), S. 57 und (20), S. 43 eineu 
Ausdruck von der Form 

— { Y 9>'{Pi)^i + Y ^'(Pi)^i + Y ^^'C^»)*'«) = 0' 

wo nun der Radius r noch zu bestimmen ist. Derselbe ist gleich der 
halben Entfernung der beiden Punkte a und by daher nach (10), S. 59 

4r* = (^ ,] : tpa^pt^] es besteht nun, wie auch aus einer Bemerkung 
S. 64 hervorgeht, stets die Relation 

in der die A^ die Unterdeterminanten in der Determinante von g>{u,u) 
bezeichnen, und diese Relation ist nach (35), S. 76 noch giltig, wenn 
man die Producte XiXk ersetzt durch cD,ib. Hierdurch verwandelt sich 

Xi + i^ih^sf ^^ \ j) f und man erhält y /j = — 4[A, cd]; femer 

ist paPö = 9>(j?fP)f mithin 4r* = ^~ w ^^^ ^^® Gleichung des 

Kreises erhält also die Gestalt [A, (d] -(»(u, u) + Tg>*(|>, w) ■= 0. 

78« Ein Kegelschnitt wird von einer Geraden in zwei Punkten 
geschnitten; man stelle die Gleichung des Kreises auf, der die Ver- 
bindungslinie der beiden Schnittpunkte zum Durchmesser hat. 

Es sei f(x, x) = die Gleichung des Kegelschnitts, v^^ = die- 
jeuige der Geraden; ein Punkt y liegt auf der Peripherie des ge- 
nannten KreiseS; wenn das von y aus nach den Schnittpunkten von 
f(x, a?) — und v^^ = gezogene Geradenpaar einen rechten Winkel 
einschliesst. Die Gleichung dieses Geradenpaares ist nach (53) 

Vy^f(x, x) — 2va:Vyf(x, y) + /"(y, y)v^^ — 0; 

die Bedingung für den rechten Winkel erhält man zufolge der Formel 
für cos^ a in (36), S. 65 dadurch, dass man in der Gleichung des Ge- 
radenpaares die XiXk ersetzt durch oa- Alsdann entsteht 

[a, (D] V - 4 {«'(«i)r(yi) + «o'wrw + 'o'K)r(y,)} *, + 

+ a)(«,w)/"(y,y) = 0. 
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79« Welche geometrische Bedeutung hat diese Gleichung, wenn 
die Coordinaten y< als fest gegeben, dagegen die Liniencoordinaten Vi 
als veränderlich betrachtet werden? 



80. Man bestimme den Winkel, den die Tangente eines Kreises 
mit einer durch den Berührungspunkt gezogenen Sehne «^ <» bildet. 

Bekanntlich ist dieser Winkel (er sei a) halb so gross wie der 
der Sehne zugehörige Centriwinkel; ^aber wird cos a gleich dem durch 

die Länge r des Ereisradius dividirten abstand des Ereismittelpunktes y 

u 
von der Geraden w« ■= 0, d. h. es wird cos a «= — 

rjPyVa)(tt,u) 

81. Man bestimme die Länge der Sehne, welche durch die 
Schnittpunkte des Kegelschnitts f{Xf x) ==^0 mit der Geraden Ux = 
begrenzt ist. 

Sind ifi und 0,-, (i ^=» 1,2,3), die Coordinaten der Schnittpunkte, 
so hat man für das Quadrat r^ der Entfernung dieser beiden Punkte 

nach (10), S. 59 den Ausdruck r* = \^ j : zp/p,^. In veränder- 
lichen Liniencoordinaten Vi ist das Schnittpunktepaar nach (53 a), S. 34 
gegeben durch ^(v, v) ^ ( ) =0, man hat also Vy-v» ^ ( ) und 

analog j7y*j?« SB f ^) , wodurch der Nenner in r* bestimmt ist. 
Ferner besteht nach einer Bemerkung auf S. 64 die Relation 

wobei die Va die Unterdeterminanten in der Determinante von ^(t;, t;) 
bezeichnen; da diese Relation für alle Werthe der x besteht, so bleibt 
sie nach (35), S. 76 noch richtig, wenn man die Producte XiXk er- 
setzt durch G)ikf wovon sofort Gebrauch gemacht werden wird. Andrer- 
seits stellt ^(x, x) ^^ das Quadrat des Trägers des Punktepaares y, e 
dar, muss daher u^ als einen Factor enthalten, uud da Y(a?, x) *=^Q 
auch erfüllt wird, wenn Ux eine Tangente der Curve f{Xj o;) = ist, 
so wird der andere Factor bis auf einen Zahlencoefficienten gleich 
F{u^ u)\ man findet in der That 

V(a:, x) = Ux^{A^^u^^ H f- 2^128^*2^8 H ) = Wx* • F{u, u). 

Durch Substitution dieses Ausdrucks in ^ + (y^ fs^ x^y = — 4 V(a;, x) 

und Yertanschung der XiXk mitden o),-* folgt r ) = — 4 aj(M,u) -2^(^,1*). 
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Mit Benutzung dieses und des oben für PyPt gefundenen Werthes ver- 
wandelt sich die Formel für r^ in 

Hieraus folgt sofort: 

82. Alle in dem Kegelschnitt f{Xj x) = gezogenen Sehnen vod 
derselben Länge r umhüllen die Curve vierter Glasse 

4«,(e.,ti).i^(n,u) + r2r(j;)' =0. 

83. Die Länge, r der Strecke, welche auf der Geraden üa; — 
durch zwei andere Geraden v« = und Wx = abgeschnitten wird, 
ist gegeben durch 

y8 ,^_ ^HE — - . 

Man hat bei der in (81) abgeleiteten Formel /"(a?, x) zu ersetzen 
durch VxiVx\ alsdann ist (dualistisch zu einer Bemerkung auf S. 64) 

1^(w,m)«=» — - ^, + (wi^aM^s)*; während sich ( ^j verwandelt in 



^^«*i 



84. Ein Winkel von const anter Grösse, dessen Scheitel in einem 
beliebig aber fest gewählten Punkte y eines Kegelschnitts liegt, dreht 
sich um seinen Scheitel. Was für eine Curve wird von der jeweiligen 
Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte des Kegelschnitts mit den 
Schenkeln des Winkels umhüllt? 

Die Gleichung der beiden Schenkel ist nach (53) 

3 8 

g{x, x) =^ ^ hkXiXk = 2uxf{Xj y) — u,jf(x, x) = 0, 
1 1 

wenn Ui^u^^i^ die Ooordinaten der eben genannten Verbindungslinie 
bezeichnen. Auf diese Gleichung ist die Formel tg* a = Tfti« 

((36), S. 65) für den Winkel a des durch g {x, x) = dargestellten Ge- 
radenpaares anzuwenden. Der Zähler G{p,p) muss proportional werden 
zu jp/, denn G(vj v) = würde die Spitze y des Geradenpaares doppelt 
darstellen. Auch wird (t(jp,|)) = erfüllt, wenn Ux=»0 eine Tan- 
gente der Curve f(x, a;) = ist; daher wird der andere Factor von 
G{p,p) bis auf einen Zahlencoefficienten gleich JP(w, w), und man findet 
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in der That 6r(jp,|)) — JF(m, i«)-py'. Die Grösse [6, ci] im Nenner 
geht ans g{x^ x) dadurch hervor, dass man die Producte XiXi ersetzt 
durch mik\ man erhält alsdann 

Y {r(yi)-«'K) + r(y8)-®'K) + r(y8)-ö'K)}— [«; ®]**y 

Ffir die UmhüUungscurye folgt daher die Gleichung 

tg' « (~ (rcyi) • ö>'(wi) + r(y«) • »'(«») + rcys) • o>'(«8) }- [^^ 

+ 4ri)/-J?'(w,tt) — 0, 
mithin eine Curve zweiter Olasse. 

In dem besonderen Falle, dass der rotirende Winkel ein Rechter 

ist; reducirt sich die Ourve auf den doppelt zu zählenden Punkt 

Y {(r(yi)- fl>'(«i) + r(y2)-®'(w8) + rcy«) •«(!*,)} — [a, cojtiy — 0, 

wie übrigens auch aus (79) fOr /*(y, y) <» folgen würde. Dieser 
Punkt liegt nothwendig auf der in y senkrecht zur Tangente von y 
gezogenen Geraden (Normale von y\ denn wenn der eine Schenkel des 
rotirenden rechten Winkels die Lage der Tangente des Kegelschnitts 
im Punkte y einnimmt^ fällt die obige variabele Verbindungslinie mit 
der Normale dieses Punktes zusammen. Mit Benutzung dieser That- 
Sache lässt sich lediglich durch Anwendung eines rechten Winkels in 
einem beliebigen Punkte eines Kegelschnitts die Normale construiren^). 
Man erkennt übrigens aus der Gleichung der im allgemeinen 
Falle (bei beliebigem a) entstehenden ümhüllungscurve zweiter Classe, 
dass diese Curve den gegebenen Kegelschnitt doppelt berührt imd dass 
der im Falle a «» 90^ entstehende Punkt stets Pol der betre£fenden 
Berührungssehne ist. 

85. Welche Bedingung müssen die Coordinaten w^^w^^u)^ einer 
Geraden erfüllen, wenn dieselbe mit einer Geraden des Paares 

{i!:f{x, X) = u^v^ — 

einen Winkel a bilden soll, für den igw^t gegeben ist? 

Für den Winkel, den die beiden Geraden u und w mit einander 

bilden, hat man nach S. 64 die Formel tff « — f = — ^=-7 — ;^ , 

' ^ ai(u, u?) ' 

1) Dieses Theorem wurde Euerst von F regier bewiesen und auch anf den 
Baam für Flächen 2. Ordnung erweitert in seiner Abhandlimg „Thäorämes non- 
veaux snr les lignes et surfaces da second ordre*', Annales de Math^matiqnes, 
herausgegeben von Gergonne, Bd. 6, S. 229 ff., 1816 ; zuvor war das Theorem von 
Fr^gier angekündigt worden in der Correspondance sur T^cole polytechnique, 
brsgg. Yon Hachette, Bd. 8, S. 394, 1816. 

Onndolfinger, Yorlesungon, 18 
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daher o(u, io)'t — V^^ i OPi^^Ws) "= 0. Da in der Aufgabe un- 
entschieden ist, ob die Gerade w mit u« <= oder mit Vx=^ den 
Winkel a bilden soll, so ist auch <d(v, w)t — Yx ^ + (l>i«?a«*^s) = 

zu berücksichtigen; die Lösung der Aufgabe wird folglich dorch 
Multiplication der beiden in t linearen Gleichungen erhalten in der 
Gestalt 

Offenbar ist der Coefficient von fi in dieser Gleichung 

der Coefficient von f^ ist mit Rücksicht auf 2f(x, y) = %ixVy + UyV^ 
identisch mit 

wobei y^ = w^p^ — w^p^ , y» = w'sPi — «^il>8 > Vs^^iPi — ^%Pi • 
Das absolute Glied wird r ( V . Uebrigens stellt die Gleichung für 

variabele Liniencoordinaten Wi ein Punktepaar im Unendlichen dar, 
das für ^ = oo mit den Normaleucentra der zwei gegebenen Geraden 
zusammenföUt 

86« Der Winkel a der Tangenten, welche vom Punkte y 

3 8 

an die Curve zweiter Classe q)(u, u) ^ ^* ^, atkUtUk^^O ge- 

1 1 

zogen werden können, ist gegeben durch die Formel 



tga = + 



PyV-"^-^iyfy) 



, . z(y. y) 

wobei 

2;c(y, y) = («22CD33 + a^a^^ — 2a88®28)yi* -i 

+ 2(or3iaijj3 + «23(081 — orjgOlg -- a,2a)83)yiya H . 

Die Gleichung des Tangentenpaares ist nach (27), S. 45 

8 8 

i 1 ^ «I* 

und nun hat man eine der Formeln (36), S. 65 für den Winkel eines durch 
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f{Xy A?) BS dargestellten GeradeDpaares anzuwenden auf g{Xy x) "» 0; 
es folgt alsdann tg« « ^T^^ ' ^^ ^*' 

+ 2(a8iCD28 + «23ß>M — «88 «'l2 — ^l^^V^VlV^ + ' *>. 

wofftr 2x{y,y) gesetzt werden möge^). Die Grösse 0(u,u) muss 
(ahnlich wie in (84)) proportional werden zu My*; denn G(u, m) = 
würde die Spitze y des Tangenteupaares doppelt zahlend darstellen. 
Ferner wird G(u,u) ^=»0 erfüllt, wenn y auf der Curve liegt, daher 
wird der andere Factor von G(jpyp) bis auf einen Zahlencoefficienten 
gleich <l>(y, y), und man findet in der That ß(w, w) ™ Wy* • <t)(y, y), 
mithin G(p,p) ^^Py^ . <t)(y, y). Durch Substitution der für [&, cd] und 
G{pyp) gefundenen Werthe in die Formel für tg^ a folgt das oben 
angegebene Resultat. 

Diese Formel kann auch noch abgeleitet werden mit Benutzung 
der zu (13); § 15 dualistischen Relation 

(« - i)*z*(y, y) - (« + i)*<i>(y, y) • t (y, y) -- o 

für das DoppelverhaltnisS; welches die vom Punkte y nach zwei Curven 
zweiter Classe fp{UyU)^^0 und V^(U;n)«sO gezogenen Tangenten- 
paare mit einander bilden. Man hat nur an Stelle von V^(u, ti) »« 
das imaginäre Ereispunktepaar zu setzen und den in (35); S. 64 aus- 
gesprochenen Satz anzuwenden, wonach der Winkel der von y an 
97(11, t«)<BO gezogenen Tangenten aus dem eben genannten Doppel- 
verhältniss m durch Division mit 2% hervorgeht Bei Uebergang zu 
den trigonometrischen Functionen wäre dann Gebrauch zu machen 

von der Relation In w «- 2i • arc cos — ^^• 

Denkt man sich tg a fest gegeben, dagegen den Punkt y variabel, 
so folgt sofort: 

87. Der geometrische Ort aller Punkte y, von denen betrachtet 
eine Curve zweiter Classe 9(u,u)("0 unter einem gegebenen Winkel a 
oder dessen Nebenwinkel erscheiut, ist die Curve vierter Ordnung 

tg' « • x*(y; y) + ^*(yi y) • i>/ = o- 



1) flinflichtlich dieser Bezeidmnngs weise vergleiche man auch (29), S. 148. 
FSr n a-i 90«^ erhält man den Satz (81), S. 148. 

18» 
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Besteht insbesondere die gegebene Curve zweiter Classe 9> (u, m) »= 
aus einem Punktepaar (g)(w, w) ^ a,»6« ««= 0), so wird <l>(y, y) pro- 
portional dem Quadrat des Trägers, und zwar ist nach einer Be- 
merkung auf S. 64 cl)(y, y) = — T^ i (^^a^s)*} ferner verwandelt 
sich 2x(if,y) in ^^^j , und man erhält das Resultat: 



I K 

88. Der geometrische Ort aller Punkte y, von denen betrachtet 
die Strecke zwischen zwei Punkten a, b unter einem gegebenen Winkel a 
oder dessen Nebenwinkel erscheint, besteht aus den zwei Kreisen 

Dass der betreffende Ort in der That aus zwei Kreisen besteht^ 
ist nicht nur aus der elementaren Geometrie bekannt, sondern folgt 

auch aus (76) mit Rücksicht auf (68); denn weil U^j =0 den 

über der Strecke ab als Durchmesser errichteten Kreis darstellt, ist 

nach (68) auch jede der beiden sich im Vorzeichen von Yt unter- 
scheidenden Curven ein Kreis. 

89» Der Winkel a der Tangenten, welche vom Punkte y an die 

8 8 

Curve zweiter Ordnung f{x, x) ^yj ^* (kk^^k -= gezogen werden 

1 I 

p y—xAf{y,y) 

können, ist gegeben durch die Formel tg a = + ~ ^ , wobei 

2H= (A^(o^^ + ^83®22 — 2is53a)23)yi* -\ 

Folgt unmittellkir aus (86), wenn man sich zu f(x, x) »^0 die 
Gleichung in Liniencoordinaten hergestellt denkt — Für a «^ 90^ 
erhält man den in (31), S. 148 ausgesprochenen Satz. 

90. Man bestimme den Winkel zwischen dem Durchmesser Ux = 
des Kegelschnitts f(x, a;) «= und dem zugehörigen conjugirten Durch- 
messer. 

Die Gleichung des letzteren ist nach (64) 

und nach 12b, S. 13 wird cos\u, v) = ^ ^^i^^^4^4^'^\+-'-'fi'''^^ 
WO nun noch die v, eliminirt werden sollen. Es ist 
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wobei % wie in (45); S. 96, zar Abkürzung gesetzt ist für 

1 ^ 

1 
ferner wird nach S. 63 Gi(u,u) • ©(v, v) «= c}*(w,t;) + ^^^i CPl^*'3)^ 
und wenn man hier an Stelle der Vi ihre eigentlichen Werthe einsetzt, 
erhalt man a(u,u)'(o(VyV) =» ^+ (^-- 1^ P») "f'^\ / > folglich wird 



C08*(W, v) 



y!±iS: -.-)'+ 'CT 



daher 



sin* (w, v) = 






ik 
8 



^ «i* 



und 



2 



2±(S -'■)*+. cj) 



tg(«, «) - C ^ »^-2 + (£ «.ft)- 



'ijfc 



91« Durch die vier Punkte^ in denen irgend ein Tangenten- 
paar eines Kegelschnitts von einem beliebigen zweiten Tan- 
gentenpaare getroffen wird, lasst sich ein Geradenpaar legen, 
das durch den Schnittpunkt der den beiden Tangentenpaaren 
zugehörigen zwei BerQhrungssehnen geht und ausserdem zu 
den letzteren harmonisch liegt^). 

Nach (42), S. 84 kann die Gleichung eines Kegelschnitts in die 
Form gebracht werden X^X^ — 3!«^= 0, wo X^ = 0, X^™ irgend 
zwei Tangenten darstellen, während X^=0 die Gleichung der zuge- 
hörigen Berührungssehne ist; mit Hilfe zweier anderen Tangenten 
desselben Kegelschnitts sei dessen Gleichung in die Form gebracht 

1) Die YeranlaBBung, dass Plücker („System der analytischen Geometrie'', 
Berlin 1886, S. 117) diesen Satz als von Newton herrührend bezeichnet, dfirfte 
wohl eine Untersnchang in dessen „Philosophiae naturalis principia mathematica'' 
gegeben haben. Vgl. z. B. die von Gotes besorgte and im Jahre 1714 in 
Amsterdam erschienene Ausgabe, S. 86 f., sowie S. 84, Corel. 2, oder auch die 
deutsche von Wolf er s besorgte üebersetznng „Sir Isaac Newton*8 Mathema- 
tische Principien der Naturlebre'', Berlin 1872, S. 109, sowie S. 107, Zusatz 2. 
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Xi a:, — a;,* «-= 0, so dass X^ X^ — X^^ = a^i a:, — a?,*. Hieraus folgt 
XiX^ — x^x^=^ (X^ + x^) (Xg — arg). Die geometrische Deutung dieser 
Gleichung liefert obigen Satz^ der auch in folgender Form ausgesprochen 
werden kann: 

91a. Die Geraden, welche die Berührungspunkte je zweier 
Gegenseiten eines dem Kegelschnitt umschriebenen Vierseits 
verbinden, gehen durch den Schnittpunkt der beiden Diago- 
nalen desselben, und zwar liegen sie harmonisch zu den zwei 
Diagonalen. 

92. Die Berührungssehne irgend zweier Tangenten einer Hyperbel 
ist parallel zu den Verbindungslinien der Schnittpunkte des Tangenten- 
paares mit dem Asymptotenpaare und liegt in der Mitte zwischen 
diesen Verbindungslinien ^). 

Folgt aus (91); wenn man als eines der beiden Tangentenpaare 
das Asymptotenpaar wählt und beachtet, dass die vierte harmonische 
Gerade zu zwei Parallelen und zur unendlich fernen Geraden mit der 
Mittellinie der beiden Parallelen zusammenfallt. 

Aus (92) folgt unmittelbar: 

93. Der Berührungspunkt einer Tangente der Hyperbel liegt in 
der Mitte zwischen den Schnittpunkten dieser Tangente mit den zwei 
Asymptoten. 

• 

94. Alle Dreiecke, welche die beiden Asymptoten und eine beliebige 
Tangente einer und derselben Hyperbel zu Seiten haben, sind inhaltsgleich. 

Fi« 1*- Nach (92) ist AB parallel 

CD, daher A CDA = A CDB, 
woraus AAMC = AB MD 
folgt (Fig. 14). 

95. Jede Tangente einer 
Parabel halbirt im Berüh- 
rungspunkte B die Verbin- 
dungslinie des Mittelpunktes 
M einer zur Tangente paral- 
lelen Sehne RS mit dem 
Fol P dieser Sehne. 

Man fixire ein vom Punkte 
P an die Curve gezogenes 

1) Es bedarf wohl kaum der Erwähnung, dass natürlich dicgenigen zwei 
Verbindungslinien gemeint sind, welche weder mit einer Asymptote noch mit einer 
der zwei anderen Tangenten zusammenfallen. 
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Tangentenpaar mit den Berührungspunkten jß, S, sowie die zur Sehne 
RS parallel gezogene Tangente mit dem Berührungspunkte B, welche 
zusammen mit der unendlich fernen Geraden ein zweites Tangenten- 
paar der Parabel bildet. Die Berührungssehne desselben ist eine durch 
B parallel zur Axe^) gezogene Gerade, welche die Sehne RS in deren 
Halbirungspunkte M trifft. Von den vier Schnittpunkten der beiden 
Tangentenpaare liegen nun zwei (C und D) im Endlichen^ die beiden 
anderen unendlich weit; das durch die vier Punkte ausserdem noch 
mögliche Geradenpaar besteht daher hier aus zwei durch C resp. D 
gezogenen Parallelen zu den von P an die Curve gelegten Tangenten. 
Da femer nach (91) der Schnittpunkt dieses Geradenpaares mit dem 
Schnittpunkt M der zwei Berührungssehnen zusammenfällt, so entsteht 
ein Parallelogramm PCMD, dessen Diagonalen PM und CD sich im 
Punkte B halbiren. 

96. Die Diagonalen irgend eines dem Kegelschnitt um- 
schriebenen Parallelogramms ABCD bilden ein Paar con- 
jugirter Durchmesser. 

Die Verbindungslinien EG und FE der Berührungspunkte je 
zweier gegenüberliegenden Seiten des Parallelogramms (Fig. 15) sind 
als Polaren unendlich weit 
liegender Punkte jeden- 
falls Durchmesser. Durch 
den Schnittpunkt M der- 
selben gehen nach (91a) 
auch die Diagonalen des 
umschriebenen Parallelo- 
gramms, sie sind daher 
gleichfalls Durchmesser 
und liegen nach (91a) 
harmonisch zu den Diago- 
nalen des durch die Berührungssehnen gebildeten Vierecks EFGH, 
das gleichfalls ein Parallelogramm ist, denn je zwei seiner gegenüber- 
liegenden Seiten, z. B. EH und FG^ sind als Polaren von Punkten B 
und D eines und desselben Durchmessers einander parallel. Da MA 
und MD harmonisch liegen zu ME und MII, und da ferner nach 
(63) MD die Sehne EH halbirt, so ist der Durchmesser ÄC zur 
Sehne EH parallel, gehört somit demjenigen Sehnensystem an, das 
von BD halbirt wird. 




1) Ueber die Definition der Axe der Parabel vgl. S. 103. 
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Zugleich folgt: 

97. Die Seiten irgend eines dem Kegelschnitt eingeschriebenen 
Parallelogramms sind zwei conjngirten Durchmessern parallel, oder in 
etwas anderer Form: 

98» Die beiden Sehnen, welche die Endpunkte eines Durchmessers 
mit einem beliebigen Punkte des Kegelschnitts verbinden, sind parallel 
zu zwei conjugirten Durchmessern. Man nennt solche Sehnen Sup* 
plementar sehnen. 

Umgekehrt gilt auch der Satz: 

99« Zieht man durch die Endpunkte JP, H eines Durchmessers 
gerade Linien FE und EE parallel zu zwei conjugirten Durchmessern 
MD und MA^ so schneiden sich jene Geraden in einem Funkte des 
Kegelschnitts. 

Würde nämlich die Gerade HE den Kegelschnitt nicht in ihrem 
Schnittpunkte mit FE tre£fen, sondern in einem anderen Punkte ^, 
so sind FE' und HE' nach (98) zwei conjugirten Durchmessern 
parallel; nun ist HE' parallel MÄ^ daher FE' parallel MB^ d. h. 
FE' fallt mit FE und E' mit E zusammen. 

100. Zieht man durch einen beliebigen Funkt P eines Kegel- 
schnitts zwei Sehnen (mit den Gleichungen S^'^O und S^ *» 0) und 
in dem weiteren Schnittpunkt dieser Sehnen und der Ourve die Tan- 
genten (mit den Gleichungen T^ ==> 0, bezw. T^ = 0), so liegt die Ver- 
bindungslinie des Punktes P mit dem Schnittpunkte dieser beiden 
Tangenten harmonisch zur Tangente in P und zu dem Sehnenpaare. 

Ist 2\ s» die Gleichung der Tangente in P, so kann der Kegel- 
schnitt nach (42), S. 84 dargestellt werden sowohl durch T^ T^ — iSj* = 
als durch T^ Tg — ^2^ — 0. Hieraus folgt 

d. h. der eine der beiden Factoren SJj + ^a = und 8^ — 5, =■ re- 
präsentirt gleich Null gesetzt die Tangente 2\ = des Punktes P, der 
andere die oben genannte Verbindungslinie. Die Gleichungen jSj^O, 
Äg ==» 0, ifif, + Sg =a und 8^ — 82^=^0 gehören aber vier harmonischen 
Strahlen eines Büschels an. 
Dualistisch folgt: 

10 L Fixirt man auf irgend einer Tangente T eines Kegelscfanitia 
zwei beliebige Punkte Pj, P3 und zieht man die zwei von Pj, Pj noch 
möglichen Tangenten an die Curve, sowie die zugehörige Berührongs- 
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sehne, so liegt das Punktepaar P,, P^ harmonisch zn dem Berührungs- 
punkte der Tangente T und zu dem Schnittpunkte dieser Tangente 
mit der eben genannten Berührungssehne. 

Dieser Satz ist übrigens gleichbedeutend mit dem folgenden: 

102. Die Verbindungslinie der Berührungspunkte zweier Seiten 
•ines dem Kegelschnitt umschriebenen Dreiecks schneidet die dritte 
Seite in einem Punkte, welcher harmonisch liegt zum Berührungspunkte 
dieser Seite und zu den auf ihr gelegenen Ecken des Dreiecks. 

103. Fizirt man bei einem Kegelschnitt irgend ein Taugentenpaar 
und die zugehörige Berührungssehne, so steht das Product aus den 
Abstanden eines beliebigen Punktes der Curve von den beiden Tan- 
genten in constantem Yerhältniss zu dem Quadrat des Abstandes dieses 
Punktes von der BerQhrungssehne« 

Die Gleichung der Curve ist von der Form X1X3 — Xj*=a 0, und 
hier werden durch X| = 0, Xj = die beiden Tangenten dargestellt, 
durch X^ «81 die Berührungssehne. Führt man in X^ X^ — X^ — 
an Stelle von X^^X^, X3 nach (1), S. 9 die Abstände eines Punktes 
von diesen Geraden ein, wobei die Goordinaten des Punktes der Glei- 
chung des Kegelschnitts genügen müssen, so folgt für diese Abstände 
9i9 &7 ?8 ®"*® Relation von der Form q^q^ — cg^'^aO, wo e eine 
Constante bedeutet, deren Werth natürlich auch von den Goordinaten 
der Geraden X|, Xg, X3 abhängt. 

104. Man beweise, dass für den Fall eines Kreises die Constante c 
gleich der Einheit ist. 

Dualistisch ergibt sich aus (103): 

105. Fixirt man auf einem Kegelschnitt irgend ein Punktepaar 
P, Q und den Schnittpunkt 8 der beiden in diesen Punkten gezogenen 
Tangenten, so steht das Product aus den Abständen einer beliebigen 
Tangente der Curve von den beiden Punkten P und Q in constantem 
Yerhältniss zu dem Quadrat des Abstandes dieser Tangente von dem 
Punkte 8. 



Anwendung von § 10—12. 

106. Alle Parallelogramme, welche dadurch entstehen, dass man 
in den Endpunkten zweier conjugirten Durchmesser die Tangenten an 
eine Ellipse zieht, haben denselben Flächeninhalt wie das Rechteck, 
dessen Seiten durch die yier Scheiteltangenten der Curve gebildet werden. 
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Bezogen auf zwei conjugirte Dorchmesser als Axen eines Systems 
homogener schiefwinkliger Parallelcoordinaten lautet die Gleichung 
des Kegelschnitts a^iXj* -}- a22or2^'{' xx^^^^O. Die halben Längen r^ 

und rj der zwei conjugirten Durchmesser folgen aus r^*«« , 

^1 

r»* = ; daher wird rj r« sin m; = 1/ , wobei w den Coordi- 

natenwinkel bedeutet Die quadratische Gleichung (51), S. 98, aut 
unseren Fall ancrewandt, liefert .", = A'A"; andererseits ist aber 

^ ' sin' to ' 

nach (2), S. 110 57177 = ^*^*; wenn die halben Axen des Kegelschnitts 

mit a und h bezeichnet werden. Daher wird r^r, sin ti; «» a&, also 
constant, und der Inhalt des ganzen Parallelogramms ist 4 ab. 
Aus r^r^ sin tc; = a& folgt auch noch der Satz: 

107. Alle Parallelogramme, welche dadurch entstehen, dass man 
die Endpunkte zweier conjugirten Durchmesser verbindet, haben gleichen 
Flächeninhalt. Derselbe ist halb so gross wie derjenige des Rechtecks, 
dessen Seiten die vier Scheiteltangenten der Ellipse sind. 

108. Bei jeder Ellipse ist die Summe der Quadrate zweier con- 
jugirten Durchmesser constant, bei jeder Hyperbel deren Di£Perenz. 

Wird in ähnlicher Weise bewiesen wie (106), nur sind dabei noch 

anzuwenden die Relationen a*«=» — rr, 6*= + j77 ( — oder -fi j® 

nachdem Ellipse oder Hyperbel, vgl. S. 110), sowie die aus (51), S. 98 

folgende Relation ^i^"^-??!. = A' + A". Auch hat man zu beachten, dass 

bei der Hyperbel zufolge F(p,p)<0 (was in (106) gleichbedeutend 

mit OiiC^i < 0) die Grossen A' und A", sowie r^* «=» und — ^a* = 

ungleiche Vorzeichen haben; man findet ^1* + V = a*4: 6*, wobei das 
positive oder negative Vorzeichen zu stehen hat, je nachdem der Kegel- 
schnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist. 

109. Diejenigen zwei conjugirten Durchmesser einer Ellipse, welche 
den grössten Winkel einschliessen, sind einander gleich. 

Nach (106) ist r^r^ sin w = a&, und hier wird der stumpfe 
Nebenwinkel w ein Maximum, wenn sin w ein Minimum, d. ii. 
wenn r^^r^ oder auch rj^r2^ ein Maximum ist. Da nach (108) 
ri*-|-r8*=a* +^*7 so tritt dies ein für rj*s=rj*; femer folgt alsdann 

bei der Ellipse r^^ = ^~ — und sin w «= ^^-JTh^ » daher tg ^ =■ + - • 
Bei der Hyperbel können im allgemeinen keine gleichen conjugirten 



J 
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Durchmesser auftreten; da dort die Di£Pereuz r^^ — r^^ gleich ist der 
Di£ferenz der Quadrate der halben Axen; nur bei der gleichseitigen 
Hyperbel sind die conjugirten Durchmesser einander gleich. 

110. Zieht man irgend zwei zu einander senkrechte Halbmesser 
eines Kegelschnitts ^ so ist bei der Ellipse die Summe, bei der Hy- 
perbel die Differenz der Quadrate der reciproken Werthe für die Längen 
dieser Halbmesser constant. 

Bezogen auf irgend ein rechtwinkliges Coordinatensystem; dessen 
Anfang im Mittelpunkte der Curve liege, ist die Gleichung der Gurve 
von der Form a^^a^ + 2ai2xy + a^y^ + ^ — 0. Die Quadrate der 

Abschnitte auf den Coordinatenaxen sind a;^ «= ^ , y* ■=■ > 

<l^l»«i + ^ —t^ ^'-^±^ (nach (51), S. 98 

und nach S. 110). Bezieht man dieselbe Gurve auf ein anderes recht- 
winkliges System, dessen Anfang wiederum in deren Mittelpunkte 
liegt, so wird ihre Gleichung etwa 611«?*+ 26i2^y + ^21^*+ ^'=* 0. 
Wahrend jetzt die Quadrate der Axenabschnitte natürlich andere 
Werthe haben wie zuvor, wird die Summe der reciproken Werthe 

gleich "T^ " oder (analog wie oben) gleich -,- + rj , daher in 

der That constant 

111. Sind dijdiyd^ die Abstände des Mittelpunktes eines Kegel- 
schnitts von den Seiten eines Foldreiecks mit den Höhen h^, \j h^, 

so besteht die Relation t-j- + i— t- + r-zr = —(-•+ rr) • 

Die Gleichung der Gurve %a:i* + ^m^^+ %^a*=^ verwandelt 

sich bei Einführung der Goordinaten ^^ : ^2 • ^s °^ ~ • ~ - ~ ^^^ ^^ 

^1 ^1 ^8 

Mittelpunktes in ^ a!i« + ^ V + - «j* = 0. Für diese Curve wird 

tfi Vi Vs 

nach (11), S, 87 

Pi<Oii , p,«,, , PsCOga 1,1,1 



X' 4- A" «= ^—^ 4- ^> " 4- ^3 ^ ^_^ ^ I ^ I 



femer ist x nach (28), S. 91 und (45), S. 31 gleich 

Ä ^ 1 

80 dass man erhält 

Mit Hilfe von di = -. *—; folgt hieraus die zu beweisende 

Ptyi+PiVi+PsV^ ^ 

Formel. 
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112. Nach (10)^ S. 49 hat das Parallelogramm; welches entsteht^ 
wenn man durch einen beliebigen Punkt P der Hyperbel Parallelen 
zu den zwei Asymptoten zieht, constanten Inhalt Man bestimme den 
Werth dieser Constante. 

Für gJi^^s^O als Gleichung der beiden Asymptoten ist f(x,x)^0 

nach (26), S, 45 von der Form g^K + ^7 nJP«** ^^ seien nun Xj, 

X| die auf den Asymptoten gx = 0, %« "» durch die Parallelen ab- 
geschnittenen Stücke, g und h die Entfernungen des Punktes P Ton 
den beiden Asymptoten. Alsdann ist ^«»Xgsince, h^^XiSina, 
wobei a den Winkel der Asymptoten bezeichnet, für welchen nach 

(6), S. 111 sin» « -= ^^^.'I^^i^f^,^) • Mit Hilfe der in (59) aufge- 

stellten Gleichung ergibt sich nan 

Ä { [a, «]• - ixF{p,p)} 



X,X, 



2 



ViB(g, g) V^^Ö^) F(p, p) . 4tF(p, p) 



Ferner sind die für f(x, x) ^ g»hx + ^i ) **' gebildeten Ausdrücke 

[a^ o] und F(jffp), wie leicht zu erkennen, dieselben wie die für g^hg 
gebildeten, und zwar findet man [a,o]* — 4itF(j>,p)'=^(o{g,g)'Gi(h,h), 
so dass sich der Ausdruck für X^X^ verwandelt in 



y y Äy[cL~^^-4.xF {p,p) 

^1^ irF\p,p) 

Es seien nun A' und A" die Wurzeln der Gleichung 

A* -- [a, cd]A + tF(p,p) = 



((11), S. 87), daher y[a, «p - itF{p,p) = A' - A"; nach (2) S. 110 

ist alsdann a^ = — -^ , 6* «= — ^ , wo x = ^. . und a% b* die 

Quadrate der halben Axen bezeichnen. Durch Einführung dieser Grössen 

erhält man Z^ X^ = -^^;P — ^^^i^ da speciell bei der Hyperbel 

V zu ersetzen ist durch — b\ Die oben erwähnten Parallelogramme 

a» -L 5« 
haben demnach den gemeinsamen Inhalt XiX^ sin a «« — r — sin ff. 



113. Der Winkel a des Asymptotenpaares einer auf schiefwinklige 
Parallelcoordinaten mit dem Axenwinkel w bezogenen Gurve zweiter 
Ordnung f(Xy x) «=^0 ist gegeben durch 

{<hi + ^j — 2 a^, cos w?)' 



^ 
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Folgt sofort aus (6), S. 111 mit Benutzung von (2) S. 10 und 
l>i=A — 0, jp3 = l. 

114. Der Winkel a des Asymptotenpaares der Curve zweiter 

8 8 

Classe (p(ii, u) =E: ^ ^l antiiUk «» ist allgemein gegeben durch die 

1 1 
Formel 

speciell fär schiefwinklige Goordinaten erhält man 



tg«a 



iAffgg sin' to 



(All + A„ — 2 Au cog lo)* 

Folgt aus (6); S. 111; indem man sich die Gleichung g>(u,u) 
zuvor in Punktcoordinaten übertragen denkt 







116. Die Hauptaxen der Gurre zweiter Ordnung f{Xy x) ^^0 mit 
einem im Endlichen gelegenen Mittelpunkte sind doppelt zählend ge- 
gegeben durch 

rp»\Fip,p)fix,x)-Ap/)-X"F(p,p)M =0, 

tp,\F{p,p)f{x,x)-Ap/)-k'F(j>,p)M =0, 

wobei durch y, : y^ : yg o= -F'(Pi) ' F'(Pi) • ^'(p^) die Goordinaten des 
Mittelpunktes definirt sind und k\ X" die Wurzeln der Gleichung 
X^ — [a, a)]A + tF{jß,p) = bedeuten^). 

Aus m{u, u) = U^^ + Cr,2 in (21), S. 90 folgt 



"ll 


e»„ 


»IS 


«1 


!/i 




1 





Zi 


"»1 


a„ 


»j» 


«8 


Vi 







1 


X, 


«>8t 


©Si 


«»sa 


3^8 


y» 


==■ 








Z, 3^3 


»1 


a^j 


«8 










^x 


^ 


2, 


yi 


J'« 


9s 
















r, 



= r,*(Xi« + X,*); 



femer ist nach (29), S. 91 /"(x,*) — xZ,» —rz^» + A''Z,». Mit 
Benatzang von X^='Px, I« =1>», x == J. : F(ja,p), r* = 1 : r erhalt 
man 

*-F(p, l>)l>,* (A' - A") Zi» = Tj)/ (i^-d),!» /^(x, x) - Ap/) 






1) Andere Gleichungen zar Bestimmung der Hauptaxen sind (36) and (35 a), 
S. 98, sowie (49), S. 97. 
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zF(s,p)Py* (r- X') X* = Tp,*iF{p,p)fix, X) - Ap/) 

-A'F(|,,„)e;;) =0. 

Bei schiefwinkligen Parallelcoordinaten (Xi'. x^ix^ =^ x:y : 1) ver- 
wandeln sich diese Gleichungen in 

wobei für X die eine oder andere Wnrzel zu setzen ist der Gleichung 

A* sin* w — X (üii + «22 — 2ai2 cos w) + anagj — «ig* = 
und f(x, y, 1) as die gegebene Cnrve darstellt 

116. Man bilde die Gleichungen fQr die Hauptaxen der auf recht- 
winklige Coordinaten bezogenen Curve zweiter Ordnung 

lla^ + 14y* - Axy — lOo; - 20y + 10 « 0. 

Die quadratische Gleichung A* — [a, ©] A + tF(pyp) = wird hier 
A* — 25A + 150 = und hat die Wurzeln A'— 15, A"= 10; ferner 
findet man ^ = — 150, -i^j^OO, 4,2 = 120, -453 = 150. Die 
Wurzel A's9 15 liefert alsdann nach (115) die Gleichung 

150{150(lla;« + Uy^ - 4:xy — 10a? — 20y + 10) + 150} 

— 15 {(120 — 150y)« + (90 - 150a;)«} — 0, 

welche gleichbedeutend ist mit Ax* + y* + 4:Ä?y — 8a; — 4y + 4 = 
oder mit (2 a; + y — 2)* = 0; die Gleichung der einen Axe ist daher 
2a; + y — 2 = 0. Die Wurzel A' =- 10 liefert eine ganz ahnliche 
Gleichung, welche gleichbedeutend ist mit 

a;8 + 4y« — 4,xy + 2a; — 4y + 1 = 

oder mit (x — 2y + 1)« = 0, die Gleichung der anderen Axe ist 
daher x — 2y + 1 == 0. 

117. Die Hauptaxen der Gurve zweiter Olasse <p(Uy u) =» mit 
einem im Endlichen gelegenen Mittelpunkte sind doppelt zahlend ge- 
geben durch 

'^Pv^iv^PfP) • *(^; ^) — AjPx') - A'>(jp,i)) (f JJ) -=0, 
'^Py^(9>(P,P) ^^i^f ^) — Al>a:0 — A>Cp,1)) (^l) =0, 

wobei durch yi : y^ : ys = ^'(Pi) • ^'(a) • ^'(i^d) ^i® Coordinaten de« 
Mittelpunktes definirt sind und A', A" die Wurzeln der Gleichung 
A* — [A, oj] A + ^AyCjp,^) = bedeuten. 
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Folgt aus (115), indem man sich die Gleichung der Curve zweiter 
Ciasse g>(u,u)'=a'0 in die Gleichung in Punktcoordinaten <t>(XyX)=^0 
übertragen denkt und dann die dort angegebenen Formeln anwendet. 

Bei schiefwinkligen Parallelcoordinaten (oc^ix^ix^^^ x :y : 1) ver- 
wandeln sich die obigen Gleichungen in: 

«88(«83*(^;y,l) — A) 
— *{(«8«~aMy)*+(«8i— a38»)'--2(aa3y — ff82)(<^8i~«38^)cosw 

wobei fSr A die eine oder andere Wurzel zu setzen ist der Gleichung 

A* sin* f€ — A(A|i + Aj, — 2Aij cos to) + Aa^j «= . 

118. Das Product der Gleichungen für die beiden Hauptaxen 
der Curye zweiter Ordnung f(x, x) >» mit einem im Endlichen 
gelegenen Mittelpunkte ist bei schiefwinkligen Parallelcoordinaten 
{Xi'.x^ix^^^ x:y :1) gegeben durch: 

«11^ + Oiay + «18 - Kl« + «22^ + O23) cos W X ^31 
«21«+«22y + «28 "" («ll«+«12y + «18)C0St(; y ^gj —0. 

1 ^33 

Folgt aus (49), S. 97. 
Ebenso folgt: 

119. Das Product der Gleichungen für die beiden Hauptaxen 
der Curve zweiter Classe <p(u, u) '^ mit einem im Endlichen ge- 
legenen Mittelpunkte ist bei schiefwinkligen Parallelcoordinaten ge- 
geben durch 

Ana? + Ajgy + A^^ — {^^J^x + A^^y + A^j) cos w x orji 

Aji«? + Ag^y + Ags — (^^^x + Aj^y + A^) cos w y a^^ 

1 a, 



'33 



0. 



120. Die unendlich fernen Punkte der Hauptaxen des Kegel- 
schnitts f(XfX)^^0 sind doppelt zählend gegeben durch 

^obei A' und i" die Wurzeln sind der quadratischen Gleichung 

Nach (29) und (21) in § 10 ist 
r»(A"« Ui* + k'x U^* + X'X" f7,*) = F(u, «) , ü,' + 17,« = «(«, u) ; 

1) Eine andere Methode znr BeBtimmung der unendlich fernen Pankte der 
Hauptaxen wurde S. 98 gegeben. 
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mit Benutzung Toiuc = p^-^, H — y, C^s^l^^, X'X" = vF(s,'^), 

sowie der Relation (j) Q\- (^J^^-AlD ^''^^ 

Speciell für schiefwinklige Parallelcoordinaten 

Ui : tii : fi^ B» u : t; : 1 
erhält man 

OiiV* + ^2*** — 2ai2ttv — A' (m* + t;* — 2Mt; cos w)\'^ und 
^1^ + ^*** — 2aijWt; — A"(it* + v* — 2Mt; cos w) = 0, 
wobei k' und k" die Wurzeln sind der quadratischen Gleichung 
A^sin* w — k{a^i + öTj^ — 2a^j|Cos ec;) + a^ia^% — a^^ = 0. 

Im Falle der Parabel ist nach S. 100 f. die eine Wurzel (etwa X') 
gleich Null, die andere gleich [a, cd]; die eben abgeleiteten Gleichungen 

lauten alsdann ty j — [a, ©] »(w, u) «» 0, bezw. (^ **) =0 und 

repräsentiren nach (63) und (64); S. 103 den unendlich fernen Punkt 
der Scheiteltangeute; bezw. der Axe. 

Bei schiefwinkligen Parallelcoordinaten erhält man im Falle der 
Parabel für den unendlich fernen Punkt der Scheiteltangente (doppelt 
zählend) die Gleichung 

(o^i + 0,2 cos* 07 — 2a^^ cos w)u^ + (ogj + Oll cos* ijo — 2(i^^ cos w)^ 

— 2(aii cos w + 022 cos w — ai2 — o,i^ cos* w)ut; == 0, 
für den unendlich fernen Punkt der Axe (doppelt zählend): 

^11^* + ^22*** — 2ai2t«t; -=« 0. 

121. Das Product der Gleichungen für die unendlich fernen 
Punkte der Hauptaxen des Kegelschnitts f{Xy y^ 1) «s Q mit einem 
im Endlichen gelegenen Mittelpunkte ist bei schiefwinkligen Parallel- 
coordinaten gegeben durch: 

(^12 "~ ^2 cos w)v? + (a^i cos w — a^^v^ + (ojj — 041)1*1; = 0. 

Folgt aus (46); S. 96. Es ist übrigens klar, dass mit den an- 
endlich fernen Punkten auch die Richtungen der Hauptaxen gegeben 
sind; also die Winkel; unter denen diese Richtungen gegen die Coordi- 
natenaxen geneigt sind. 
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122. Die Axe der auf schiefwinklige Parallelcoordinaten 

mit dem Axeuwinkel w bezogenen Parabel^) f^x^y^ 1) = ist gegeben 
durch jede der folgenden zwei Gleichungen 

(«11 — Oij cos w?)a: + {a^^ — a^ cos w)y 

, (Oii + g«2 ~ ^^'n QOS ^) (^18 — Q>8 CO» «^) + -<^ia Bin* w ^^ ^ 

(a^g — ö^ii cos w)a: + (o^j — ö^ cos w;)y 

, («11 + «aa — ^g it CO« <g) («»3 — «18 008 «^) + ^«s ^n' «^ ^ q 

«11 + «81 — 20^,008«; ""^ 

Speciell für rechtwinklige Coordinaten erhält man 
oder auch (falls z. B. o^ = «ig «= 0): 

«11 T^ ««» 

Die obigen Formeln folgen beide aus (67) , S. 103 und zwar die 
erste durch die Substitution Ug "»113 «- 0, t^i = 1, die zweite durch 
Ui «a f<3 = 0; Ug 8» 1; selbstverständlich hat man auch die S. 8 an- 
gegebenen Relationen bei schiefwinkligen Parallelcoordinaten zu be- 
nutzen. Man kann beiden Formeln auch folgende Gestalt geben: 

(aji — ai2 cos uo)x + {a^^ — Oj, cos w)y 

, («11 — «18 coB w) (Cxa — «la cos w) + (a^, — a,, coa w) (0^3 — «ig eoa w) ^_ ^ 

«11 + «J2 — 2fl4, COBtO *°™ ' 

(«12 — «n cos w)x -|- (oja — Oij cos w?)y 

I («1« — «11 coa <g) («la — «>8 COB w) + (a„ — a^, cos w) (0,3 — g^, ^^ ^) =:t Q 

«II + «II — 204,008«; 

Auf Grund der Relation a^iO^ — a^<^^^0 lassen sich alle die 
hier angegebenen Gleichungen fOr die Axe in einander überführen. 

123. Die Gleichung der Scheiteltangente der auf schiefwinklige 
Parallelcoordinaten {x^i x^: x^ ^^ x x y \ 1) mit dem Axenwinkel w be- 
zogenen Parabel ^) f{x^ y, 1) = lautet : 

(^1, + ^3 cos w)x + (-4,8 + ^18 cos w)y 

. J. sin* «7 — (Oji + «81 ~ 2ai, cos tu) {A^^ + A^^ + 2-äij cos «7) ^ 

2(0^1 + a,g — 2«!, cos w) 

Ergibt sich aus der Gleichung (69 a)^ S. 105 für das Product aus 
der Scheiteltangente in die unendlich ferne Gerade, indem die Glieder 

1) Die Gleichung der Directrix wird in (242)— (244) gegeben. 
Gundelfinger, Yoxlofiixigcn. 19 
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mit XiyX^jX^x^ nunmehr wegfallen, so dass sich x^ ausscheiden lässt. 
Speciell für rechtwinklige Coordinaten erhält man 

18 -r 28 y T^ 2(flr„ + a„) 

124, Bei schiefwinkligen Parallelcoordinaten ist der Parameter 2p 
der Parabel f{Xj y, 1) = gegeben durch 

2 p = 2V- ~^Bin«t. __ 

V(^i + ötii — 2ai, C08 t£?)* 

Folgt aus der in § 10 und § 11 erwähnten allgemeinen Formel 
2j) = -j^, p'=** — T"^^ ^®^ Parameter der Parabel. 

125, Der Parameter der Parabel in Liniencoordinaten 9 (ti, u) = 

ist allgemein gegeben durch 2p = ^-^— j y^^^ ' 

Ergibt sich aus der Formel fär den Parameter der Parabel bei 
Punktcoordinaten, wenn man sich zuvor qp(W;w)«=0 in Punktcoor- 
dinaten übertragen denkt. 

Speciell für schiefwinklige Parallelcoordinaten findet man 

2 A sin' to 
V^(An + A„^^2\, cos w)» * 

126, Die zwei Brennpunktepaare der auf schiefwinklige Parallel- 
coordinaten bezogenen Curve zweiter Ordnung f(Xf y, 1) = sind ge- 
geben durch die Gleichungen: 

sin* w ' A' F{u^ v, 1) — A{u^ + «* — 2uv - cos tc;) = , 

sin* f€ • A" jP(m, V, 1) — A(u^ + t'* — 2wt; • cos w) = , 

wobei X', X" die Wurzeln sind der quadratischen Gleichung 

A* sin* w — A(aii + «jj — Za^j cos ec;) + öti^aj, — «ig* = 0. 

Folgt sofort aus (14), S. 113. 

Speciell im Falle der Parabel erhält man für das Product der 
Gleichungen des im Endlichen und des im unendlichen gelegenen 
Brennpunktes den Ausdruck 
(oji + «22 "~ ^^12 C08 w) F(u, Vy 1) — A{y? + v* — 2%iv • cos tc) = 0. 



127. Die Bedingung dafür, dass zwei Kegelschnitte 

8 8 

f{x, x) =^ ^ aikXiXk = 

1 1 
und 



1 
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8 8 

g{x^ x) =^i ^ hnXiXjt = 
1 1 

einaDder ähnlich seien, ist -r-^, = -r^r^—^r' 

Nach S. 112 muss das Yerhältniss A' : k" oder^ was auf dasselbe 
hinauskommt, der Winkel der beiden Asymptoten derselbe sein; mit 
Anwendung von (6); S. 111 ergibt sich die obige Bedingung. 

Speciell für schiefwinklige Parallelcoordinaten erhält man 

128. Aehnliche Kegelschnitte haben gleiche numerische Excen- 
tricität. 

Folgt daraus y daäs die Verhältnisse der Längen der Hauptaxen 
einander gleich sind. 

129, Zwei Kegelschnitte sollen ähnlich liegend genannt werden, 
wenn ihre Hauptaxen gleiche Richtung haben und wenn die aus einem 
unendlich fernen Punkte an beide Curven gezogenen Tangenten gleich- 
zeitig reell oder imaginär sind. Wann sind diese Bedingungen erfüllt? 

Die unendlich fernen Punkte der Hauptaxen müssen für die zwei 
Kegelschnitte f{x, x) = und g(Xy rc) «= dieselben sein; sie sind für 

f(x, x) = nach (46), S. 96 gegeben durch ^ + (^ — ftt/jj = 0, 

8 8 

also durch eine Gleichung von der Form ^] ^ yik^iiUk = 0, während 
man bei dem anderen Kegelschnitt einen analogen Ausdruck 

8 3 

1 1 
erhält. Die unendlich fernen Punkte der Hauptaxen sind also die- 
selben, wenn ^ = ^c=^ = ^ = ^ = ^. 

^11 ^H ^it ^18 ff,8 dgg 

Die aus einem unendlich fernen Punkte y an beide Gurren ge- 
zogenen Tangenten sind nach (52) gleichzeitig reell oder imaginär, 
wenn Äf(y,y) und JBg(jf,y) gleiche Vorzeichen haben; die y< haben 
die Gleichung j)y ■= zu erfüllen. 

Speciell bei schiefwinkligen Parallelcoordinaten werden die Be- 
dingungen: 
- X a,j — Oll coa to _^^ du — a^g a^j — a,, cos w 

&,, — 6ii 008 iß 6ii — 62, 5,2 — &,2 cos w ' 

2) ^(^ii?/i* + ^a.^ViVi + ö^2a!/2') und 5(6,1^1* + 2h,^yiy^ + b^,y^^) 

19* 
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müssen gleiche Vorzeichen haben bei völlig willkürlichen Werthen 
Yon tfi und y^^ also z. B. Äa^^ und Bb^ oder auch Äa^2 ^^^ -^^28 
müssen je gleiche Vorzeichen haben. 

130. Unter welchen Bedingungen sind zwei Kegelschnitte ähn- 
lich und ähnlich liegend? 

Vor Allem müssen beide nach (127) und (129) gleichen Asymp- 
totenwinkel und gleichgerichtete Hauptaxen besitzen, d. h. ihre Asymp- 
toten müssen einander parallel sein, oder die Schnittpunkte der beiden 
Kegelschnitte mit der unendlich fernen Geraden müssen dieselben sein. 
Femer ist nach (129) erforderlich, dass die von einem unendlich fernen 
Punkte an beide Curyen gezogenen Tangenten gleichzeitig reell oder 
imaginär sind. 

1) Die Schnittpunkte der unendlich fernen Geraden mit f(x, x) =» 
und mit g(XyX) ^^ sind nach (53a), S. 34 dieselben, wenn 



( « u) • ( ) = const.. 



welche Werthe auch die Ui haben mögen. 2) Als weitere Bedingung 
erhält man aus (129): Äf{y, y) und Bg{tfj y) müssen für y< als Coordi- 
naten eines unendlich fernen Punktes gleiche Vorzeichen haben. 
Setzt man 

S 3 8 8 

80 wird die Bedingung \y. <bi ^ fbi ^ tbi ^ hi = V:^! = tu . 

•'ii *ii •'m •'is •'is •'ss 

Die Bedingung 1) liesse sich auch in folgender Form aussprechen : 
Ist /*(a;, rr) B..0 die Gleichung des einen Kegelschnitts, so muss die- 
jenige des anderen von der (für Beweise geometrischer Sätze wichtigen) 
Form sein kfix^ x) + Pxq,x = 0, wo j)^^ = die unendlich ferne Ge- 
rade, g^ SB eine zweite Gerade darstellt und A einen von Null 
yerschiedenen Parameter bezeichnet. 

Speciell für schiefwinklige Parallelcoordinaten werden die Be- 
dingungen 1): ?ii = ^ = ??i. 

''11 *'ll ''2« 



131, Das Product a^W aus den Quadraten der halben 
Axen der Ellipse oder Hyperbel f{Xy x) = ist gegeben durch 
die Formel 

tF\p,p) 
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Folgt aus (2), S. 110 bei Einführung von « — -4 : jP(p, jp), 
X' X" ^=^ t F{p, p). Speciell bei schiefwinkligen Parallelcoordinaten ist 

o,« -4." sin'«; 



Da der Flacheninhalt E einer Ellipse^ wie in der Integralrech- 
nung gezeigt wird^ gleich ahn ist, ergibt sich: 

132. Der Inhalt der Ellipse f{x, x) = 0, (F(|), p) > 0), ist gegeben 
durch die Formel E = ' : bei schiefwinkligen Parallel- 

F{p,p)ytFip,p)' 

coordinaten ist E = 



133. Für das Product a*b^ aus den Quadraten der halben 

Axen der Ellipse oder Hyperbel ^(«i, w)=0 hat man die 

Relation 

A 



a^b^ 



A sin' w 



«38 



speciell bei schiefwinkligen Parallelcoordinaten ist a^h^ 

Folgt aus (131), indem man sich die Gleichung ^(u, u) «= in 
Punktcoordinaten übertragen denkt. 
Hieraus ergibt sich wie bei (132): 

134. Der Flächeninhalt der Ellipse 9?(w, u) = 0, {^(p{p,p) > 0), 

l/Ä« 
ist gegeben durch die Formel E =» . - : bei schiefwink- 

ligen Parallelcoordinaten ist JF ■=- '^ * ^ 



«88 l/«88 



135. Die Summe, bezw. DifiTerenz der Quadrate der halben Axen 
der Ellipse, bezw. Hyperbel /*(fl;, a?) = ist: 

^ ±^ tFHp^p) 

Nach S. 110 ist a« + 6« «3 - x(^ + ^) — — '^^^^^^J mit 

Hilfe von K = Ä:F(p,p), X' + X" =[a,(D], X'X"^tF{p,p) erhalt 
man die gewünschte Formel. 

136. Die Summe, bezw. Differenz der Quadrate der halben Axen 

8 8 

der Ellipse, bezw. Hyperbel y (ti, t*) ^ ^ ^ okkUjUk «" ist: 

1 1 

— '^^kP^P) 
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Folgt aus (135), indem man sich die Gleichung <p{n, n) =» in 
Punktcoordinaten übertragen denkt. 

137. Ist /"(rc, ir)«=0 die Gleichung eines Kreises, so ist der 

Radius r desselben gegeben durch r^ = ^ — -^in/ — n- 

Ergibt sich aus (135), indem man a=^b = r setzt und von der 
nach (44), S. 95 im Falle eines Kreises bestehenden Relation 

[a, a>? — 4:tF(p, p) = 
Gebrauch macht. Vgl. auch (55), S. 100. 

138, Ist q>(tt, u) == die Gleichung eines Kreises, so ist der 

2A 

Radius r desselben gegeben durch r* = rr — t— t ; , oder auch durch 



2t(p^{p,P) 
Kann aus (137) abgeleitet werden, indem man ^(ti, u) = in 

eine Gleichung in Punktcoordinaten (t)(a;, a;) = verwandelt; folgt 

aber auch aus (136). Die zwei angegebenen Werthe von r* können 

vermöge der im Falle eines Ej*eises bestehenden Relation 

[A, cd]* — 4Ar9?(p, j)) = 
in einander übergeführt werden. 

139, Man bilde die Invarianten Ä, F(p, p) und [a, a>] für die 
Gleichung des dem Coordinatendreieck umschriebenen Kegelschnitts 
mit dem Mittelpunkte y» 

Unter Anwendung der Abkürzung r^ ^ — |)^y^ + p^y^ + AJ^s) 
Sy = l>i yi — ft yg +P3y3, ty = p^ y^ + p^y^ — p^y^ ist die Gleichung 
der Curve nach (28): f{x, x) = 2 (jf^ryX^ x^ + y^SyX^x^ + y^tyX^x^ = 0, 
und man findet alsdann 

^ = ^yiViVs^ySy^yf F(p,p) =PyrySyty, 
[a, fo] = 2(yiryC»28+ ygSyOsi + y8^yß>i2)- 

140, Die analoge Aufgabe für den dem Coordinatendreiseit ein- 
geschriebenen Kegelschnitt mit dem Mittelpunkte y. 

Die Gleichung dieses Kegelschnitts ist nach (29) 

qp(w, ti) = 2{p^ryU^u^ + p^SyU^u^ + p^tyU^u^) = 0; 
alsdann findet man 

A = 2p^P^P^rySyty^ (P(P, P) — 2p^P^P^Py, 

[A, 0)] = —Pi^cOury^—Pi^m^^Sy^ -i^s'^JssV + ^PiPi^n^y^y 

+ ^PiPs^n^y^y + SpaftOajSyfy 
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oder auch ^PiPiPsiPifOnVi^ + P2C^uy2^ + Ps^uVi^)? wenn die Grössen 
©11, (X)^, CJ33 mit Hilfe der Relationen (o'(jpi) = eliminirt werden. 

141« Die analoge Aufgabe für diejenige Curre zweiter Ordnung, 
die das Goordinatendreieck zum Poldreieck hat. 
Die Gleichung des Kegelschnitts ist nach (30) 

PiViVz^i^ + ftys^i V + PzViVt^^ — 0; 
alsdann wird Ä~p,p^p^y^^y^^y^\ Hp^ P) = PiPiPsyiV^VsPyj 

[a, ß}] « (o^iPiViV^ + ^t^P^y^Vi + »ssAJ/iy»- 

142. Die analoge Aufgabe für diejenige Cnrve zweiter Classe, 
die das Coordinatendreiseit zum Poldreiseit hat. 
Die Gleichung des Kegelschnitts ist nach (31) 

P^PiVi^i + PsPi^aV + JPi^ysV = 0; 

daher findet man ^=PiP2^Pzyiy%yzy v(P, P) =PiP2PzPyy 

[A, 0)] = PiPiPzifOiiPiVfiyfi + (o^iPiVzVi + ^ssPsViVi)' 



Man beweise nachstehenden Satz von Steiner^): 

143. Die Mittelpunkte aller einem Dreieck umschriebenen Kegel- 
schnitte , für welche das Product ihrer Halbaxen constant ist, liegen 
auf einer Curve sechstef Ordnung. 

Das Product U der halben Axen der Gurre f(x, a;) = ist nach 

(131) gleich ^=1— : durch Substitution der in (139) gefundenen 

Werthe von Ä und F{p, p) erhalt man für den Ort der Mittelpunkte 
die Gurve sechster Ordnung 

TPxpy\syty — ^ty^^y^^y^^ = 0. 

Die Discussion dieser Gleichung möge dem Leser überlassen sein; 
uur werde bemerkt, dass Steiner in seiner Abhandlung verschiedene 
Skizzen von dem Verlauf der Gurve gibt. 

Von Steiner rührt auch der folgende Satz her: 

1) „Teoremi relativi alle coniche inscritte e oircoscritte**, Journal für die 
reine und angewandte Mathematik, Bd. 30, S. 09, 1846, oder Giornale 'aroadico di 
Roma, Bd. 99, S. 147—161, oder „Gesammelte Werke", Bd. 2, S. 881. 

Ein Beweis dieses nnd mehrerer der folgenden Sätse findet sich auch bei 
anderen Autoren, besonders aber in einer Abhandlung von Gino Loria: „Studi 
sulla teoria delle coordinate triangolari e sulla geometria analitica di un piano 
nello spazio", Giornale di Matematiche, hrsgg. von G. Battaglini, Bd. 24, S. 164 
-241, 1886. 
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144* Die Mittelpunkte aller einem Dreiseit eingeschriebenen Kegel- 
schnitte^ für welche das Product J ihrer Halbaxen constant ist, liegen 
auf einer Curve dritter Ordnung^). 

Bei gleicher Behandlung dieser Aufgabe wie im yorhergehendan 
Beispiel erhält man als Gleichung der Curve 

iJ^rPlPt^P^Py^ — TySyty = 0. 

145» Die Mittelpunkte aller Curven zweiter Ordnung, die ein 
gegebenes Dreieck zum Poldreieck haben und bei denen das Product 
der Halbaxen constant ist, liegen auf einer Curve dritter Ordnung. 

Wählt man das betr. Dreieck zum Coordinatendreieck, so ist die 
Gleichung des Kegelschnitts nach (30): 

Für das Product Pw=iab der Halbaxen besteht nach (131) die Relation 
P* BS ~~fj- • andrerseits ist nunmehr 

■4 '^^ PiP^p^ViWy^^ F{p, p) =- PiP^Pf^y^y^Vf^iPiVt +P2yi +i>8»8), 

daher erhält man als Gleichung der Curve 

P^'^PiP2Ps{Piyi +P2y2 + PsysY - yiV^ya = o. 

Ans den drei vorhergehenden Aufgaben ergeben sich sofort die 
drei folgenden Sätze: 

146« Der Inhalt der dem Coordinatendreieck umschriebenen Ellipse 
mit dem Mittelpunkte y ist E = '^ y^V^y^'' . 

Denn der Inhalt einer Ellipse ist bekanntlich gleich dem mit % 
multiplicirten Producte der Halbaxen. Vgl. (157). 
Ebenso folgt: 

147. Der Inhalt der dem Coordinatendreieck eingeschriebenen 

x/r s t 

Ellipse mit dem Mittelpunkte y ist gleich V y v v _ ^ 

'^PlPlPzPyY'^Py 

Endlich folgt: 

148» Der Inhalt derjenigen Ellipse, welche das Coordinaten- 
dreieck zum Poldreieck und den Punkt y zum Mittelpunkt hat, ist gleich 

VyiV^y^ _ 



IC. 



1) Steiner a. a. 0. 
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In genau derselben Weise wie bei (143); (144)^ (145) erhält man 
unter Anwendung der Relationen (135) und (136) die folgenden drei 
Satze: 

149, Die Mittelpunkte aller einem Dreieck (Coordinatendreieck) 
umschriebenen Kegelschnitte, für welche die Summe oder Differenz 
(je nachdem die Curve Ellipse oder Hyperbel) der Quadrate der Halb- 
axen a* + 6* constant ist, liegen auf der Curve ftlnfter Ordnung*)' 

wobei <? = a* + 6*. 

150, Die Mittelpunkte aller dem Coordinatendreieck eingeschrie- 
benen Kegelschnitte, för welche a* + 6* = § constant ist, liegen auf 
dem Kreis xQp^p^p^Py^ + {p^io^zV,^ + p^m^^y^^ + p^io.^y^^) = 0.«) 

Derselbe ist mit demjenigen Kreis concentrisch, der das Coordi- 
natendreieck zum Poldreieck hat (75); denn die Gleichungen beider 
unterscheiden sich nur um ein Glied mit Py^, 

151. Die Mittelpunkte aller Kegelschnitte, die ein gegebenes 
Dreieck zum Poldreieck haben und bei denen «' + &*=§ constant 
ist, liegen auf dem Kreise 

Derselbe ist mit dem umschriebenen Kreise des Dreiecks (73) concen- 
trisch, denn die Gleichungen beider unterscheiden sich nur um ein 
Glied mit p^. •) 

152. Man beweise nachstehenden Satz von Steiner^): 

„unter der unendlichen Menge von Kegelschnitten, welche einem 
gegebenen Dreieck sich einschreiben lassen, sind nur immer je 6 und 
6 einander gleich (congruent); die Mittelpunkte von je 6 gleichen 
Kegelschnitten liegen in einem Kreise, und alle diese Kreise haben 
einen ausgezeichneten Punkt des Dreiecks zum gemeinsamen Mittel- 
punkte/' 



1) Das Aggregat y^r^agj -{- y^s^fo^^ + V^^yOi^t =- in der Gleichung der 
Carve 5. Ordnung stellt nach (165) den sogenannten Feuerbach^schen Kreis des 
Dreiecks dar. 

2) Vgl. Paul Serret „Göom^trie de Direction", Paris 1869, S. 77f. und 
8. 145, corollaire III. 

3) Paul Serret, a. a. 0., S. 166, corollaire III. 

4) „Lehrsätze nnd Aufgaben". Jonmal für die reine und angewandte Mathe- 
matik, Bd. 30, S. 278, 1845, oder auch „Gesammelte Werke", Bd. 2, S. 345. 
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Die Mittelpunkte aller eingeschriebenen Kegelschnitte, für welche 
das Produet a^V aus den Quadraten der Halbaxen constant ist^ liegen 
nämlich nach (144) auf einer Gurve dritter Ordnung ; die Mittelpunkte 
der eingeschriebenen Kegelschnitte, für welche a* + ^^ ""^ const., liegen 
nach (150) auf einem Kreise, der mit demjenigen concentrisch ist, für 
welchen das Dreieck ein Poldreieck ist. Der Kreis und die Curve 
dritter Ordnung schneiden sich in 6 Punkten; dieselben sind also 
Mittelpunkte eingeschriebener Kegelschnitte, für welche a*6^, andrer- 
seits a* + ^* denselben Werth hat; diese Kegelschnitte sind daher 
congruent. Aus (75) folgt noch, dass der oben genannte „ausgezeich- 
nete Punkt des Dreiecks" der Höhen Schnittpunkt ist. 

153, unter der unendlich grossen Anzahl von Kegelschnitten, 
die sich einem gegebenen Dreieck umschreiben lassen, sind je 6 ein- 
ander gleich. 

Wir haben hier, ähnlich wie bei der vorhergehenden Aufgabe, 
auszugehen von den Gleichungen 

a«6« = _4^ und a« + 6^ = ~ ^•^"'"'^ 



(vgl. (131) und (135)); aus ihnen folgt 

(a^ + 6«)^ + a'ft« • [a, ai\F{fj p) = 

sowie (a* + V)tF{p, p) — a*6*- [a, a>]^ = 0. Die eine dieser beiden 
abgeleiteten Gleichungen ist in den Coefficienten des dem Coordinaten- 
dreieck umschriebenen Kegelschnitts 

vom dritten, die andere vom zweiten Grade. Aus beiden würde man 
also für die Verhältnisse der Coefficienten sechs Werthe erhalten. 

')fl54. Man beweise nachstehenden Steiner'schen Satz über 
Kegelschnitte, von denen der eine einem Dreieck (etwa dem Coordi- 
natendreieck) umschrieben, der andere eingeschrieben ist^): 

„Sollen die beiden Kegelschnitte gleichen Inhalt haben, oder sollen 
die Producte ihrer Halbaxen gleich sein, so besteht der Ort ihres ge- 
meinsamen Mittelpunktes p aus zwei verschiedenen Curven dritten 
Grades P» und P/." 

„Die eine dieser Curven, P*, ist in der Art speciell, dass ihre 
drei Asymptoten sich in einem Punkte und zwar im Schwerpunkt des 
Dreiecks schneiden, und dass dieselben zugleich Wendetangenten 



1) „Yermiachte Sätze und Aufgaben^\ JonrDal für die reioe and angewandte 
Mathematik, Bd. 65, S. 362 f., 1858, oder ,,Ge8ammelte Werke", Bd. 2, S. 669. 
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(Wendeasymptoten) und zudem den Seiten des Dreiecks parallel sind. 
Die drei hyperbelartigen Zweige der Curve liegen in den drei Räumen 
über den Seiten des Dreiecks und berühren die respectiven Seiten in 
ihren Mitten. Für jeden Punkt p in dieser Gurre sind die zugehörigen 
Kegelschnitte Hyperbeln " 

„Die andere Curve, P^*, besteht aus zwei getrennten Theilen, der 
eine ist ein sogenanntes Oval und der andere hat drei hyperbelartige 
Zweige; das Oval liegt innerhalb des Dreiecks und berßhrt dessen 
Seiten in ihren Mitten; der andere Theil bat die Seiten des dem ge- 
gebenen Dreieck parallel umschriebenen Dreiecks zu Asymptoten und 
seine drei Zwe^e liegen in den Scheitelwinkeln dieses Dreiecks. Für 
jeden Punkt p in diesem dreizweigigen Theil sind die Kegelschnitte 
Ellipsen, dagegen für jeden Punkt des Ovals sind dieselben Hyperbeln." 

Man hat die Gleichungen (143) und (144) nach Z7* und J^ auf- 
zulösen; durch Gleichsetzen der beiden Werthe erhält man eine Glei- 
chung, die in das Product der beiden nachstehenden durch das 
Vorzeichen des Klammerausdrucks sich unterscheidenden Gleichungen 
zerfallt: 

^PiPiPf^ViViVfi ± r^Syty = 0. 

Die nähere Discussion dieser Gurven sei dem Leser überlassen. 
Nur mögen zur Erleichterung des Beweises der oben angeführten Be- 
hauptungen Stein er's einige Andeutungen gegeben werden. 

A) Die dem negativen Vorzeichen entsprechende Curve ist die 
Ton Steiner mit P* bezeichnete. Die Schnittpunkte der unendlich 
fernen Geraden mit den Seiten des Coordinatendreiecks sind Wende- 
punkte der Curve, und zwar haben die drei „Wendeasymptoten" bei 
Anwendung barycentrischer Coordinaten (p^ =1>8 ^l^s) ^^^ Glei-- 
chungen —^y^ + y^ + y^^O, yi—2y^ + y^^0, yi + y« — 2^8 = 0. 
Diese drei Geraden sind den Seiten des Dreiecks parallel und schneiden 
sich im Schwerpunkte y^ = y^ = y^ ; die Mitten der Seiten werden 
von der Curve berührt. Endlich zeigt die Einführung der Abstände 
9i} Qi} 9» ^^3 Punktes y von den drei Seiten des Coordinatendreiecks 
A^A^Ä^, sowie der Abstände g^', g^', q^' von den Seiten des parallel 
eingeschriebenen Dreiecks A^ A^A^ (vgl. auch (32)), dass die Curve 
nur in den tetragonalen Feldern verlaufen kann, und zwar nur in dem 
Winkelraum zwischen je zwei sich in das betr. Feld erstreckenden 
Wendeasymptoten. Die Gleichung der Curve erhält nämlich bei Ein- 
führung der g und q die Gestalt g^gggs = 2QiQiQs] untersucht man 
diese Gleichung mit Berücksichtigung der Vorzeichen der g und q in 
den verschiedenen Theilen der Ebene und beachtet hierbei, dass die 
Punkte Ai, A^, A^ Berührungspunkte sind, sowie dass die oben er- 
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wähnten durch den Schwerpunkt gezogenen Parallelen zu den Seiten 
Wendeasymptoten darstellen, so zeigt sich, dass die Curve aus drei 
im Unendlichen zusammenhängenden hyperbolischen Zweigen besteht, 
die in ihrer Gesammtheit als ein einziger Zug aufzufassen sind. — 
Nach (32) und (33) sind die zugehörigen Kegelschnitte Hyperbeln. 
B) Auch die dem positiven Vorzeichen entsprechende Curve 

^ViViVi + rySyty = 

hat drei unendlich ferne Wendepunkte; hier haben jedoch die Wende- 
asymptoten bei Anwendung barycentrischer Coordinaten die Gleichungen 
y« + y» ** 0, yj + yj c= 0, y^ + !/2 = 0, sind also die durch die Ecken 
des Coordinatendreiecks parallel zu den Gegenseiten gezogenen Ge- 
raden. Die Seiten des Dreiecks A^A^A^ werden in ihren Mitten von 
der Curve berührt, aber nicht wie zuvor durch drei hyperbolische 
Zweige, sondern durch ein innerhalb A^A^A^ liegendes und A^A^A^ 
umschliessendes Oval. Es folgt dies aus der nunmehr giltigen Glei- 
chung $i9893 «= — ^QiÜ2Q$* ß®i Berücksichtigung der Vorzeichen 
der q und q'y sowie des Umstandes, dass die Curve die Seiten des zu 
AiA^A^ gehörigen parallel umschriebenen Dreiecks zu Wendeasymp- 
toten hat, folgt, dass die Curve aus dem eben genannten Oval besteht 
und überdies noch aus drei hyperbolischen Zweigen, die in den äusseren 
trigonalen Feldern des parallel umschriebenen Dreiecks verlaufen und 
als ein im Unendlichen zusammenhängender Zug aufzufassen sind. — 
Nach (32) und (33) sind die dem Oval zugehörigen Kegelschnitte 
Hyperbeln, die den hyperbolischen Zweigen zugehörigen Curven Ellipsen. 

156. Aehnlich wie zuvor kann auch ein Satz von Steiner über 
gewisse Paare von Kegelschnitten bewiesen werden^). Man denke 
sich in einer Ebene irgend zwei Dreiecke ABC und 9(93S gegeben, 
„so ist jeder Punkt p der Ebene zugleich der Mittelpunkt von zwei 
Kegelschnitten P* und P/, die dem ersten, und von zwei Kegel- 
schnitten ^^ und $/, die dem anderen Dreieck beziehlich um- und 
eingeschrieben sind'^ Steiner behauptet nun: 

„Sollen entweder die beiden Kegelschnitte 

P« und ^^ oder P,« und ^,\ oder P« und ^,^ 

gleichen Inhalt oder gleiches Axenproduct haben, so ist der Ort des 
Punktes p beziehlich eine Curve neunten, dritten, sechsten Grades." 

Zum Beweis dieses Satzes hat man nur nöthig die in (143) und 
(144) abgeleiteten Gleichungen für den Punkt p zweimal aufzustellen: 



1) A. a. 0., im Journal für die reine und angewandte Mathematik Bd. 55, 
S. 872, in den „Gesammelten Werken'' Bd. 2, S. 678. 
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einmal bezogen auf das Dreieck ABC mit dem Inhalt A, dann auf 
das Dreieck S193S mit dem Inhalt 2), in welch letzterem Falle die 
Coordinaten von p durch ^^ , ^^ ; ^s bezeichnet werden mögen. Diese 
Gleichungen sind nun nach IP, bezw. «P aufzulösen und die erhaltenen 
Lösungen so gleichzusetzen^ wie es in dem Steiner'schen Satze ver- 
langt wird. Führt man ferner statt der den Dreiecken A und 2) zu- 
gehörigen Constanten r und r' die Inhalte ein vermöge der Formeln 

36 36 

t=-~^^ r'=j^, so erhält man, den obigen drei Fällen ent- 

sprechendy b%i Benutzung barycentrischer Coordinaten die drei Glei- 
chungen: 

1) ^'yxWyz\- 9i + 92 + ^s) (9i - 9. + 9») (9i + ^2 - y = 

= /i'S)'9i*92't)8*(- yi + y2 + y») (yi — y2 + ya) (yi + y2 — Vz) , 

2) A«(— yi + y, + ys)(yi — y2 + yt)(yi + y2 — y») — 

= fi«S)«(— 51+^2+ y (9l - 92 + ^S) (9l + 92 - 93), 
3) 16 A«yi2y^2y^2 _ ^3 3)2(_ y^ + y^ + y^) (y^ _ y^ + y^)y^ + y« " y«) 

• (- 9i + 92 + 93) (9i - 92 + 93) (9i + 92 - 93); 

wobei die t)i lineare Functionen von y^, y^, y^ sind, deren Coeffi- 
cientem durch die Lage des Dreiecks ^S3S im Vergleich zu ABC 
bestimmt sind; es ist etwa (ähnlich wie bei (4), S. 15) 

/*9i = «lyi + «2y2 + «sys 
f*92 = hvi + hy% + hyz 
^98 = ^iyi + ^2y2 + ^8y3 

und jedenfalls, da wir barycentrische Coordinaten zu Grunde legten, 
^(9i + 92 + 9s) ==" yi + y2 + ysj vorausgesetzt, dass (t und die a, &, c 
analog definirt sind wie S. 15. ^ 

156. Es sei J^=^ab das Product der Halbaxen eines dem Dreieck 
ABC eingeschriebenen Kegelschnitts, ferner seien Ä^ JB', C die Mitten 
der Seiten dieses Dreiecks und r der Radius des ihm umschriebenen 
Kreises; sind alsdann g/, q^^ q^ die Abstände des Mittelpunktes y jenes 
Kegelschnitts von den Seiten des Dreiecks A'BC\ so gilt stets die 
Relation J^ = ^iTq^q^q^'.^) 

Wir wählen das Dreieck ABC zum Goordinatendreieck und nennen 
9i>227?3 ^^^ Abstände des Mittelpunktes y des Kegelschnitts von den 



1) Vgl. Steiner: „Teoremi relativi alle coniche inscritte e circoscritte*', 
Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 30, S. 97, 1846, oder 
Giomale arcadico di Roma, Bd. 99, S. 147—161, oder „Gesammelte Werke'*, 
Bd. 2, S. 829. 
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q.p 

Seiten; alsdann ist nach (6), S. 3 y,- =» oder bei Anwendung 

barycentrischer Coordinaten y,= -^i-j-* *^. Durch Einftthrung 

dieser Werthe in die bei (144) aufgestellte Gleichung erhält man die 
Relation AJ^r ^ 3« (- |; + |; + §) (^ - g + ^) (^ + ^ - ^), 

und unter Benutzung von "^ + ^ + f; = 1 ; sowie von ~ ^ q^^^ g/, 
ergibt sich 4 J»r - ^ «?, Vg,' = oder J^^-L^^A. 

Nach (21), S. 61 ist aber nunmehr r = , , , , daher J^^^^rq^q^q^, 
Im Fall einer Ellipse folgt für deren Inhalt E sofort die Belation 

157. Es sei ü das Product der Halbaxen eines dem Dreieck 
ABC umschriebenen Kegelschnitts, r der Radius des umschriebenen 
Kreises; ferner mögen qi und g/, (i «= 1, 2, 3), für den betr. Kegel- 
schnitt die analoge Bedeutung haben wie in (156) für den ein- 
geschriebenen Kegelschnitt, so gilt stets die Relation ?7*= — ,\ ' -') 

9i 9t 9s 

Folgt aus (143) in gleicher Weise wie (156) aus (144). 

Im Fall einer Ellipse erhält man für ihren Inhalt E die Relation 

ffi'ji'ffs' 

Diese Formel folgt auch aus (146), wenn man (1), S. 9, femer (22), 
S. 61 und die Relationen wie (o{ — Pi^ P%} Pz) '^ ^^nPi benutzt 

158. Für zwei concentrische Kegelschnitte, deren einer dem Drei- 
eck umschrieben, der andere eingeschrieben ist, folgen aus (156) und 

(157) die Relationen JTJ = ±2rq^q^q^ und y^ = +-^V^-*) 

2U «CS IfS 

159. Sind J' und TT die analogen Ausdrücke für das parallel 
eingeschriebene Dreieck J.'JB'C, wie J und ?7 für das Dreieck ABC, 
so gilt die Relation 4J'?7'— + c7^0 

1) Steiner, a. a. 0., im Jonmal für die reine und angewandte Mathematik 
Bd. 30, S. 98, oder „Gesammelte Werke" Bd. 2, S. 880. 

2) Vgl. Steiner „VermiBchte Sütze nnd Aufgaben", Journal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 65, S. 364, 1858, oder „Gesammelte Werke", 
Bd. 2, S. 670. 

8) Siehe die Fussnote 1). 
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Denn der Radius des dem Dreieck Ä'B C umschriebenen Kreises 
ist halb so gross als der Radius des umschriebenen Kreises von ABC, 

also Y', daher ist nach (158) J'V ^=^ + rq^q^q^^ wofür nach (156) 
auch -j- J* gesetzt werden kanu. 

160. Es sei P das Product der Halbaxen derjenigen Curve 
zweiter Ordnung mit dem Mittelpunkte y^ für die das Coordiuaten- 
dreieck Poldreieck ist; bei gleicher Bezeichnungsweise wie in (156) 
gilt alsdann die Relation P' "» 2^2i2298* 

der Formeln — == -i (vgl. (6), S. 3), sowie der Relation t = 

(vgl. (22), S. 61) folgt die gewünschte Gleichung. 

161. Hat man drei coucentrische Kegelschnitte, von denen der 
eine ein gegebenes Dreieck zum Poldreieck hat, der zweite ihm ein- 
geschrieben, der dritte umschrieben ist, so besteht zwischen den Pro- 
ducten P, J, U der Halbaxen dieser Kegelschnitte die einfache Rela- 
tion P« = + JU. 

Folgt sofort aus (158) und (160). üebrigens können, wie die 
Resultate in (32), (33) und (34) zeigen, die drei Curven niemals gleich- 
zeitig Ellipsen sein. 

168. Die Bedingung dafür, dass die Curve zweiter Ord- 
nung f(x,x)^=^0 eine gleichseitige Hyperbel repräsentirt, 
ist [a, ©] = 0. 

Folgt aus (6), S. 111, denn die Asymptoten müssen zu einander 
normal sein. 

Speciell für schiefwinklige Parallelcoordinaten mit dem 
Axenwinkel co erhält man (vgl. (51), S. 98) «11+ a^2 — ^^1$ coso = 0. 

163. Die Bedingung dafür, dass die Curve zweiter Classe 

8 8 

gj(w, u) ^^ ^ cCijtUiUk = 
1 1 

eine gleichseitige Hyperbel repräsentirt, ist 

[A, O] = Ai^CDii H h 2A,2GJi8 H =0. 

Folgt aus (114). 
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164. Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller einem Dreieck 
eingeschriebenen gleichseitigen Hyperbeln ist derjenige Ereis, für 
welchen das Dreieck ein Poldreieck ist. 

Der dem Coordinatendreieck eingeschriebene Kegelschnitt 

repräsentirt nach (163) eine gleichseitige Hyperbel, wenn 

«i*«>ii + «2*fl>a2 + «8*«>B8 — ^a^a^aj^^ — 2aia3©,3 — 2a^a^(D^ «« 0. 

Bei Einführung der Coordinaten des Mittelpunktes verwandelt sich 
diese Bedingung nach (140) in l?i»23yi* + A^siy«* + A^^isy»* = 0, 
also nach (75) in die Gleichung des Kreises, für den das Coordinaten- 
dreieck ein Poldreieck ist Dieser Ereis ist jedoch nur bei stumpf- 
winkligen Dreiecken reell, also können nur stumpfwinkligen Dreiecken 
gleichseitige Hyperbeln eingeschrieben werden. Vgl. auch (324). 

165« Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller einem Dreieck 
umschriebenen gleichseitigen Hyperbeln ist ein Ereis, der durch die 
Fusspunkte der Hohen und Mitten der Seiten des Dreiecks hindurch- 
geht (Feuerbach'scher Kreis). 

Die Gleichung eines dem Coordinatendreieck umschriebenen Kegel- 
schnitts ist von der Form OiX^x^ -^ ci^x^Xi -j- a^x^x^ ^=^ 0. Sind nun y, 
(i -» 1, 2, 3) die Coordinaten des Mittelpunktes, so hat man nach (23), 
S. 25 

QPi = (hVi + <hy% 

zu diesen drei Gleichungen tritt noch die Bedingung der gleichseitigen 
Hyperbel a^o^^ + 02®«! + ^o^w "* 0> worauf man die Gleichung des 
gesuchten Ortes durch Elimination von Q) 0,^ cL^t o^ in der Gestalt 
erhält: 
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d. h. (o^PxVi + oy^iPiVi^ + ^itPf^y^^ — {p^iPi + «82ft)»iy« 

— {pnPi + c^282>8)yiy8 — iPnP% + ^izP^y%yz ^ o. 

Diese Gleichung lässt sich auch in die Form bringen 

— {piVi +Äy2 +!>«%) (<»28j/i + «31^2 + «lays)" 
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woraus nach (68) und (75) folgt, dass sie einen Kreis darstellt. Für 
die Goordinaten der Schnittpunkte des Kreises mit der Seite y^=0 

des Coordinatendreiecks erhält man («08iy2 — ^12^3) (1^292 — PsV^)'^^) 
diese Punkte sind daher nach (11) und (7) der Fusspunkt der zur 
Seite ^1 "= gehörigen Hohe und die Mitte dieser Seite. Der obige 
Kreis geht also überhaupt durch die Mittelpunkte der Seiten und 
Fusspunkte der Hohen des Dreiecks; man bezeichnet ihn als den 
Feuerbach'schen Kreis ^). 

Eine andere Form der Gleichung dieses Kreises ergibt sich aus 
der obigen unter Anwendung von co'(pi) = und lautet 

+ ^zzP^ViVt = 0. 
Eine weitere Form der Gleichung, welche direct aus der Be- 
dingung [a, o] = folgt (vgl. (139)), ist 

023yi(— PjJ/i +P2y2 + Pzyi) + ^ziVt^PiVi —p^y^ + Pzy^ 

+ f^nysiPiyi +P2y2 -p^y^) = o, 

wobei die Klammerfactoren gleich Null gesetzt, die Seiten des dem 
Coordinatendreieck parallel eingeschriebenen Dreiecks darstellen. 

Die oben angegebene Bedingung der gleichseitigen Hyperbel ist 
übrigens, wie man mit Hilfe der Goordinaten des Höhenschnittpunktes 
(17) sofort erkennt, identisch mit der, dass der umschriebene Kegel- 
schnitt durch diesen Punkt hindurchgehe. Hieraus folgt: 

166. Jede gleichseitige Hyperbel, die durch die Ecken eines 
Dreiecks geht, geht auch durch den Höhenschnittpunkt des Dreiecks^). 

Ferner folgt umgekehrt: 

167. Jeder Kegelschnitt, der durch die Ecken und den Höhen* 
Schnittpunkt eines Dreiecks geht, ist eine gleichseitige Hyperbel. 

168. Verbindet man drei Punkte einer gleichseitigen Hyperbel 
durch Sehnen und legt man durch die Mitten dieser Sehnen einen Kreis, 
so geht derselbe durch den Mittelpunkt der Gurve. 

Folgt aus (165), denn der betrefifende Kreis ist der Feuerbach'sche 
Kreis des Sehnendreiecks. 



1) Feuerbach: „Eigenschaften einiger merkwürdigen Punkte des gerad- 
linigen Dreiecks und mehrerer durch sie bestimmten Linien und Figuren**. Nürn- 
berg 1822. Vgl. daselbst besonders die Abschnitte II, IV (§ 66), V und VI (9. Satz). 

2) Diese gleichseitigen Hyperbeln bilden daher nach § 14 ein Büschel; aus 
(8), S. 199 folgt alsdann, dass auch die Mitten der drei oberen HOhenabschnitte 
auf dem Feuerbach'schen Kreise liegen. 

Onndelfinger, Vorlesungen. 20 
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199« Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller gleichseitigen 
Hyperbeln, die ein gegebenes Dreieck zum Poldreieck haben, ist der 
dem Dreieck umschriebene Kreis. 

Die Gleichung der Curve zweiter Ordnung mit dem Mittelpunkte y, 
die das Coordinatendreieck zum Poldreieck hat, ist nach (30) 

dieselbe ist eine gleichseitige Hyperbel, wenn 

d. h. nach (73) der Mittelpunkt y muss auf dem umschriebenen Ereis 
des Dreiecks liegen. (Vgl. auch (326) und (327).) 

170. Alle gleichseitigen Hyperbeln, die ein gegebenes Dreieck 
zum Poldreieck haben, gehen durch die Mittelpunkte derjenigen vier 
Kreise hindurch, welche die drei Seiten des Dreiecks berühren. 

Die Bedingung an*^ii + ^^22 «22 + ^33^33 = dafür, dass der 
Kegelschnitt «n^i* + ^22^:^^ + ^'ris^s^ = ^ ^^^^ gleichseitige Hyperbel 
sei^ ist nach (16) identisch mit der, dass die oben genannten vier 
Mittelpunkte auf der Curve liegen. 

Ebenso folgt: 

171, Jeder Kegelschnitt, der ein gegebenes Dreieck zum Pol- 
dreieck hat und durch den Mittelpunkt irgend eines der vier Kreise 
geht, die die Seiten des Dreiecks berühren, geht auch durch die 
Mittelpunkte der drei übrigen Kreise hindurch und ist eine gleich- 
seitige Hyperbel. 

^m» Man beweise nachstehenden Satz von Steiner*): 
„Die Mittelpunkte jeder Schaar unter sich ähnlicher und dem 
gegebenen Dreieck umschriebener Kegelschnitte liegen in einer Car?e 
vierten Grades, welche die Mitten der Dreiecksseiten zu Doppel- 
punkten hat." 

Nach (127) sind Curven zweiter Ordnung einander ähnlich, wenn 

die Grösse j-^^/j gebildet für diese Curven, denselben constanten 

Werth c besitzt. Wendet man dies an auf die Gleichung eines 
dem Coordinatendreieck umschriebenen Kegelschnitts mit dem Mittel- 
punkte y (vgl. (139)), so folgt als Gleichung des Ortes: 

p,jrySyty — icitf^ryO)^ + ViSyto^i + ystyfo^^y = 0, 

1) „YermiBchte Sätze und Angaben**, JourDal für die reine nnd angewandte 
Mathematik, Bd. 56, 8. 369, 1858, oder auch „GeBammelte Werke'S Bd. 2, S. 676. 



Ort d. Mitielpunkte u. Eaveloppe von ühnlichen, umBchrieb. Kegelschnitten. 307 

wobei c nach (6), S. 111 definirt ist durch — ^--, wenn a den Winkel 

der beiden Asymptoten bezeichnet. Bei Einführung des parallel ein- 
geschriebenen Dreiecks als Coordinatendreieck vermöge der Formeln 
f*Pi^i = ^y? ftpgjEfj = Sy, (iPs^B = ^y (^gl- (22)), erhält man mit Be- 
nutzung der Relationen (o{pi) = die Gleichung der Curve in der 
Form 

Diese Gleichung stellt offenbar eine Curve vierter Ordnung dar, welche 
die Ecken des neuen Goordinatendreiecks, also die Seitenmitten des 
ursprünglichen Dreiecks zu Doppelpunkten hat. 
Im Anschluss an die oben benutzte Relation 

fl, = AtF{p,p) + [a, <oy tg« a = 

lässt sich die Frage erledigen nach der sogenannten Enveloppe der 
Schaar umschriebener Kegelschnitte. Wird wieder das Coordinaten- 
dreieck zu Grunde gelegt, so muss neben ^ »» die Gleichung be- 
stehen f(x, x) ^ 2(a23 ^2 ^8 + ^1 ^3 ^1 H" ^2 ^1 ^2) =* 0; welche sich 
mittels der Substitution x^x^ \ x^x^ \ x^x^ ^^ B^ i z^ i B^ verwandelt in 
^28^1 + ^81^2 + ^12^3 = 0. Deutet man nun 0^5, Og^, a^^ als Linien- 
coordinaten (tij, u^, U3), ^1, z^j z^ als Punktcoordinaten, so entspricht 
jeder Tangente der Curve zweiter Classe ^ = eine Gerade 

^2J^l + «31^2 + «12^3 = 

oder ein Kegelschnitt 

tind den Schnittpunkten der auf einander folgenden Tangenten ent- 
sprechen die Schnittpunkte der auf einander folgenden Kegelschnitte 
der Schaar; die Gesammtheit dieser Schnittpunkte bildet die sogenannte 
Enveloppe der Schaar. Die Bedingung, dass zwei von dem Punkte z 
an die Curve 4^(^237^817^12)"^^ gezogene Tangenten zusammenfallen, 
wird (als Gleichung der Curve ^ = in Punktcoordinaten Zi) in den Zi 
vom zweiten Grade, in den Xi also vom vierten; die Enveloppe ist 
daher eine Curve vierter Orduung^ welche die Ecken des Coordinaten- 
dreiecks zu Doppelpunkten hat, wie aus Zy\ z^: z^*== x^x^ : x^x^ : x^x^ 
liervorgeht. Legt man den Einheitspunkt in den Mittelpuukt des ein- 
geschriebenen Kreises, setzt man also 6^^= e^^^^ e^^^ q^ so stellt 
F(j>,p) = 0, wenn a^^, «31, a^^ als Liniencoordinaten ti^, m^, ttg auf- 
gefasst werden, nach (73) den umschriebenen Kreis des Dreiecks dar, 
[a, (o\* = seinen Mittelpunkt doppelt zählend; mit Rücksicht auf (2), 
S. 57 folgt alsdann, dass ^(^33, a^^, a^^) ^== die Gleichung in Linien- 

20* 
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coordinaten eines mit dem umschriebeneD Kreis concentrischen Kreises 
ist. Den Tangenten des letzteren entsprechen nach dem Vorausgehen- 
den umschriebene ähnliche Kegelschnitte, dem Kreis selbst die En- 
loppe der Kegelschnitte*). 

Es werde noch bemerkt, dass diese Verwandlung eines mit dem 
umschriebenen Kreis concentrischen Kreises in eine Curve vierter 
Ordnung vermöge der Gleichungen 0^ : 0^ : JS^ = x^x^ : x.^Xi : x^x^ eine 
Steiner^sche Transformation genannt wird*). 

Eine andere Auffassung von ^ = ist folgende : Deutet man in 

f(x, x) ^ 2(0-25 x^ Xq + flgi x^ Xi + flia x^ x^) = 0, 

sowie in ^(öf23> ^i> ^^n) = ^ ^i® Grössen ajs, flsi, a^^ als Coordinaten 
eines Punktes a, so stellt f{x^x) = nach (42) die konische Polare 
von a in Bezug auf die ausartende Curve dritter Ordnung x^x^x^ = dar. 
Für alle konischen Polaren von gegebenem Asyraptotenwinkel a muss 
der Punkt a auf dem Kegelschnitt 4:rF(p,p) + [a, cop tg* a «= 
(023,031,0,2 variabele Punktcoordinaten) liegen, der die Ellipse JP(|>, 2?) =0 
in ihren Schnittpunkten mit der Geraden 0,3 ©23 + ßf3iC8i + ^12^12 = 
doppelt berührt. Diese Gerade ist nach (40) und (17) die Harmoni- 
eale jET des Höhenschnittpunktes, während F{p,p) = nach (39) die 
Seiten des Dreiecks in ihren Mittelpunkten berührt und eine Ellipse 
ist. Sollen die Polaren f(x,x) = Parabeln sein^ so muss a auf 
jF(P,J9) = liegen; sollen dieselben gleichseitige Hyperbeln sein, so 
ist der Ort von o die Gerade H. Die Polare wird ein Kreis nur wenn 
o der Pol von H in Bezug auf F{py p) = ^ ist Diese Theoreme 
decken sich vollständig mit denen, welche Steiner erwähnt in einem 
Nachtrag zu seiner Abhandlung über algebraische Curven, welche 
einen Mittelpunkt haben ^); man hat nur als Coordinatendreieck das- 
jenige zu wählen, welches von den drei Asymptoten der bei Steiner 
als „Basis" auftretenden Curve dritter Ordnung gebildet wird. 



1) Die hier gegebene Beantwortang der oben gestellten Frage wurde vor 
mehr als siebzehn Jahren von Herrn Gundelfinger an Herrn Fiedler mit- 
getheilt. Vgl. übrigens noch Steiner a. a. 0., oder auch „Systematische ISnt- 
wickelnng der Abhängigkeit geometrischer Gestalten von einander*', Anhang 
Nr. 39, 1832. 

2) Vgl. Steiner 's Abhandlang: „D^veloppement d'une sdrie de th^orämes 
relatifs aoz sections coniques**, Annales de Math^matiques, Bd. 19, S. 37 — 64, 1828, 
oder auch „Gesammelte Werke'*, Bd. 1, S. 189—210. Ferner vgl. § 59 der soeben 
citirten systematischen Entwickelang. 

3) Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 47, S. 107, 1854, 
oder ,,Gesammelte Werke", Bd. 2, S. 600. 
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173. „Jede Schaar unter sich ähnlicher und einem gegebenen 
Dreieck ABC eingeschriebener Kegelschnitte hat ihre Mittelpunkte in 
irgend einer Curve vierten Grades"^). 

Bei analogem Verfahren wie in (172) erhält man die Gleichung 
der Gurye bezogen auf das gegebene Dreieck als Coordinatendreieck 
in der Gestalt 

174. Ueber die Schaar unter sich ähnlicher und einem gegebenen 
Dreieck eingeschriebener Kegelschnitte stellt Steiner noch folgende 
Sätze ohne Beweis auf^): 

^^Die Glieder solcher Schaar Kegelschnitte sind zu vier und vier 
ähnlich liegend, d. h. es gibt im allgemeinen je vier dem gegebenen 
Dreieck eingeschriebene Kegelschnitte, welche irgend einem gegebenen 
Kegelschnitte ähnlich und mit ihm ähnlichliegend sind. 

Sind die vier Kegelschnitte Ellipsen, so sind ihre Mittelpunkte 
allemal die Ecken eines vollständigen Vierecks, dessen drei Paar 
Gegenseiten sich in den Ecken des gegebenen Dreiecks schneiden/' — 

„Das Product der Halbaxen solcher vier Ellipsen, die dem ge- 
gebenen Dreieck eingeschrieben und ähnlich und ähnlichliegend sind, 
ist constant und zwar der vierten Potenz der Dreiecksfläche gleich. 
Oder sind r, r^, X2, tj die Radien derjenigen vier Kreise, welche mit 
den Ellipsen gleichen Inhalt haben, so ist rriVgrj = AV 

„Die vorstehenden Sätze, die einfachheitshalber nur für die Ellipsen 
ausgesprochen sind, gelten analoger Weise auch für Hyperbeln." 

Die Gleichung eines dem Coordinatendreieck eingeschriebenen 
Kegelschnitts mit dem Mittelpunkte y ist nach (29) 

wobei <sai = p^Vy, ffa^^^ V^^y} ^^z'^Pz^y^ wenn zur Abkürzung ge- 
setzt wird Vy-z — p^y^+p^y^+p^y^, «y = Piyi — AVa + PsVs; 
ty ^p^y^ +i?292 — Pbtfi' Soll der Kegelschnitt mit einem gegebenen 
ähnlich und ähnlich liegend sein, so ist nach (130) erforderlich, dass 
beide von der unendlich fernen Geraden in denselben Punkten getroffen 
werden. (Von der weiteren Bedingung, dass die aus einem unendlich 

1) Steiner: „Lehrsätze und Aufgaben**, Journal für die reine und angewandte 
Mathematik, Bd. 30, S. 278, 1845, oder „Gesammelte Werke**, Bd. 2, S. 346. 
Ferner: „Vermiscbte Sätze und Aufgaben^*, Bd. 56 des eben genannten Journals, 
S. 369, 1858, oder „Gesammelte Werke**, Bd. 2, S. 675. 

2) Journal für die reine und angewandte Mathematik^ Bd. 56, S. 369 f^ oder 
„Gesammelte Werke**, Bd. 2, S. 676 f. 
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fernen Punkte an beide Curven gezogenen Tangenten gleichzeitig reel 
oder imaginär seien, wird nach Steiner abgesehen.) Ist 

^ (U, U) EIE ßu yu = 

die Gleichung des Schnittpunktepaars mit der unendlich fernen Ge- 
raden, so ist nach (43), S. 84 die Gleichung der Curve auch von der 
Form ^ (w, u) — q , Uy^ = 0, und da die Glieder mit t(/ fehlen müssen, 
folgt sofort für die Coordinaten y, des Mittelpunktes 

Den yerschiedenen Combinationen der Vorzeichen entsprechend 
gibt es also in der That vier eingeschriebene Kegelschnitte, die dem 
gegebenen Kegelschnitte ähnlich sind. Aus den Werthen der Coordi- 
naten der vier Mittelpunkte folgt auch leicht, dass diese vier Punkte 
die Ecken eines vollständigen Vierecks bilden, dessen drei Paar Gegen- 
seiten sich in den Ecken des Coordinatendreiecks schneiden. 

Das Product aus den Quadraten der Halbaxen der Curve q)(u^u) = 

ist nach (133) gegeben durch a^h^ =^ —^- — -; für 

<p (w, m) ^ 2 («it^sWs + «gWgWi + «gWit/g) = 
wird nun 

A = 2^1 «2^3 *== 



^PlP2Ps''y^^y 



a« 



wofür auch gesetzt werden kann 

Man erhält demnach a^b^ == - --{ l~\^-~ = «— P^^-r als Ausdruck 

t.SpIpIpIpI ^^PipIpIpI 

für das Product aus den Quadraten der Halbaxen der Curve mit dem 
Mittelpunkte + yi, + yg; + ysJ bei dem Kegelschnitt mit dem 

Mittelpunkte — t/j, + ^2? + ^s ergibt sich also a^\^ = / ^ \ j • 

^^PiPlPl'^y 

Hieraus ersieht man, dass bei Berücksichtigung von vier ähnlich 
liegenden Curven der Schaar sich in dem Product a^h^.a^i^.a^h^^a^'b^ 
sümmtliche Factoren PyTySyty in Zähler und Nenner wegheben, so dass 

ah .a^\.acj)^.a^l^ = T^T«".7t-^~^t; * ' ^^^ (20), S. 61 folgt, wenn man 

iD r p^ p^ jJq 

a. = — benutzt und ,— ersetzt durch «,-, die Relation t = - — = — r-nr^y 

es ist also in der That das Product aus den Halbaxen von vier 
Kegelschnitten der oben genannten Art gleich A\ 
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Sind die vier Kegelschnitte einander ähnliche Ellipsen, so ist 
(33) und S. 252, Zeile 16 fP. anzuwenden, und es zeigen alsdann 
die nur in den Vorzeichen verschiedenen Coordinaten der Mittel- 
punkte, dass einer derselben im Innern des dem gegebenen parallel 
eingeschriebenen Dreiecks, die drei anderen in den trigonalen Feldern 
liegen. Dem entsprechend besteht die Curve vierter Ordnung, welche 
nach (173) den Ort für die Mittelpunkte aller ähnlichen, dem gegebenen 
Dreieck eingeschriebenen Ellipsen bildet, aus vier getrennten Ovalen. 
Auch ist die Curve noch dadurch interessant, dass sie 28 reelle 
Doppeltangenten besitzt^). — 

Wir hatten oben der Gleichung des Kegelschnitts die Form ge- 
geben if(UjU) — ^Wy* «s 0; stellt nun allgemeiner ^(w, w) = nicht 
ein Punktepaar, sondern irgend eine Curve zweiter Classe dar, so wird 
dieselbe offenbar von % (w, w) ^e ^ (u, u) — giiy^ = doppelt berührt, 
und zwar ist y der Pol der Berührungssehne. Man kann nun ver- 
langen, dass X (^; ^0 '^ ^ ^^^ Coordinatendreiseit eingeschrieben, also 
von der Form sei 2(aiU2U^ + cc^u^u^ + ^s^i^i) = und würde als- 
dann für ifi : j/g • ya wieder vier Werthsysteme erhalten von ähnlicher 
Beschaffenheit wie die obigen. Man erhält auf solche Weise den Satz: 

175. Es gibt vier Kegelschnitte, die einem gegebenen Dreiseit 
eingeschrieben sind und einen gegebenen Kegelschnitt doppelt berühren. 
Die Pole der vier Berührungssehnen bilden die Ecken eines vollstän- 
digen Vierecks, dessen drei Paar Gegenseiten sich in den Ecken des 
Dreiseits schneiden. 

176. Welche Curve wird von der Schaar ähnlicher, einem ge- 
gebenen Dreieck eingeschriebener Kegelschnitte umhüllt?^) 

Ausser der Gleichung 2 («j ii^ u^ + a^ u^ u^ + «3 u^ ti^) = eines 
dem Coordinatendreieck eingeschriebenen Kegelschnitts muss^ wie sich 
aus (127) oder aus (114) ergibt, die Bedingung 

[A, o]^ tg* a -|- 4r Ag? Q), p) = 

erfüllt sein; dieselbe lautet im gegenwärtigen Falle 

^(«i>«2,a») 

1) Näheres in der DisBertation von AeBchlimann: „Zur Theorie der ebenen 
Curven vierier Ordnung**, Zürich 1880. 

2) Auch diese Frage wird von Steiner a. a. 0. anfgewoi*fen. 
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Äehnlich wie in (172) setze man nun u^ti^^^^v^, u^Ui = V2, tiiK^^t;,, 
wodurch die Gleichung des Kegelschnitts übergeht in 

ferner deute man die at als yariabele Punktcoordinaten^ die v, als 
Liniencoordinaten. Bildet man die Bedingung, dass die Gerade 

die Curve vierter Ordnung ^(«i, «2? «s) = berühre, so erhalt man 
die „Enveloppe" der Schaar ähnlicher Kegelschnitte; an Stelle von 
v^iv^: v^ ist natürlich einzusetzen u^u^ : u^u^ : u^i^. Die weitere Aus- 
fiihrung sei dem Leser überlassen. 

17 ?• Die Mittelpunkte aller unter sich ähnlicher Kegelschnitte, 
die ein gegebenes Dreieck zum Poldreieck haben, liegen in einer Curve 
vierter Ordnung, welche die Ecken des Dreiecks zu Doppelpunkten hat. 

In analoger Weise wie bei (172) und (173) erhält man mit Rück- 
sicht auf (34) als Gleichung der Curve: 

PiPiP^yiV^ysiPiVi +^^2 +P3ys) 

— (^iPiiPiV^Vz + ^%%p%y^yi + c^ssPs^iy^y = o» 

wobei c = — -^j 

Diese Curve hat in Bezug auf das Coordinatendreieck genau die- 
selbe Lage wie die in (172) vorkommende Curve in Bezug auf das 
parallel eingeschriebene Dreieck. 

178. Man suche den geometrischen Ort für die Mittelpunkte je 
zweier concentrischer Kegelschnitte, die unter sich ähnlich sind und 
von denen der eine dem Coordinatendreieck umschrieben ^ der andere 
ihm eingeschrieben ist^). 

Der Einfachheit halber mögen wieder barycentrische Coordinaten 
zu Grunde gelegt werden. Die Gleichung des umschriebenen Kegel- 
schnitts mit dem Mittelpunkte y ist dann nach (32) 



1) Auch an diesen Ort denkt Steiner, indem er (Journal für die reine und 
angewandte Mathematik, Bd. 66, S. 863, 1868, oder „Gesammelte Werke*', Bd. 2, 
S. 670) die Frage anfwirft: „Besteht der Ort aus vier Geraden nnd einer Corve 
vierten Grades?*' Steiner 's Vermuthung ist richtig, die Curve zerfällt allerdings 
in zwei Kreise, während die vier Geraden sich aas F{p,p)':^0 oder Ö^(p,p)«*ö 
ergeben und demnach ans der unendlich fernen Geraden und den Seiten des 
parallel eingeschriebenen Dreiecks bestehen. 
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die des eingeschriebenen nach (33) 
g{XfX)^ry^x^'\'Sy^x^^-\-ty^x^'-2rySyX^x^—2ryfyX^x^—2SytyX^x^^0, 

Man findet hiemach F{pyp) = ^ (y^ + j/^ + y^rySyty, 

[a, o] = — 2(0)25^1« + (»sjy^' + ^iiVz^ + «jiyai/s + «ögaysJ/i + ^^^yxy%\ 

G{PfP) = y (yi + J/s + y^^y^y^y, 

[fe, ©] = — 4(o23y,* + ©giyj* + ©isy»*)- 

Bildet man nun nach (127) die Gleichung ^^J'Jy~\^^^ = 0, so 
erhält man 

{^%^yi + ^uy%^ + 0122/3^ + fi>iiy2!/8 + ^h>y^yi + ^o^yiV^y 

Diese Differenz zerfallt sofort in die zwei Factoren 

^iiy^Vs + ^i^y^Vi + c^33!/i!/2 = 
und 

2(023^1^ + «31^2^ + «12^8^) + 0^11 ^2^8 + «'22^3^1 + «33^1^2 = 0, 

von denen der erste nach (73) den umschriebenen Kreis des Dreiecks 
darstellt; der zweite einen Ereis^ welcher dem System (Büschel) von 
Kreisen 

angehört. In diesem Büschel sind überhaupt einige besonders wich- 
tige Gurven enthalten: A = ergibt den umschriebenen Kreis des 
Dreiecks, A == 1 den Feuerbach'schen Kreis, A = cx) denjenigen Kreis, 
für welchen das Dreieck ein Poldreieck ist. 



179. Man beweise nachstehenden von Steiner ohne Beweis mit- 
getheilten Satz*): 

„Werden durch irgend einen Punkt p in der Ebene eines gegebeneii 
Dreiecks ABC diejenigen drei Geraden rr^, ss^y tt^ gezogen, welche 
beziehlich von den Seiten A und Bj B und (7, C und A begrenzt und 
durch den Punkt p gehälftet werden, so liegen ihre drei Paar End- 
punkte r, rjj 5,5^; t,t^ allemal in irgend einem Kegelschnitte (7*, 
welcher nothwendiger weise den Punkt p zum Mittelpunkt hat." 



1) „Lehrs&tze*^ Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 45, 
S. 177, 1862, oder auch „Geeammelte Werke**, Bd. 2, S. 431. 
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Bevor wir auf den Beweis dieses speciellen Satzes eingehen; möge 

ein allgemeinerer Satz von Steiner bewiesen werden, welcher lautet^): 

„Durch jeden Punkt P in der Ebene einer gegebenen Curve C"* 

gehen im allgemeinen y *** (^^ ~" 1) Sehnen S, und ihre m (w — 1) 

Endpunkte (a und a^) liegen allemal in einer um einen Grad niedri- 
geren Curve J"*—*, welche uothwendigerweise den Pol P zum Mittel- 
punkt hat." Dabei bezeichnet Steiner als „Sehnen" solche durch P 
gezogene Strahlen, für welche irgend zwei ihrer Schnittpunkte mit C^ 
gleichweit von P abstehen und auf entgegengesetzten Seiten von P 
liegen. Den Ort J^-'^ nennt Steiner die „innere Polare des Pols P 
in Bezug auf die Basis C''*". 

Zum Beweis dieses Satzes sei fix^^x^^x^ = die Gleichung der 
gegebenen Curve C"*, der Pol P habe die Coordinaten yxiViyy^} und 
tix = sei eine vorläufig beliebig, aber fest gewählte Gerade. Wir 
fixiren nun auf G"^ irgend einen Punkt z und fragen, welcher Be- 
dingung die Coordinaten desselben ausser /^(^i, ^2> ^s) "=* ^ noch ge- 
nügen müssen, damit ein weiterer Schnittpunkt / der Geraden yz und 
der Curve zusammen mit z harmonisch liege zu y und zu dem Schnitt- 
punkte der Geraden yz mit %ix = 0. Der letztere hat jedenfalls die 
Coordinaten z^Uy — y,w, (i = 1, 2, 3), oder auch Zi — Aij//, wenn man 
M, : tiy c== Ai setzt; der Punkt z möge die Coordinaten haben Zi — Ay,. 
Wir haben dann auf der Geraden yz ein Punktepaar mit den Coordi- 
naten Zi — liyiy resp. y,-, (i = 1, 2, 3), und ein solches mit den 

Coordinaten 

Zi = {zi — Aiy.) -f Aiy,- 
und 

Zi — lyi c= {zi — Aiy,) + (Ai — X) yi, (i = 1, 2, 3). 

Die Bedingung, dass beide zu einander harmonisch liegen, ist 

^ 1 

woraus A = 2^^ folgt; der Punkt z hat demnach die Coordinaten 
Zi — 2Aiy,-, welche nun noch der Gleichung f{Zi, z^y z^) = genügen 
sollen. Man erhält hierdurch f{z^ —2X^y^, z^ — '^KVti h"^ ^KVt) ** ^> 



1) ,,Ueber solche algebraische Gurren, welche einen Mittelpankt haben, und 
über darauf bezügliche Eigenschaften allgemeiner Curven, sowie über geradlinige 
Transversalen der letzteren/' Journal für die reine und angewandte Mathematik, 
Bd. 47, S. 32 f., 1861, oder auch „Gesammelte Werke", Bd. 2, S. 627 f. Vgl. auch 
die Abhandlung Ton Herrn Güssfeldt: „Ueber Curven, welche einen harmoni- 
schen Pol und eine harmonische Gerade besitzen, und darauf bezügliche Eigen- 
schaften allgemeiner algebraischer Curven, mit besonderer Berücksichtignog der 
Curven dritter Ordnung.*' Math, Annalen, Bd. 2, S. 83, 1868. 
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und dies ist die Gleichung einer Curve (w — 1)^ Ordnung, denn in 
der Entwickelung dieser Function fällt das erste Glied f(jSif s^j 0^) 
weg, weil der Punkt auf der Curve /^(^n ^2> ^a) ** ^ liegt. Der 
übrig bleibende Ausdruck stellt die oben geforderte Bedingung dar. 
Es ist nun klar, dass man zum Beweis des oben an erster Stelle 
ausgesprochenen Steiner'schen Satzes nur nöthig hat, die Gerade 
u^ SS mit der unendlich fernen Px^=0 zusammenfallen zu lassen 
und als gegebene Curve w**" Ordnung die aus den drei Seiten des 
Coordinatendreiecks bestehende ausgeartete Curve dritter Ordnung 
j^i^Tgjg^j = zu nehmen. Die Punktepaare r^r^] s, fi^; t^t^ liegen dann 
auf einem Kegelschnitt C^, dessen Gleichung sich aus 

ergibt, wenn man hier das Product is^s^h weglässt und Xi=^%h-Py 
setzt; die Gleichung lautet: 

+ PyHyi^t^z + y2^8^i +, Vi^ih^ = 0. 

Steiner stellt a. a. 0. noch einen weiteren Satz auf hinsichtlich 
eines Kegelschnitts, der zu dem soeben erhaltenen und zu dem Pole p 
in einer einfachen Beziehung steht, nämlich: 

„Zieht man femer aus demselben Punkte p Strahlen a, /), y nach 
den Ecken a, &, c des Dreiseits und construirt in jeder Ecke zu den 
zwei anliegenden Seiten und dem jedesmaligen Strahle den vierten, 
dem letzteren zugeordneten, harmonischen Strahl, beziehlich ct^^ßi und 
y^y so werden diese drei neuen Strahlen in den respectiven Ecken des 
Dreiecks allemal von einem solchen Kegelschnitte C^ berührt, welcher 
jenem Kegelschnitte C^ ähnlich ist und mit ihm ähnlich liegt, so dass 
die sich entsprechenden Äxen beider Kegelschnitte parallel sind, ebenso 
ihre Asymptoten, falls sie Hyperbeln sind." 

Die eben genannten vierten harmonischen Strahlen haben, wie 
man leicht sieht, die Gleichungen: y^X2'\' ^2^3=* 0> V^^i + Vi^z = 0, 
yjÄ*! + y^x^ = 0, wenn wieder y* (i = 1, 2, 3) die Coordinaten des 
Punktes p bedeuten; da der Kegelschnitt C^^ durch die Ecken des 
Dreiecks gehen soll, hat er jedenfalls eine Gleichung von der Form 
a^x^x^ -\- a^x^x^ •{- a^x^Xi = j und die Tangenten desselben in den 
Ecken des Dreiecks 

a^x^ + diX^ = 0, a^x^ + ^1^3 = 0, a.ai + a^x^ = 

sind mit den obigen vierten harmonischen Strahlen identisch, wenn 
man setzt «i = yi, (^2 = Vij ^s = ^3- ^^^ Gleichung des Kegelschnitts 
Ci* ist demnach yiX2X^ -}- y^x^^x^ -]- y^Xj^x^ = 0, woraus nach (42) 
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hervorgeht, dass diese Curve mit der konischen Polare des Punktes y 
in Bezug auf x^X-^x^ = identisch ist. Sie ist zu der S. 315 erhal- 
tenen Curve C^ ähnlich und ähnlich gelegen, denn beide Gurven werden 
von der unendlich fernen Geraden in denselben Punkten getroffen. 

Auch alle übrigen von Steiner a. a. 0. aufgefClhrten Sätze über 
die gegenseitige Beziehung der Curven C^ und C^^ folgen nun leicht, 
so z. B. dass durch jeden dem Dreieck umschriebenen Kegelschnitt C^ 
der Punkt p, sowie der ihm zugehörige Kegelschnitt C^ bestimmt ist 
Denn die Coordinaten yt des Punktes p sind gleich den Coefficienten a,- 
in der Gleichung des umschriebenen Kegelschnitts. Ferner ist nun- 
mehr bewiesen: „Es gibt nur einen Pol p^ für welchen der zugehörige 
Kegelschnitt C* ein Kreis wird, oder bei welchem die drei Geraden 
rr^, sSi, tti einander gleich werden; derselbe wird durch den dem 
Dreieck abc umschriebenen Kreis bestimmt.'^ 

Die beiden Kegelschnitte sind gleichseitige Hyperbeln, wenn der 
Pol p auf der Geraden cogjyi + ^31^2 + ^nVs = liegt, denn auf 
diese Gleichung reduciren sich die Ausdrücke für die Curven C* und 
C^^ bei Anwendung der Bedingung [a, ©] = für die gleichseitige 
Hyperbel. Die so erhaltene Gerade ist nach (24) und (21) diejenige, 
auf welcher die drei Schnittpunkte der Seiten des Dreiecks mit den 
Verbindungslinien der gegenüberliegenden Höhenfusspunkte gelegen sind. 

Soll der Kegelschnitt C^^ eine Parabel sein, so zerfallt C^ in ein 
Paar von Parallelen, die von p gleich weit abstehen und mit der Axe 
der Parabel gleiche Richtung haben. Denn wenn C^^ eine Parabel 
darstellt, haben beide Kegelschnitte mit der unendlich fernen Geraden 
dieselben zwei unendlich nahen Punkte gemeinsam, doch kann C^ 
keine Parabel sein, da der Mittelpunkt p von C^ im Endlichen liegt, 
es muss demnach C^ in ein Parallelenpaar zerfallen, dessen Mittelpunkts- 
linie durch p geht. Der Kegelschnitt C^* ist eine Parabel, wenn der 
Punkt y auf der Curve liegt 

ih^yi^ + p^^Vt + PzV^^ - ^ihPzViVz — 2i>3?'i2/32/i — '^PiihViVt = <^; 

ihre Gleichung in Liniencoordinaten ist 

und man zeigt mit deren Hilfe leicht, dass diese Curve den Schwer- 
punkt des Dreiecks zum Mittelpunkt hat und die Seiten des Dreiecks 
in ihren Mitten berührt. (Vgl. auch (39).) 

Alle diese Sätze werden von Steiner a. a. 0. ohne Beweis auf- 
gestelli 
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180. Man bestimme die Potenz eines Punktes y in Bezug auf 
einen Kreis, dessen Radius gleich r ist und dessen Mittelpunkt die 
Coordinaten c^y c^y c^ hat. 

Die Gleichung des Kreises ist nach (10 a), S. 59: 

andrerseits ist nach S. 100 die Potenz eines Punktes y in Bezug auf 
den Kreis /"(a:, a:) = gegeben durch p - -^:^\' Im gegenwärtigen 

Falle wird \ay<o\ gleich — 2(^) = 2r|>c*, so dass man für die 

Potenz P den Ausdruck erhält P = - , - j, wobei [K] die Substitu- 

tion der Coordinaten des Punktes y in die linke Seite der obigen 
Kreisgleichung £'=0 andeutet. 

181. Man bilde die Gleichung für den geometrischen Ort aller 
Punkte, von denen aus zwei Kreise gleich gross erscheinen. 

Es seien 

^^ ^ C %~ '^''^'''' = und Z. = (^ ±- r^^rp^W = 

die Gleichungen der beiden Kreise mit den Mittelpunkten a, b und 
den Radien r^, rg. Die trigonometrische Tangente des halben Winkels, 
unter dem vom Punkte y' aus der Kreis K^ erscheint, ist gleich dem 
Quotienten aus dem Radius r^ und der Lauge der von y an den Kreis 
gezogenen Tangente, welch letztere bekanntlich mit der Quadratwurzel 
aus der Potenz übereinstimmt. Man erhält daher nach (180) als 
Gleichung des betreffenden Ortes: K^ ^ r^^^^K^ — r^paE^ = oder 

r^p^ \ ) — r^Pa W} «= 0. Diese Gleichung stellt nach (69) 

einen Kreis dar, dessen Mittelpunkt auf der Centrale von K^ und Z^ 
liegt. Die Punkte der Centrale, von denen aus die zwei gegebenen 
Kreise gleich gross erscheinen, sind der äussere und der innere Aehn- 
lichkeitspunkt (Schnittpunkt der zwei äusseren, bezw. der zwei inneren 
gemeinschaftlichen Tangenten); der Kreis Ä, = hat also die Verbin- 
dungslinie dieser beiden Punkte zum Durchmesser (Aehnlichkeitskreis). 

182. Die Gleichung der Linie gleicher Potenzen (Potenzlinie, 
Radicaläxe) zweier durch 

3 8 3 8 

f{x, x) = ^" ^ üikXiXk = und g{Xy x) -^^ ^ b.kXiXk = 

11- 11 

gegebenen Kreise zu bilden. 
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Ist y ein Punkt der Potenzlinie, so muss nach (oö), S. 100 die 
Relation stattfinden >- ^1 v = >*.— t-^j oder auch 

Diese Gleichung muss py als Factor enthalten (vgl. die Fussnote zu 
S. 59); der andere, nach der auf S. 38 angegebenen Methode zu be- 
stimmende Factor stellt die Potenzlinie dar. 

183, Die Bedingung dafür, dass sich die zwei Kreise f(Xf x) = 
und g)(u, ti) =« rechtwinklig schneiden, ist 

4r9)(i), j)) • [a, d] — [A, coi] - [a, ca] = 
oder auch 

4[a, a] • [a, Q] — [A, o] • [/? , ©] = 0. 

Nach Multiplication mit einem gewissen Factor ft geht <p{uj «) = 
in die Normalform (>^i?/fi)(M, w) — Wy^ = (vgl. (2), S. 57) über, so 
dass also ft.9(w, «) = (>*jp/o(?(, t«) — w/, wobei q den Radius, y den 
Mittelpunkt des Kreises ^(li, t/)==0 bezeichnet. Zur Bestimmung 
des Factors /x- setzen wir ?<»• ==jp,- (? = 1, 2, 3) und finden sofort 

ft = — jp/ : 9te P)y also V =*= 9^iV® (**, w) + y'(^p)^ • Die zwei 

Kreise schneiden sich rechtwinklig, wenn die Potenz des Mittelpunktes y 
von (p{uy u) = in Bezug auf den Kreis f{Xj x) = gleich q^ wird, 

d. h. nach (55), S. 100, wenn ^l^ = <•' oder f{y, y) = ^'■^'''^^■^>' . 

y 

Andrerseits muss die soeben abgeleitete Gleichung für tip^ gelten, 
welche Werthe auch die w,- haben mögen, sie gilt daher nach (35), S. 76 
auch noch, wenn man die Producte UiUk ersetzt durch a,*; man erhält 

alsdann /•(!/, t/) = 92p^2|-^^ ^^j _^ 9(p,/) * ^^^ ^^^ ^^^^ filr /"(y^y) 
angegebenen Ausdrücken folgt durch Gleichsetzen ?— >^'-^-' -|- -L?J_?J- = Q, 
und wenn man für p* seinen in (138) ancregebenen Werth w---Tr—-\ 
einsetzt, ergibt sich -\ ' *" '^^-- + [«» '''l = oder 

4r9(fti>) • [c<, n] — [A, Gj] ' [a, a] = 0, 
wofür auch zufolge tpiih = ^ik gesetzt werden kann 

4[a, Q] . [a, a] — [A, oj • [n, cj] = 0. Vgl. (224.) 

184, Man berechne die Potenz eines Punktes y in Bezug auf den 
dem Goordinatendreieck umschriebeneu Kreis. 
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Die Gleichung dieses Kreises ist nach (73) 

daher 

[a, a>] = fiJjiJPiOjs + ^^iPi^si + ^s^Ps^n = 

Für die Poteuz findet man somit nach (55), S. 100 den Werth 

^ — ^Pi i^sÄd^i yi + p«y. + Ps'ys)* 

185. Dieselbe Aufgabe in Bezug auf denjenigen Kreis, für welchen 
das Coordinatendreieck Poldreieck ist. 

Die Gleichung dieses Kreises ist nach (75) 

daher [a, cai] = (o^f^PiO^i + (o^iPiOJ^ + öJi2i>8fl>8s = -- ^^PiPtP» (wie 
zuvor) und Pp- '"«ayil+^si ay«^+ "«ri'sys^^^^ 

^ — »A PiPsd^iyi + PiVi +Psyi) 

186. Dieselbe Aufgabe für den Feuerbach'schen Kreis. 
Die Gleichung desselben ist nach (165) 

f(x, X) ^ 2(0)28^1 ^x + fl>81^aSar + (Oi%X^t^ « 0, 

daher [a, ©] = — 4(cj88i?iOi, + (o^xP^(o^ + gJwPsO'ss) = S^PiftPa 
(wie bei (184)) und Pj. — -. , -f^ßf^Vl. 

^ ^ ^^PiP%Pt (Pi Vi + A y, + Ps ys)' 

187. Man berechne die Grösse a* + fc* für den dem Coordinaten- 
dreieck umschriebenen Kegelschnitt mit dem Mittelpunkte j/; dabei 
gilt in a' + &* <la8 positive oder negative Vorzeichen, je nachdem der 
Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist. 

Für die Carve f{Xy rc) =» hat man nach (135) die Relation 

a* + 6* == f'h V ^^^^^ Substitution der in (139) gefundenen 

Werthe von A und F{pj p) ergibt sich auf ähnliche Weise und bei 
gleicher Bezeichnung wie in (156): 

l* ~T~ ' * ' A » » 

-- Vi}\P6<l\ 22 23 '^-^Py 

wobei [a, co] = 2{y^ry(o^^ + VtSyGi^ + y^ty(Q^^, so dass [a, öj] = 
nach (165) die Gleichung des Feuerbach'schen Kreises wäre. Mit Hilfe 
der in (186) abgeleiteten Potenz Ff eines Punktes y in Bezug auf 

diesen Kreis findet man a^ + &' = - -^?f v'' ^^- 

188. Dieselbe Aufgabe für den dem Coordinatendreieck ein- 
geschriebenen Kegelschnitt mit dem Mittelpunkte y. 
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Für die Carve q>(u, m) == hat man nach (136) die Relation 

a* + &* = ~*T^ ) 5 durch Substitution der in (140) angegebenen 

Werthe yon [A, o] und (p{PfP) erhält man 

a« 4- 6« = — (^»^i^i' + "^si P2 y«* + Q>i2 Pay a*) , 

— ^ jPi Ps P3 (Pi yi + 1>2 y« + i's ys)* 

Mit Bücksicht auf das in (185) erhaltene Resultat erkennt man sofort, 
dass a* + b^ gleich der Potenz des Mittelpunktes y in Bezug auf den- 
jenigen Kreis ist, der das Coordinatendreieck zum Poldreieck hat. 

1S9, Dieselbe Aufgabe für diejenige Gurve zweiter Ordnung mit 
dem Mittelpunkte y, die das Coordinatendreieck zum Poldreieck hat. 

Mit Hilfe der in (141) angegebenen Werthe von A^ [a, cd] und 
F{p,p) findet man a^ +&'« = - ^"-^^ 2^1-2^3 + ?,.^y^4^^ 

es ist also a* + h^ nach (184) gleich der Potenz des Mittelpunktes y 
in Bezug auf den dem Coordinatendreieck umschriebenen Ereis. 

190. Ist a der Asymptotenwinkel des einem Dreieck umschrie- 
benen Kegelschnitts mit dem Mittelpunkte y, so besteht die einfache 

Relation tg a = ~^~/ — > worin r den Radius des dem Dreieck 

umschriebenen Kreises bezeichnet und die Grössen q', sowie Pf die- 
selbe Bedeutung haben wie in (187). 

Führt man in die Formel tg^ a = — ^\^^^J^ (vgl. (6), S. 111) 

des Asymptotenwinkels die Halbaxen a und b des Kegelschnitts ein, 

so wird tg* a = 7] ■ -ia\i? wobei das obere oder untere Vorzeichen zu 

stehen hat^ je nachdem die Curye eine Ellipse oder Hyperbel ist 
Mit Hilfe von (157) und (187) folgt alsdann die obige Relation. 
Auf gleiche Weise findet man die folgenden zwei Sätze: 

191. Ist a der Asymptotenwinkel des einem Dreieck eingeschrie- 
benen Kegelschnitts mit dem Mittelpunkte y, so besteht die Relation 

tg^ a = ^^p^V^*~; worin Pp die Potenz des Punktes y in Bezug 

auf denjenigen Kreis bezeichnet, für welchen das betr. Dreieck Pol- 
dreieck ist. 

192. Ist a der Asymptotenwinkel desjenigen Kegelschnitts, welcher 
ein gegebenes Dreieck zum Poldreieck und den Punkt y zum Mittel- 
punkt hat, so besteht die Relation tg^ a == "" p^*^^ '^, worin Pc fü^ 



u 



Quotient der Potenz und der quadrirten Entfernung Ton einer Geraden. 321 

Potenz des Punktes y in Bezug auf den dem betr. Dreieck umschrie- 
benen Kreis bezeichnet. 

193. Welches ist der geometrische Ort aller Punkte x, für die 
das Verhältniss des Quadrats ihres Äbstandes von einer festen Ge- 
raden t7x *» zu der Potenz in Bezug auf einen Kreis vom Radius r 
und mit dem Mittelpunkte c^, c^, c^ gleich einer Constanten 1:X^ ist? 

Mit Hilfe der Formel (1)^ S. 9 fQr den Abstand eines Punktes 
Yon einer Geraden und der. in (180) abgeleiteten Formel fär die Potenz 
in Bezug auf einen durch Mittelpunkt und Radius gegebenen Kreis 
findet man als Gleichung des Ortes: 

oder 

Diese Gleichung repräsentirt einen Kegelschnitt^ und zwar von gleicher 

Art wie ( ) 7- v == 0, denn beide werden von p,? = in 

denselben Punkten getroffen; nach S. 119; wo die letztgenannte Curve 
bereits auftrat, ist daher der Kegelschnitt eine Ellipse, Hyperbel oder 
Parabel, je nachdem die positive Constante A < 1, > 1, =»1. 

Es möge nun noch die Gleichung in Liniencoordinaten für obigen 
Kegelschnitt abgeleitet werden; in Punktcoordinaten hat man einen 

) + wpx* + wv/ = 0, wenn zur Ab- 

kürzung gesetzt ist m = — r^rpe^, n = — l^tpc^:a}(v,v). Die Glei- 

1 + nvx^ = lautet 

nach S. 119 f.: 

G(ii, m) ^ it { o (v, v) u^ + v^ fi} (tt, w) — 2 VcUcO (v, tt) } 4- '^P^^^ = 
nun ist aber die Gleichung in Liniencoordinatei} zu bilden für 

g{Xy x) + mpx^ = 0. 

Der Coefficient von m* in derselben verschwindet identisch^), derjenige 
von m^ geht aus g{Xy x) dadurch hervor, dass man x^ ersetzt durch 
jP^Mj — p^u^ und analog bei X2, x^ verfahrt; der Coefficient von m^ 
wird G(u,u), Es ergibt sich also 

0(u, m) + m { ü(/>, p)uc^ + Pc^(o(u, u) — 2pcUc(o{py u) } 

+ mn^ ± (p.v^u^y = 0, 



1) Vgl. Hier und im Folgenden die Bemerkungen S. 119 f. 

Gondolfinger, Vorlcsungeu. 21 
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und wenn man f&r m und n ihre Werthe einsetzt; sowie die Relationen 
berücksichtigt 

o(ä JP) = 0, G}{p, u) = 0, T^ + (Pi VjWg)* = ©(m, u) (d(v, v) — o*(t;, ii), 
folgt schliesslich als Gleichung der Curve in Liniencoordinaten: 

— 2 A^v.wc ©(v, w) + AV V 0J*(«^, *0 =0. 
Für A «= 1 erhält man einfach 

Vc^a)(u, u) — 2veUo(o(v, u) + r^po^co^(vy u) = 0, 

woraus (ähnlich wie S. 120) henrorgeht, dass das Brennpunktepaar in 
diesem Falle gegeben ist durch (o(v,u){f^pc*Gi{v,u) — 2t;cUc}=»0, 
der im Uuendlichen gelegene Brennpunkt liegt also im Normalen- 
centrum der Geraden Vx = 0. 

Im Falle A ^ 1 hat man für das eine Brennpunktepaar die Glei- 
chung (A* — 1) G}(V, V)U^ — 2X*VoUc <d(Vj u) + X^f^ pc^ ®*(V; «*) = 0, 
welche nach Multiplication mit (A* — 1) a> (v, v) in zwei sich nur im 
Vorzeichen der Quadratwurzel unterscheidende Factoren zerfällt, nämlich: 

(A^ — 1) ß}(t;, v)uc — A*i;caj(t;, u) 

+ A VXW — r' Pc^^i^^'ij^iV) ©(v, u) = 0. 

Diese beiden Brennpunkte sind stets reell, wenn die positive Gonstante 
A < 1, und für A > 1 nur dann, wenn der Ausdruck unter der Wurzel 
positiv ist. Sie liegen, wie ihre Gleichungen zeigen, auf der vom Mittel- 
punkte c des gegebenen Kreises auf die Gerade Vj. »> gefällten Nor- 
male. Für den Mittelpunkt fiu^=^0 des Kegelschnitts ^(u, ti)«=0 
findet man sofort die Gleichung 

ft„ = ^^^^^ = (A« — 1) (o(v, v)uc - AH', a>{v, u) = 0. 

Die Verbindungslinie dieses Punktes mit dem unendlich fernen Punkte 
der Geraden Vx =^ 0, also die Axe, welche zur Verbindungslinie der 
beiden eben erwähnten Brennpunkte normal ist, hat die Gleichung 

VcPx + (A* — l)PcVx = 0. 

Nach Multiplication mit (A^ — 1)ö(i;, v) ergibt sich fiir die Glei- 
chung der Curye bei Benutzung des Mittelpunktes die Relation 

(A* — 1) (d{v, v) ' q)(u, u) ^ [(A* — l)r^Pc^ cd (v, v) — A^v/J ©(v, v) • cd (u, ti) 

+ f*.' - [r^Pc\X' - 1) a>(t;, t;) — XWWv -^ ± {p,v,u^y « 0, 
aus der man für das zweite Brennpunktepaar die Gleichung erhält 
^u + xVt V?Pc\X' - l)©(t;, v) - XW^ ± {p,v,u,) = 0. 



ForUetzang. ConBtante Summe oder Differenz d. Tang, an zwei Kreise. 323 

Setzt man zur Abkürzung r^pc^{X^ — l)ai(t;, v) — X^Vo^ = h und 
wendet die Identität an cj(v, v) a)(u, u)ze (d^(v, u) -j- ^ ^^dl (l^i^2%)*; 

so wird 

(A^ — 1) (o(Vj v) q)(u, u) 

= Jca>\v, u) + iij + *(1 - A«) t^ ± {p,v,ic,y = 0. 

Für die Transformation dieses Kegelschnitts auf die beiden Hauptaxen 
ist von Wichtigkeit die Bemerkung^ dass die Gleichungen flu «= 0, 

a)(t?, m)=«0, ^ + CPi^a^'s) ■=* den Mittelpunkt des Kegelschnitts 
und die unendlich fernen Punkte der beiden Hauptaxen darstellen. 

Bei Anwendung von ©(m, u) = Z7i* + U^^ ^^^ C/j = ^^^ 
(vgl. (21) und (31) in § 10) folgen unter Rücksicht auf die Identität 
o(v, v) ' (o(u, u) EE (X)^(v, u) + ''^^(Pt^i^sf ^iö Relationen 



ViD (t;, V) ' "^ l/flO (t7, V) ' ^ (1« - 1) CO (», V) p^ ' 

mit Hilfe deren sich g)(uyu) verwandelt in 

Wird an Stelle von k der Abstand d des Kreismittelpunktes c von 

V 

der festen Geraden v eingeführt^ wobei d = --=L^,=r— , so erhält man 
vermöge der Beziehung Ä; = ^ die Gleichung 

(p (14, U) 



_ „ r»(l~X») + X» d«y^ r' (1 - V) + Z' d« , _ 

(1— X»)ai(t;, v)i)^* (1— P)* ^ ^ 1 — ;i« '^ 1— U, 

hierbei wurde noch U^: U^: Üq ersetzt durch U:V: 1. Die Gleichung 
in Punktcoordinaten des auf die Hauptaxen als rechtwinklige Coordi- 
natenaxen bezogeneu Kegelschnitts g)(u,n) >= lautet daher 

194. Man beweise nachstehenden Satz von Steiner^): 
„Sind in einer Ebene irgend zwei Kreise Ä^^ B^ gegeben ^ und 
zieht man aus einem willkürlichen Punkte X^ an jeden Kreis eine 



1) ,,Ueber einige neue Bestimmungs- Arten der Carven zweiter Ordnung nebst 
daraus folgenden neuen Eigenschaften derselben Carven**. Journal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 45, S. 189, 1852, oder auch „Gesammelte Werke**, 
Bd. 2, S. 447. 

21* 
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Tangente a, ß und verlangt, es soll entweder die Summe^ (a + ß), 
oder der Unterschied, (a — ß) oder (ß — a), dieser Tangenten einer 
gegebenen Länge l gleich sein, so ist der Ort des Punktes Xq allemal 
irgend ein Kegelschnitt C^, welcher jeden der beiden Kreise doppelt 
berührt (reell oder imaginär), und von dessen Azen immer die eine 
oder andere auf der Mittelpunktslinie AB der Kreise liegt/' 

Sind f{x, a?) = 0, g(x^x) = die Gleichungen der beiden Kreise 
Ä^f JB^, so ist nach (55), S. 100 und den Bedingungen der Aufgabe 
entsprechend: 



daher 



oder auch 



V [a, a>]pj' — V [b,(o]p/ ' 



SP-g{x,x)pJ 



L [a, cö] [0,0)] (> Px^ — |-^^^-j 



SPf{x,x)p* 



r^gjx^x) _ 2 fix, X) _^^ 2?^ 

L [h, co] [a, co] -^^ J [a, oo] 

Nun ist ^^-^^ — ?^^^ nach (182) gleich dem Product der Aus- 

drücke für die unendlich ferne Gerade und die Radicalaxe JRx der zwei 
gegebenen Kreise, also von der Form RxPx] die eine der beiden vor- 
stehenden Gleichungen verwandelt sich also in (2?^: — Ppx)^ = ~~[b i 

Hieraus folgt, dass der Ort des Punktes Xq in der That ein Kegel- 
schnitt C^ ist, der z. B. den Kreis g(x,x) = in seinen Schnittpunkten 
mit der zur Radicalaxe parallelen Geraden Rx — Ppx = doppelt be- 
rührt; analoges findet man für f{x, x) = bei Benutzung der zweiten 
obigen Gleichung von (7*. Tiefere Einsicht gewährt folgender Weg. 

Es ist r - 1 a — ri. V a glcich der Differenz aus den ins 

Quadrat erhobenen Längen der Tangenten, welche vom Punkte x au 
die Kreise A^, B^ gezogen werden können. Andrerseits ist diese 
Differenz, wie mit Hilfe einer einfachen Figur gezeigt werden kann, 
gleich dem Rechteck aus dem Abstand des Punktes x von der Radical- 
axe und aus der doppelten Entfernung Ac d^r zwei Kreiscentren. 
Hieraus folgt, dass der Kegelschnitt G^ der geometrische Ort aller 
Punkte X ist, für welche das Verhältnis des Quadrats ihres Abstandes 
von einer Geraden AcB^ — Vpx = zu der Potenz in Bezug auf den 

Kreis g(XjX) = gleich der Constanten tv-v«; dabei ist EJ der A.us- 

{*c) 

druck für die Normalform von Rx und die Gerade AcRJ — Ppx = 
repräsentirt eine Parallele zur Radicalaxe im Abstände — • 



Beziehung zwischen Directricen u. BerÜhningssehnen zweier Eegelschnitto. 325 

Man sieht nun sofort; dass die ganze Aufgabe zurückgefGhrt ist 
auf die vorhergehende und man kann somit z. 6. unmittelbar ablesen, 
dass für J «= 2c der Ort der Punkte X^ eine Parabel ist, wir ver- 
weisen daher bezüglich der weiteren Einzelheiten auf (193) und die 
oben citirte Abhandlung von Steiner. 

195. Die Gleichung in Liniencoordinaten derjenigen Parabel, 
welche einen gegebenen Punkt y zum Brennpunkt, eine gegebene Ge- 
rade V zur Directrix hat, lautet: 

g)(u, m) ^ Vy • co(m, u) — 2ny • ©(r, v) = 0. 

Es sind Uy ■= 0, bezw. o (v, u) =» die Gleichungen des im End- 
lichen, bezw. im Unendlichen gelegenen Brennpunktes; die Parabel 
wird daher nach (22), S. 115 dargestellt durch einen Ausdruck von 
der Form q)(tiy u) ^ a){u, u) + AWy • (o(y, u) = 0. Nun muss der Pol 
der Geraden v identisch sein mit dem Punkte y, es muss 

2ö(t;, «) + X[tiy • a>(i7, v) -{- Vy' o(t;, u)] = 

gleichbedeutend sein mit Uy = 0, d. h. man hat 

2(X)(Vf u) + XVy • G)(v, u) = 0, 

woraus A =« — 2 :Vy. 

Folgt auch aus (38) in § 11 für e = 1, sowie aus (193) für 
r = 0, Ac=l. 

196, Fixirt man irgend zwei Tangenten (T und jPJ eines Kegel- 
schnitts (mit der Berührungssehne S) und den einen Brennpunkt B 
(mit der Directrix D), so gibt es stets einen zweiten Kegelschnitt, 
welcher gleichfalls die beiden Geraden T und Tj^ berührt (mit D als 
Berührungssehne) und welcher den Punkt B als Brennpunkt mit S 
als zugehöriger Directrix hat. 

Die Gleichung einer Curve zweiter Ordnung kann nach (42), S. 84 
in die Form gebracht werden X^Xj — Xg^ = 0, wobei X^ == und 
Xj = die Gleichungen zweier Tangenten bedeuten mit der Bertih- 
rungssehne X, «= 0. Andrerseits kann die Gleichung der Curve nach 

S. 115 und 119 auch in die Form gebracht werden (^ } — d/ = 0, 

wobei f/j , 2/ä ; J/s ^^^ Coordinaten des einen Brennpunktes sind und 
rf^ == dessen Directrix repräsentirt. Es gilt demnach eine Relation 

von der Form X^ Xg — X2^ = (^ ^) — rfx^ ^ws welcher folgt 



ik 



x,x, + dj^{ll) +x,\ 

Die geometrische Deutung dieser Relation liefert sofort den obigen Satz, 
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197. Haben drei Curven zweiter OrdnuDg eine gemeinsame Sehne, 
so schneiden sich die drei übrigen Sehnen^ welche je zweien der Curven 
gemeinsam sind, in einem und demselben Punkte. 

Die Gleichungen der drei Kegelschnitte sind von der Form 

f{x, X) + XWx^x = 0, f{x, X) + kUxSx = 0, f(x^ X) + ft«;,fx = 0-, 

t«^ «a ist die den drei Curven gemeinsame Sehne, die Gleichungen der 
drei übrigen sind tcVx — A5:b «= 0, ASo- — ft^^ = 0, fifx — "^r^ = 0, und 
diese gehen durch einen und denselben Punkt. 

- In diesem Satze ist (71) als specieller Fall enthalten. 

Dualistisch folgt: 

198. Haben drei Curven zweiter Classe zwei gemeinsame Tan- 
genten, so liegen die Spitzen der übrigen drei Paare von Tangenten, 
die je zweien der Curven gemeinsam sind, auf einer Geraden. 

Insbesondere ergibt sich hieraus der in (20), S. 125 bewiesene 
Satz, wenn man als Curven zweiter Classe drei Punktepaare nimmt, 
von denen je ein Punkt auf der einen, der zweite auf der anderen 
Geraden eines Geradenpaares liegt 



199. Sind j/^, y^j y^ die Coordinaten eines Punktes der unend- 
lich fernen Geraden, so ist das Product [«, fi']/'(y, y) positiv, so lange 
i^(jp, p) ^ 0. Vgl. die Fussnote zu S. 108. 

Nach (32) und (31), S. 27 besteht für alle Werthe der Xi und y, 
die Identität 

^11(^2^3 — ^%y%y H V 2^28(^8^1 — ^iVz) (^J/2 - ^tVi) H — 

= f{x,x) f{y ^y) — P{x, y)', 

man kann also nach (35), S. 76 die Producte XiX^ ersetzen durch «d^, 
wodurch sich die Relation ergibt 

2H= (^»ÖJss + ^88Ö>32 — 2^30)23)2/1* -< 

= [«, <ö]/'(j/, y) — fl>(/i, f%y fs), 
oder auch 

[«, ^]f(!f, y) = <fi , U , U) + 2Ä 

Werden nun für die j/< die Coordinaten eines im Unendlichen ge- 
legenen Punktes eingeführt durch y^ =PiV^ — i^8^2; y^ = A^i "" Pi^^j 
y» **Ä^2 ""1^2^17 so verwandelt sich 25 in i^(2>, i>) . »(v,!;), und 



J 
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man erhalt [a, co]f(y, y) = «(/^i , /i , /i) + ^(p, i>) • «(«?, v). Hiermit 
ist der oben verlangte Nachweis geführt, denn (»(u^ u) ist eine positive 
definite Form. 



' Anwendung von % 18 — 17. 

200. Alle Curven zweiter Ordnung^ die ein gegebenes Dreieck 
zum Poldreieck haben nnd durch einen gegebenen Punkt y hindurch- 
gehen^ bilden ein Büschel; die Grundpunkte desselben sind der ge- 
gebene Punkt mit den Coordinaten + yi , + 2/2 ; + ys ^^^ ^^^ ^^^^ 
Punkte mit den Coordinaten — yi , + y« , + ys ; + yi ; — y» , + ys 
und +yi, +y,, — y^. 

Die Gleichung einer Gurve des Systems ist von der Form 

hierzu tritt noch die Bedingungsgleichung o^iVi^ + c^y^ + a^y^ ^^^ 0. 
Wird diese von dem Werthsystem + Vi j + Va ; + y» erfüllt, so ge- 
nügen ihr auch die Coordinaten der drei übrigen oben genannten Punkte. 
Analog folgt: 

201. Alle Curven zweiter Classe, die ein und dasselbe Dreiseit 
zum Poldreiseit haben und eine gegebene Gerade v berühreui bilden 
eine Schaar; die gemeinsamen Tangenten derselben sind die gegebene 
Gerade i\x^ + ^2^2 + ^8^0 = ^ ^^^ ^^® Geraden 

— V^Xy + V^X^ + VjiTg — 0, v^x^ — v^x^ + v^x^ = 
und 

Für Vi = pi folgt mit Rücksicht auf (22): 

202. Alle Parabeln, für welche ein gegebenes Dreiseit Poldreiseit 
ist^ berühren die Verbindungslinien der Seiteomitten dieses Dreiseits. 

203. Wenn von den vier reellen Schnittpunkten zweier Kegel- 
schnitte der eine in Bezug auf das^ dem gemeinsamen Poldreieck 
parallel eingeschriebene Dreiseit trigonal gelegen ist, so ist dies auch 
bei den drei übrigen der Fall, und zwar liegt alsdann im Inneren 
des parallel eingeschriebenen Dreiseits und in den drei trigonalen 
Feldern je ein Schnittpunkt 

Folgt aus den Entwicklungen S. 252, Zeile 16 ff. und daraus, dass 
sich nach (32), S. 140 die auf das gemeinsame Poldreieck bezogenen 
Coordinaten der Schnittpunkte nur durch die vier verschiedenen hier 
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in Betracht kommenden Vorzeichencombinationen von + yi : + y« • ib y» 
unterscheiden^). 

204-. Welche Gebilde sind als ausartende^ einem ganz im End- 
lichen liegenden Dreieck umschriebene Parabeln zu betrachten? 

Legt man das Coordinatendreieck zu Grunde, so ist ein umschrie- 
bener Kegelschnitt gegeben durch 2(a^X2X^ + <hi^s^i + «12^1^2) = 0; 
hierzu tritt die Bedingung der Parabel F{p, p) = 0. Soll die Curve 
ausarten, so muss A*^ 2a^^a^iai2 verschwinden; es sei etwa a^ =» 0, 
so dass F(fi, p) = «31*1?,* + ai2*i>3* — ^^i^i^PiPi = oder 

(«81 ft — «isPa)* = 0; d- h. aji : a,s = p^ :p^. 

Die Gleichung des betr. Gebildes wird daher ^^(p^x^ -\- p^x^) =' 0, 
d. h.: Unter den einem gegebenen Dreieck umschriebenen Parabeln 
gibt es drei ausartende^ bestehend aus je einer Seite des Dreiecks und 
der Parallelen durch die gegenüberliegende Ecke« 

In ähnlicher Weise oder auch geometrisch findet man die folgen- 
den Sätze über ausartende Parabeln: 

205. Unter den einem Dreiseit eingeschriebenen Parabeln befinden 
sich drei ausartende^ bestehend aus je einer Ecke des Dreisei ts und 
dem unendlich fernen Punkte der Gegenseite. 

206. Unter den Parabeln, die ein gegebenes Dreieck zum Pol- 
dreieck haben, befinden sich drei ausartende, bestehend aus je einer 
doppelt zu zählenden Seite des Dreiecks. 

Man hat hier nämlich die Gleichungen a^^x^^ -}- 0,0;/ -j- a^x^^^^O, 

<h^Pi^ + «s^iJP«* + ö^i^^Pb* =^ "^^ «102^8 *™ Ö5 ^^8 «i -=» folgt 
aber 02^8^1^ *== ^t ^^^o entweder a^ «= oder a^ = 0. 

207. Unter den Parabeln^ die ein gegebenes Dreiseit zum Pol- 
dreiseit haben^ befinden sich drei ausartende, bestehend aus dem Mittel- 
punkte und dem unendlich fernen Punkte je einer Seite des Dreiseits. 

208. Welche Gebilde sind als ausa'rtende, einem Dreieck um- 
schriebene gleichseitige Hyperbeln zu betrachten? 

Man hat hier die Gleichungen 2(a2^X2X,^ + a^iX^x\ -f- €^9X1X2)^=^0, 

[a, Oj] = «28 ^23 + «31 ^Sl + «12 0^12 = Uud Ä = 202^0^^01^ = 0. Sctzt 

man etwa a^^ = 0, so wird a^^ : flrjg = co^j: — cog^, die Gleichung der 
Curve wird also ^^^(cogiajg — »12 ^) = 0, d. h. (vgl. (11)): Unter den 

1) Vgl. hierzu einen Satz von Steiner in der mehrfach citirten Arbeit im 
Jonmal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 55, S. 869—870, 1858, 
oder „GcBammelte Werke", Bd. 2, S. 676. 
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einem gegebenen Dreieck umschriebenen gleichseitigen Hyperbeln gibt 
es drei ausartende, bestehend aus je einer Seite des Dreiecks und der 
zugehörigen Höhe. 

209« Welche Gebilde sind als ausartende, einem Dreiseit ein- 
geschriebene gleichseitige Hyperbeln zu betrachten? 
Hier sind die Gleichungen zu erfüllen 

A = 2aia^a^ = 0. 
Setzt man etwa «1 = 0, so bleibt als Gleichung der Curve 

ein Punktepaar; bei Einfübgrung von Punktcoordinaten erhält man 
(cc^x^ — a^x^y = 0, also den durch die Ecke u^ = gehenden Träger 
des Panktepaares doppelt zählend. Die Bedingung der gleichseitigen 
Hyperbel verwandelt sich bei Substitution der Coordinaten 

Ui : Wg : Wj = : «2 : ( — cfg) 

des Trägers in (ö(ti, u) = 0, worin jedoch Wi = 0, d. h. der Träger 
muss durch einen der beiden Kreispunkte gehen, sowie natürlich durch 
die Ecke t/^ = 0. Das nach den imaginären Kreispunkten gehende 
Geradenpaar möge als circulares Geradenpaar bezeichnet werden^), 
so dass wir sagen können: Als eingeschriebene gleichseitige Hyperbel 
ist jede doppelt gezählte Gerade zu betrachten, die einem der drei 
circularen Geradenpaare angehört, welche von einer Ecke des Dreiseits 
nach einem der beiden imaginären Kreispunkte gezogen werden können; 
es gibt daher sechs solche ausartende gleichseitige Hyperbeln. 
In ähnlicher Weise findet man die folgenden zwei Sätze: 

210, Unter den gleichseitigen Hyperbeln, die ein gegebenes 
Dreieck zum Poldreieck haben, befinden sich drei ausartende, be- 
stehend aus den drei Paaren von Winkelhalbirenden der Winkel des 
Dreiecks. 

211. Unter den gleichseitigen Hyperbeln, die ein gegebenes Drei- 
seit zum Poldreiseit haben, befinden sich drei ausartende, bestehend aus 
je einer doppelt zu zählenden Ecke des Dreiseits. 



1) Die Verbindungslinien irgend eines Punktes P der Ebene mit den beiden 
JBIrcispunkten bilden also das durch F gezogene circulare Geradenpaar. 
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Mit Bücksicht darauf^ dass nach (17)^ S. 138 die Spitzen der drei 
in einem Eegelschnittbüschel enthaltenen Geradenpaare das gemein- 
same Poldreieck aller Car?en des Büschels bilden^ sowie mit Bück- 
sicht auf die dualistisch entsprechende Thatsache^ dass die Trager der 
drei in einer Eegelschnittschaar enthaltenen Punktepaare das gemein- 
same Poldreiseit aller Curven der Schaar bilden, folgen aus (208) und 
(205) sofort die Sätze: 

212« Das Büschel gleichseitiger Hyperbeln, die einem gegebenen 
Dreieck umschrieben sind, hat die Fusspunkte der Höhen des Dreiecks 
zum gemeinsamen Poldreieck. 

213. Die Schaar von Parabeln, die einem gegebenen Dreiseit 
eingeschrieben sind, hat das dem gegebenen parallel umschriebene 
Dreiseit zum gemeinsamen Poldreiseit, oder mit anderen Worten: 

214« Bei jeder einem gegebenen Dreiseit eingeschriebenen Parabel 
gehen die Berührungssehnen durch die Ecken des dem gegebenen 
parallel umschriebenen Dreiseits^). Vgl. (202). 

215. In jedem Eegelschnittbüschel ist im allgemeinen eine gleich- 
seitige Hyperbel enthalten; befinden sich insbesondere zwei solcher 
Curven in dem Büschel, so besteht es überhaupt nur aus gleichseitigen 
Hyperbeln. 

Sind 

8 8 3 9 

f(x, x) =^ ^ aikXiXk = und g{x^ x) =^ ^ hkXiXk = 
11 11 

die Gleichungen der Grundcurven des Büschels Xg — /* = 0, so erhält 
man für eine gleichseitige Hyperbel nach (162) die Bedingungsglei- 
chung X\hy cd] — [a, o] «=« 0, welche in k linear ist. — Wenn zwei 
gleichseitige Hyperbeln im Büschel enthalten sind, müssen \bj ai\ 
und [a, G}] gleichzeitig verschwinden; die angegebene Bedinguugs- 
gleichung ist dann für alle Werthe von A erfüllt*). Dass im letzteren 



1) Vgl. Schröter: „Die Theorie der Kegelschnitte, gestützt auf projecti- 
vische Eigenschaften" (zweiter Theil der von Geiser und Schröter herausgegebenen 
Vorlesungen Steiner's über synthetische Geometrie), 2. Aufl., Leipzig 1876, S. 277. 

2) Aus zwei Gleichungen von der Form 

K \Py «>] "" [^» a>] == und Ij [6, ©] — [a, w] «= 0, 

wobei A,, ^ Aj , folgt durch Subtraction [6, w] = , daher auch [ff, ©] =■ 0. 
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Falle ein Grundponkt des Büschels der Höhensclinittpunkt des darch 
die drei anderen gebildeten Dreiecks ist^ folgt ans (166). 

216. Ist in einem Eegelscbnittbüschel ein Ejreis enthalten, so 
sind die Axen der beiden Parabeln, welche dem Büschel angehören, za 
einander normal. 

Dass in dem Büschel zwei Parabeln enthalten sind, folgt aus (5), 
S. 142, denn hiernach gibt es in einem Eegelschnittbüschel zwei Gurven, 
die eine gegebene Gerade, also auch z. B. die unendlich ferne, be- 
rühren^). Die übrigen Kegelschnitte des Büschels treffen diese Gerade 
nach dem Desargues-Sturm^schen Satze (vgl (12), 8. 143) in Pankte- 
paaren einer Involution, deren Doppelpunkte die Berührungspunkte der 
zwei Parabeln mit der unendlich fernen Geraden sind; sie liegen zu 
allen übrigen Schnittpunktepaaren harmonisch, im vorliegenden Falle 
also auch zum imaginären Kreispunktepaar, d. h. die Axen der zwei 
in dem Büschel enthaltenen Parabeln sind zu einander normal. 

217. Umgekehrt gilt auch der Satz: Die Schnittpunkte zweier 
Parabeln, deren Axen sich rechtwinklig schneiden, liegen auf einem 
Kreise. 

Denn unter den Punktepaaren, welche auf der unendlich fernen 
Geraden zu dem von den Berührungspunkten der beiden Parabeln ge- 
bildeten Paare der Doppelpunkte der Involution harmonisch liegen, 
befindet sich im gegenwärtigen Falle auch das imaginäre Kreispunkte- 
paar, da die Axen der zwei Parabeln sich rechtwinklig schneiden. 
Es ist daher in dem durch die Schnittpunkte der Parabeln definirten 
Kegelschnittbüschel auch ein Kreis enthalten. 



218. Es seien f(x,x)^^0 und g{x^x) = die Gleichungen 
zweier Kegelschnitte, ferner sei durch X^g — /'=0 eines der drei in 
dem Büschel Xg — f = enthaltenen Geradenpaare dargestellt; welche 
Bedeutung hat der Kegelschnitt A^^/ + /*= 0? 

Jedenfalls gehört er dem Büschel an; ist y irgend einer der vier 
Grundpunkte, so haben die in ihm &n f = 0, g ==^ Oj A^^ + /*= ge- 
zogenen Tangenten resp. die Gleichungen 

/•(t/,x) = 0, g(y,x) = 0, X^g(y,x) + f(y,x) = 0] 

diese letzte Tangente liegt aber harmonisch zu X^giy^ x) — /'(j/, x) = 0, 
also zu der durch y gezogenen Geraden des Paares X^g — f=0. 
Hiermit ist der fragliche Kegelschnitt bestimmt. 

1) Vgl. auch S. 199. 
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219, Werden einem yollständigen Vierseit zwei Kegelschnitte 
eingeschrieben, so liegen die acht Punkte, in denen sie die Seiten be- 
rühren, auf einem dritten Kegelschnitte. 

Auf S. 144 wurde gezeigt, dass die in den vier Schnittpunkten 
zweier Kegelschnitte gezogenen Tangenten, deren Anzahl also zusammen 
acht beträgt, einen dritten Kegelschnitt berühren. Hieraus folgt dua- 
listisch der obige Satz. 

220. Legt man durch einen Punkt y des Kegelschnitts f{XjX) = 
Parallelen zu irgend einem Paar conjugirter Durchmesser eines anderen 
Kegelschnitts g (x^ x) «» 0, so schneidet jedes solche Parallelen paar die 
Curve f{Xy x) = in zwei weiteren Punkten, deren jeweilige Ver- 
bindungslinien durch einen bestimmten Punkt P hindurchgehen^). 

Das Geradenpaar, welches den auf f(x, x) = gelegenen Punkt y 
mit den Schnittpunkten der Curve f(XyX) = und der Geraden t'x = 
verbindet, hat nach (53) die Gleichung 

^ (x, x) E^ tv f(x, x) — 2%\ f{y, x) = , 

und dieses Geradenpaar ist zu zwei conjugirten Durchmessern des 
Kegelschnitts g (x, x) = parallel, wenn die Schnittpunkte der unend- 
lich fernen Geraden mit tl;(XyX) = und g(x,x)*=^0 zwei harmonische 
Punktepaare sind. Die Bedingung hierfür geht nach (15), S. 144 aus 
der Gleichung der harmonischen Curve zweiter Classe fi" = von 
g {Xy x) = und ^ (x, x) = dadurch hervor, dass man in ihr die 
variabelen Liniencoordinaten Ui,U2,u^ ersetzt durch. Pi,p2fP^. Da die 
Gleichung jEr=0 die Coefficienten von g(XyX) und ^(XyX), daher 
auch die v.-, linear enthält, stellt sie in der That (in variabelen 
Liniencoordinaten v^,V2,v^) einen Punkt P dar. 

Ist die Curve g {x, a;) = ein Kreis, so erhält man den bereits 
in (84) für den Fall eines um seinen Scheitel rotirenden rechten 
Winkels abgeleiteten Satz von Fr^gier. 

Ersetzt man g(x,x) durch ein Kegelschnittbüschel 

g(x, x) -f- Vc (x, x) = , 

1) Für den speciellen Fall, dass y der Mittelpunkt des Kegelschnitts 
g{Xf x) => ist, wurde dieser Satz zuerst von F regier ausgesprochen in seiner 
Note: ,;Thäorämes nouveauz sur les lignes et surfaccs du second ordre'*, Annales 
de Mathdmatiques, Bd. 7, S. 95 f., 1816 und 1817; vgl. auch einen Artikel von 
Frägier unter gleichem Titel in Bd. 6, S. 321 ff., 1816, in derselben Zeitschrift. 

Das dem allgemeinen Satze bei Oberflächen zweiter Ordnung analoge 
Theorem hat zuerst Hesse ausgesprochen in seiner Abhandlung „üeber Ober- 
flächen zweiter Ordnung*', Journal für die reine und angewandte Mathemaük, 
Bd. 18, S. 110, 1837. 



V 
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so enthält der Ausdruck H(p^jp^,p^), gebildet für gixyx) + klc[XyX)j 
den Parameter X wieder linear^ die Punkte P erfüllen also jetzt eine 
Punktreihe ^). 

Ersetzt man ferner g{Xf x) durch die Gesammtheit der einem ge- 
gebenen Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte, also durch die Curven 
einer Schaar^ welche in Liniencoordinaten etwa durch 

G(u,u) + kK(u,u) = 0, 
in Punktcoordinaten durch eine Gleichung von der Form 

^o(^, a?) + 2^91 {x, x) + l^g^ {x, x) = 
dargestellt ist; so wird der Ausdruck U(jp^p\ gebildet für diese Glei- 
chung, von der Form Fq + 2AFi + ^^V^ = 0, wobei die V in den 
Liniencoordinaten Vi linear sind. Den unendlich vielen Werthen des 
Parameters X entsprechen unendlich viele Punkte P, welche eine Curve 
erfüllen. Bei Bildung ihrer Gleichung beachte man, dass für eine 
beliebig fixirte Gerade v die in k quadratische Gleichung 

Fo + 2AF, + A*F, = 

im allgemeinen zwei verschiedene Werthe gibt. Soll die Gerade eine 
Tangente sein, so müssen diese zwei Wurzeln zusammenfallen, und 
man erhält alsdann V^V^^ — V-^ = 0, also eine Curve zweiter Classe, 
die von allen Punkten P erfüllt wird*). 

221. Man beweise nachstehenden Satz von Steiner^): 
„Zieht man in einem gegebenen Kegelschnitte K^ ein System 
paralleler Sehnen GG^ nach beliebiger Richtung 22, so liegen ihre 
Mitten P in einem Durchmesser FF^ = 2f desselben; und beschreibt 
man über den Sehnen, als Durchmesser, Kreise P, so haben diese 
irgend einen bestimmten anderen Kegelschnitt K zur Enveloppe, und 
zwar berühren sie ihn doppelt, jeder in zwei Punkten (7." 

Um die Gleichung der Kreise P zu erhalten, ist ähnlich zu ver- 
fahren wie in (78);*) nur tritt an Stelle der Geraden v« = jetzt 
ein Büschel paralleler Geraden, d. h. es ist Vx zu ersetzen durch 



1) Vgl. Schröter: „Die Theorie der Kegelschnitte, gestützt auf projectivische 
Eigenschaften" (zweiter Theil der von Geiser und Schröter herausgegebenen Vor- 
lesungen Steiner's über synthetische Geometrie), 2. Aufl., Leipzig 1876, S. 266. 

2) Vgl. Schröter, a. a. 0. S. 290. 

3) „Elementare Lösung einer geometrischen Aufgabe, und über einige damit 
in Beziehung stehende Eigenschaften der Kegelschnitte", Journal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 37, S. 179, 1847, oder auch „Gesammelte Werke", 
Bd. 2, S. 408. 

4) Diese Gleichung stellt im Grunde den Directorkreis dar, welcher dem 
darch die Endpunkte einer Sehne gebildeten Punktepaare zugehört. 
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Vx -}- ^Px = . Nehmen wir zunächst ein beliebiges StrahlenbQschel 
Vj. -{• kWx "= Of 80 würde man für das System von Kreisen in varia- 
belen Punktcoordinaten yt die Gleichung erhalten: 

(vy + ^w^y ' [a, m] — yCvy + A«^v){r(yi)[o (^i) + ^^'(^i)] H 

+ {g){v,v) + 2X<d(v,w) + l^ci){w,w)}f(y^y) = 0. 

dabei ist fQc, 2:) «=» die Gleichung des gegebenen Kegelschnitts Ki. 
Wenn man nach Potenzen des Parameters X ordnet, verwandelt sich die 
Gleichung des Systems von Kreisen in einen Ausdruck von der Form 
K, + 2AX,,«, + A*K«, = 0, wobei 

K. EE [a, <dW ~ Y{ß>'(^i)/"(yi) + • • • + ^'Mr(ys)}tj 

denjenigen Kreis darstellt, der über der Sehne Vx ^^ als Durchmesser 
errichtet ist^ und K«, die gleiche Bedeutung besitzt mit Bezug auf die 
Sehne w?^: = 0. Ferner ist 

E [a,(o]VyWy — - [ai'(t?i)r(yi) H f- oi'Mf'(y^)]Wy 



^v.w 



Nimmt man ein Büschel paralleler Strahlen (vi = p^, so bleibt der 

Ausdruck K« unverändert, K» geht dagegen über in Kp ^ [a, ©]|>y*, 

,Xr,w in Xp,tt, E^ [a, a)]pyWy — Vw,y -Pi^; wobei V(w,y) gerade so wie in 

1 ^ 
(45), S. 96 definirt ist durch -r^ (x>\^Oi)f(yi), so dass ^(tt?, y) = 

1 
nach (20 a), 8.24 die Gleichung desjenigen Durchmessers von f{x,x)'=^0 
repräsentirt, welcher zur Richtung des Normalencentrums der Geraden tc 
conjugirt ist. 

Die Enveloppe aller Kreise des Systems K^ +2AXp,w + A*K«, = 

wird (vgl. (220)) KpK«, — Xj,«, = 0, und diese Gleichung stellt nach 
Ausscheidung des Factors Py* einen Kegelschnitt dar; werden die oben 
angegebenen Werthe eingesetzt, so findet man als Gleichung dieses 
Kegelschnitts K = [a, ©] © (w, w) f(y, y) — V^(w, y) = 0. Dass der- 
selbe von allen Kreisen des Systems doppelt berührt wird, geht daraus 

hervor, dass man für den Ausdruck KpK^ — Xp,» nach Multiplicatiou 
mit (X — fif die Identität hat 

(Kp + 2AXp..+ A^K.)(Kp + 2ftXp., + ^^K,) 

- [(Kp + AXp,«,) + (Xp,. + AK.)H' -- (KpK,, - X],,.)(A - ^)^ 
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wobei X und (i ganz willkürliche Parameter bezeichnen. Die Form 
der Gleichung K=^0 zeigt ferner, dass der gegebene Kegelschnitt K^ 
von K in den Endpunkten eines diesen beiden« Curven gemeinsamen 
Durchmessers berührt wird. Auch die meisten übrigen von Steiner 
a. a. 0. aufgestellten Sätze lassen sich auf Grund der vorstehenden 
Entwickelungen ableiten. 

222. Wird irgend ein Punkt y eines Kegelschnitts verbunden 
mit den Punktepaaren, die auf der Curve durch die Strahlen eines 
beliebigen Strahlenbüschels ausgeschnitten werden, so bilden diese 
Paare von Verbindungslinien eine Involution. Die Doppelstrahlen 
dieser Involution werden durch die Geraden gebildet, welche vom 
Punkte y nach den Berührungspunkten der zwei in dem Strahlen- 
büschel enthaltenen Kegelschnittstangenten gezogen werden können. 
Das Geradenpaar, welches vom Punkte y der Curve f(x, x) = 
nach deren Schnittpunkten mit u^ s» gezogen werden kann, ist nach 
(53) gegeben durch Uj,f(x, x) — 2ux' f(x, y) ■■ 0. Ersetzt man die 
Gerade u» = durch die Strahlen eines Büschels t?« + Am?«? ™ 0, so 
erhalt man: Vyf{Xf x) — 2vxf(x, y) + A { to^f{x, x) — 2Wxf(x, y) } -= 0, 
ein Ausdruck, der in X linear ist. Alle diese Geradenpaare, welche 
man für variirende Werthe X erhält, treffen nach (12), S. 143 eine 
beliebige Gerade in JPunktepaaren einer Involution. Die Geraden- 
paare bilden daher selbst eine Involution; offenbar gehen ihre Doppel- 
strahlen von y nach den Berührungspunkten der beiden Tangenten, 
die sich von dem Centrum des Strahlenbüschels Vx -{- XWx'^O, dem 
sog. Involutionscentrum ^), an den Kegelschnitt ziehen lassen. 

^ Hieraus folgt eine einfache Construction der Doppelstrahlen einer 
Involution, die durch zwei Strahlenpaare bestimmt ist: Man legt 
durch das gemeinsame Centrum der Strahlenpaare einen beliebigen 
Kegelschnitt, am einfachsten einen Kreis; derselbe möge von dem 
einen Strahlenpaare noch getroffen werden in den Punkten p und p\ 
von dem anderen in q und q. Alsdann zieht man pp^ sowie qq, 
Schnittpunkt sei 0, und construirt die Polare von js in Bezug auf den 
oben erwähnten Hilfskegelschnitt. Ihre Schnittpunkte mit demselben 
ergeben durch Verbindung mit dem Centrum der Strahlenpaare die 
gesuchten Doppelstrahlen. 

228. Wie lautet der dem obigen Satz dualistisch entsprechende? 



1) Vgl. V. Stand t, ,,Beiträge zur Geometrie der Lage". Erstes Heft, Nürn- 
berg 1856, S. 47. 
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224. Man untersuche das gemeinsame Poldreieck eines Büschels 
von Kreisen. 

Sind Kq = und JT^ = die Gleichungen zweier Kreise, so ent- 
hält nach (182) das Büschel Kq — kK^ = einen in ein Geraden- 
paar ausartenden Kreis, bestehend aus der Potenzlinie und der unend- 
lich fernen Geraden (vgl. S. 59).^) Die Spitze dieses Geradenpaares, 
also nach (17) , S. 1^8 eine Ecke des den Kreisen des Büschels ge- 
meinsamen Poldreiecks, ist der unendlich ferne Punkt der Potenz- 
linie, und die Polare dieses Punktes kann nur die gemeinsame Centrale 
sein. Die auf ihr gelegenen Ecken des Poldreiecks müssen harmonisch 
liegen zu dem Schnittpunktepaar der Centrale sowohl mit Kq als mit 
Kj^, sie müssen daher die Doppelpunkte der Involution sein, welche 
auf der Centrale durch ihre Schnittpunktepaare mit den einzelnen 
Kreisen des Büschels gebildet wird* man nennt diese Doppelpunkte die 
Grenzpunkte des Büschels. Sie sind zugleich die Spitzen der zwei 
in dem Büschel enthaltenen circularen Geradenpaare. Das gemein- 
same Poldreieck besteht somit aus den zwei Grenzpunkten und dem 
unendlich fernen Punkte der Potenzlinie. Zugleich folgt, dass die 
nach dem letztgenannten Punkte gehenden zwei Seiten des Dreiecks 
zur Centrale normal sind, denn jede derselben liegt zugleich mit der 
Centrale harmonisch zu dem durch die betreffende Ecke gehenden 
circularen Geradenpaare. Die Grenzpunkte sind als Doppelpunkte der 
oben genannten Involution bekanntlich imaginär oder reell, je nachdem 
das auf der Centrale von Kq ausgeschnittene Punktepaar durch das 
von Kl ausgeschnittene getrennt oder nicht getrennt wird, d. L je 
nachdem die Kreise des Büschels eine reelle oder imaginäre gemein- 
same Schnittsehne besitzen^). 

Jeder Punkt der Potenzlinie hat bekanutlich gleiche Potenz in 
Bezug auf alle Kreise des Büschels. Zieht man also von irgend einem 
Punkte der Potenzlinie Tangenten an diese Kreise, so liegen die Be- 
rührungspunkte auf einem Kreis, der durch die Grenzpunkte geht und 



1) Unter Anwendung der Bezeichnung in (182) ist X «= \~^ — \ ; übrigens 

könnte die Wurzel l auch aus einer der sechs Gleichungen entnommen werden, 

die in der auf if^, — XÄ^ = angewandten IdentiiÄt ( " ) £Z enthalten sind 

(vgl. (13), S. 51). Die Bedingungen in (183) Hessen sich hierdurch mannigfach 
umformen. 

2) VgL Steiner: ,,Ueber einige neue Bestimmungsarten^der Cnrren zweiter 
Ordnung nebst daraus folgenden neuen Eigenschaften derselben Curven". Journal 
für die reine imd angewandte Mathematik, Bd. 46, S. 206 f., 1862, oder „Geeani- 
melte Werke", Bd. 2, S. 463. 
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die einzelnen Kreise rechtwinklig schneidet. Hiermit ist aiich eine 
Gonstruction der zwei Grenzpunkte gegeben. Zugleich entsteht durch 
alle, die eben genannten rechtwinklig schneidenden Kreise ein zweites 
BQschel^ das die Grenzpunkte des ersten zu Grundpunkten hat. 



225. Die Gleichung des Directorkreises der Curve zweiter 
Ordnung f(x,x)=^0 lautet 

2ir= (^sja^sj + ^agöJga — 2.^83(089) jj^ H 

Folgt sowohl aus der in (29)^ S. 148 gegebenen Gleichung des 
Directorkreises einer Curve zweiter Classe, als auch aus der in (89) 
abgeleiteten Formel für den Winkel a der Tangenten ^ welche von 
irgend einem Punkte an die Curve f(x, x) =^ gezogen werden können; 
man hat in letzterem Falle nur a «» 90^ zu setzen. 

Uebrigens sei der Vollständigkeit halber noch daran erinnert^ 
dass nach (199) der Ausdruck 2H auch in die Form gebracht werden 

kann 2H^ [a, (o]f(x, x) — (o (f^y f^^ f^), wobei /i ^ y fi^d) welche 

dadurch wichtig ist, dass in ihr ein Glied auftritt mit f(Xf x) als 
Factor. 

226. Die Gleichung des Directorkreises der auf schiefwinklige 
Parallelcoordinaten (x^: x^i x^^^ x : y : 1) bezogenen Curve zweiter 
Ordnung f(Xy y, 1) = lautet: 

(«11 + 0^22 — 2a,a cos w)f{x, y, 1) - (a„a;^+ a,.^y + a,,)« 

Folgt sofort aus der zuvor erwähnten Form 

[a, €o]f(x, x) — c} (/i, /i, Q — 
f&r die Gleichung des Directorkreises. 

227. Man beweise, dass die Gleichung in Liniencoordinaten des 
Directorkreises der Curve zweiter Ordnung f(Xy a;) — die Gestalt besitzt 

A ' [a, ©] ' (o{%ii m) + r F^{fiy u) == 0, 

Kann leicht vermöge der kanonischen Form 

rXi^ + rxg^ + xXj« = 

der Curvengleichung f{Xy x) =0 (vgl. (29), S. 91) verificirt werden. 
Ein anderer Beweis folgt aus (228) mit Benutzung von (10a), S. 59. 



Qnndvlfiogeri Vorlosungen« 



^A 
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228. Ist g){u,u)=^0 die Gleichung einer Curve zweiter Glasse, 
für welche ip{p,p) < 0, 2%'--^ ^ ^(^> (o)aXiXk = die Gleichung 



des zugehörigen Directorkreises (vgl. (29), S. 148), so besteht die Re- 
lation 2q>{p,p)'X {x, x) = ß ^) + [^ G}\ ' pj, in welcher 

y<-| 9' (!>.■), (»=1,2,3), , 

die Coordinaten des Mittelpunktes von g>(u,u)=^0 bedeuten. 

Man bilde die Determinante aus den Elementen o^ -}" ^^tk and 
rändere dieselbe sowohl bei den Horizontal- als bei den Verticalreihen 

mit den zwei Reihen a- 9^'(^i)' y9^'(1^j<)> o 9^'CPs) und oJi, ar^, oTj; die 

vier übrig bleibenden Stellen in der so entstehenden Determinante 
5« Grades fülle man durch Nullen aus. Nach Multiplication der drei 

ersten Verticalreihen mit ~, y, j ^^^ Subtraction derselben von 

der vierten, sowie nach gleichem Verfahren bei den Horizontalreihen 
lässt sich die Determinante unter Berücksichtigung von o)'(j9/) = 
zerlegen in 

Diese Umformung der ursprünglichen Determinante gilt, welchen Werth 
auch der Parameter k haben mag, es müssen daher die Coefficienten 
gleicher Potenzen von A dieselben sein. Durch Vergleichen der Coeffi- 
cienten von X^ folgt (^ j = (p(pj p) '2%{x,x) — [A, o]p,*, woraus 

sofort die verlangte Relation hervorgeht. 

229. Der Radius r des Directorkreises eines Kegelschnitts ist 

gegeben durch die Formel r = }/a* + 6*, wo a und h die Längen der 
Halbaxen bedeuten und in a^ + h^ das positive oder negative Vor- 
zeichen zu stehen hat, je nachdem die Curve eine Ellipse oder Hy- 
perbel ist. 

Aus der in (228) abgeleiteten Gleichung des Directorkreises 

\ j + [A; (jo]Px^ = der Curve zweiter Classe ^(w, w) = folgt 

mit Rücksicht auf (10a), S. 59 die Relation r* = K\ ^ , und 

dieser Ausdruck ist nach (136) gleich a* + 6*. 

230, Für eine gleichseitige Hyperbel artet der Director- 



Ort der Punkte, von welchen aas zwei Strecken gleich gross erscheinen. 33d 

kreis in das circulare Geradenpaar aus^ dessen Spitze der 
Mittelpunkt der Curve ist. Vgl. die Fassnote zu 8. 329. 

Folgt wegen a* — 6* = aus (229), mit Rücksicht auf S. 148. 

231. Man beweise nachstehenden Satz von Steiner^): 
yySind in einer Ebene zwei begrenzte Geraden AB und CD in 
beliebiger fester Lage gegeben, so besteht der Ort desjenigen Punktes, 
aus welchem dieselben unter gleichen Winkeln (oder auch unter Winkeln, 
die zwei Rechte betragen) gesehen werden, aus zwei Curven dritten 
Grades. Beide Curven gehen durch die yier Endpunkte der gegebenen 
Geraden, sowie durch ihren gegenseitigen Schnittpunkt. Ferner haben 
die Curven diejenigen zwei Punkte gemein, aus welchen beide Geraden 
unt^r rechten Winkeln erscheinen. Die zwei übrigen gemeinschaft- 
lichen Punkte der Curven sind imaginär und liegen auf der unendlich 
entfernten Geraden.** 

Es seien tp (u, ti) ^ a« • ^„ = und ^(m, m) ^ y^ • d^ = die 
Gleichungen der beiden Punktepaare Ä, B und C, D, 



fHi 



^2+ («ift^s) = und n^ =2+ (Vi ^»^s) ==* 



diejenigen ihrer Träger. Sind nun yi (t — 1,2, 3) die Goordinaten 
irgend eines auf dem gesuchten Orte gelegenen Punktes, so müssen 
die Winkel, unter welchen die beiden Punktepaare von y aus er- 
scheinen, einander gleich sein oder sich zu zwei Rechten er^nzen, 
d. h. man hat nach (88): 

tg « — ± — g— =- ± — 2— , 

wobei 2H=M — und 2K^(l^) =0 die den Punktepaaren 

a, ß, bezw. y, d zugehörigen Directorkreise darstellen. Als Ort des 
Punktes y erhält man die zwei Curven dritter Ordnung Km^ — Hn,j=0 
und Knip -f- Hny => 0, aus deren Gleichungen man leicht die oben 
angeführten Behauptungen von Steiner ablesen kann. Die zwei im 
Unendlichen gelegenen Schnittpunkte der beiden Curven sind natürlich 
die imaginären Ereispunkte. 

232. Wann artet der Directorkreis einer Curve zweiter Classe 
9?(u, u) = in ein Geradenpaar aus? 

Nach S. 148 f. tritt dies ein im Falle der Parabel (9>(jp,jp) = 0), 
ferner nach (228), wenn [A, co] ^^ 0, d. h. im Falle der gleichseitigen 

1) „Aufgaben und Lehrsätze'*. Journal für die reine und angewandte Mathe- 
matik, Bd. 45, S. 376, 1862, oder auch „Gesammelte Werke", Bd. 2, S. 487. 

22* 
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Hyperbel. Das Product dieser beiden Bedingungen ist in den an 
vom dritten Grade, muss daher mit der Discriminante der (in den an 
gleichfalls linearen) Gleichung des Directorkreises bis -auf einen Zahlen- 
factor identisch sein. 

233. Die Directorkreise einer Eegelschnittschaar bilden 
ein Büschel. 

Folgt sofort daraus y dass die Gleichung des Directorkreises der 
Curve Xilf(u, u) — 9?(w, w) = in den Coefficienten von ^ und g), also 
auch in dem Parameter l linear ist. 

Besteht die Schaar insbesondere aus coufocalen Kegelschnitten, 
80 sind die zugehörigen Directorkreise natürlich alle concentrisch.. 

234. Es gibt zwei feste Punkte in der Ebene, von denen an 
alle Kegelschnitte einer Schaar zu einander rechtwinklige Tangenten 
gezogen werden können. 

Da die Directorkreise der Schaar nach (233) ein Büschel bilden, 
schneiden sie sich in einem und demselben im Endlichen gelegenen 
Punktepaare. Zur Construction desselben zeichnet man am einfachsten 
die Directorkreise, welche den in der Schaar enthaltenen Punktepaaren 
zugehören, d. h. diejenigen Kreise, welche je eine der Diagonalen des 
gemeinsamen Tangentenvierseits als Durchmesser haben. Es folgt 
also der Satz: 

235. Die drei Kreise, welche man über den Diagonalen eines 
vollständigen Vierseits als Durchmesser beschreiben kann, schneiden 
sich in einem und demselben Punktepaare. 

236. Durch fünf Geraden sind fünf Yierseite bestimmt; jedem 
demselben lässt sich eine Schaar von Kegelschnitten einschreiben, für 
welche die zugehörigen Directorkreise sich nach (233) in demselben 
im Endlichen gelegenen Punktepaare schneiden. So entstehen im 
ganzen fünf Punktepaare, von denen gezeigt werden soll, dass sie auf 
einem und demselben Kreise liegen. 

Jenen fünf Kegelschnittscbaaren gehört gemeinschaftlich derjenige 
Kegelschnitt an, welcher die fünf gegebenen Geraden berührt; sein 
Directorkreis muss demnach durch die oben genannten fünf Punkte- 
paare hindurchgehen. 

237. Die Directricen einer Schaar von Parabeln bilden 
ein Strahlenbüschel. 

Folgt daraus, dass die Directorkreise einer beliebigen Kegelschnitt- 
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scbaar Dach (233) ein Büschel von Kreisen bilden; im Falle der 
Parabel zerfällt nach S. 148 f. jeder Kreis dieses Büschels in die 
Directrix der Parabel and die unendlich ferne Gerade; die Gleichung 
der Directrix bleibt aber in dem Parameter X der Schaar 

A^(U; u) — g)(ti, tt) «» 
linear. Vgl. auch (244). 

238. Die Directricen aller einem und demselben Dreiseit ein- 
geschriebenen Parabeln schneiden sich im Hohenschnittpunkte des 
Dreiseits *). 

Die Directricen bilden nach (237) jedenfalls ein Strahlenbüschel. 
Andrerseits sind in der Parabelschaar nach (205) drei ausartende 
Curven enthalten^ gebildet durch je eine Ecke des Dreiseits und den 
unendlich fernen Punkt der Gegenseite. Die Directricen dieser Punkte- 
paare bestehen aber je aus der von der betreffenden Ecke auf die 
Gegenseite gefällten Normale, d. h. aus den Höhen des Dreiseits. 

239. Die Höhenschnittpunkte derjenigen vier Dreiseite, die durch 
vier beliebige Geraden bestimmt sind, liegen auf einer und derselben 
Geraden ; und zwar auf der Directrix derjenigen Parabel^ welche jene 
vier Geraden berührt*). 

Nach (238) gehen die Directricen aller einem Dreiseit eingeschrie- 
benen Parabeln durch dessen Höhenschnittpunkt;* dasselbe muss also 
auch von der Directrix derjenigen Parabel gelten^ welche die Seiten 
der vier Dreiseite berührt, sie muss folglich durch die vier Höhen- 
schnittpunkte gehen. 

Offenbar gilt auch der Satz: 

240. Die Höhenschnittpunkte alier Dreiseite, die einer Parabel 
umschrieben sind, liegen auf der Directrix der Curve'^). 

241. Die Directricen aller Parabeln, für welche ein gegebenes 
Dreiseit Poldreiseit ist, schneiden sich im Mittelpunkt des umschrie- 
benen Kreises*). 

1) Vgl. Steiner: ^^Geometrische Lehrsätze^S Journal für die reine and an* 
gewandte Mathematik, Bd. 2, S. 191, 1827, oder auch „Gesammelte Werke'*, 
Bd. 1, S. 134. 

2) Vgl. Steiner: „D^veloppement d'une s^rie de thdor^mes relatifs anx 
sections coniques*'. Annale» de Mathdmatiqnes, hrsgg. von Gergonne, Bd. 19, S. 69, 
oder anch „Gesammelte Werke", Bd. 1, S. 207. 

8) Ibid. 

4) Vgl. Schröter: „Die Theorie der Kegelschnitte, gestützt anf projecti- 
▼ische Eigenscbaften" (zweiter Theil der von Geiser nnd Schröter herausgegebenen 
Vorlesungen Steiner's über synthetische Geometrie), 2. Aufl., Leipzig 1876, S. 407, 
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Die Parabeln bilden nach (201) eine Schaar, ihre Directricen 
nach (237) ein Strahlenbüschel. In der Parabelschaar sind nach (207) 
drei ausartende Curven enthalten, bestehend ans dem Mittelpunkte 
und dem unendlich fernen Punkte je einer Seite des Dreiseits; die 
zugehörigen Directricen sind aber die in dem Mittelpunkte auf der 
jeweiligen Seite errichteten Normalen^ die sich nach (237) in einem 
und demselben Punkte schneiden bekanntlich im Centrum des dem 
Dreiseit umschriebenen Kreises. 

Folgt auch aus (202) mit Benutzung von (238), denn der Hohen- 
sclinittpunkt des parallel eingeschriebenen Dreiseits ist zugleich Cen- 
trum des dem gegebenen Dreiseit umschriebenen Kreises. 



242, Die Directrix der Parabel f{x^ ä;) = hat die Gleichung 

1 * 
{[«, ö]/'(y, a?) — Y^^'ifi) ' fi^i)}^Py 



— { l«, ß>]/'(y, y) — ö(/i, fi, f9)}px = 0; 

dabei sind y^ , y,, j/j ganz willkürliche Zahlen (z. B. ^1=2/2 = 0, y^ = 1, 
falls i?s ^ 0), die jedoch nicht die Gleichung p^y^ +^2^2 +^^8 = ^ 

erfüllen dQrfen; /J ist zur Abkürzung gesetzt für ~^f\yi)- 

Wir gehen aus von der Gleichung des Directorkreises 
2ir= [a, cD]/(a;, x) - a>{f^J,,Q ^ 

(vgl. (199) und (225)); dieselbe muss im gegenwärtigen Falle nach 
S. 148 f. sich in zwei lineare Factoren zerspalten lassen^ deren einer 
die unendlich ferne Gerade px = 0; der andere die Directrix repräsen- 
tirt. Wendet man die S. 38 gegebene Methode zur Bestimmung dieses 
zweiten Factors an, so folgt die obige Gleichung. 

248« Die Directrix der auf schiefwinklige Parallelcoordinaten 
{x^:X2:x^ = x:y:l) bezogenen Parabel f(x, y, 1) = hat die Gleichung 

(^18 + -^8 cos w)x + {A^ + ^18 cos w?) y 

— Y (Ai + ^22 + 2^x2 cos w) == 0. 
Folgt aus (242) durch die Substitution Pi =Pi = Oy i>3 = 1; 

n 1 1 008 IT 

yi = y2 = o, ^8 = 1» ®" = ^28 =" B^«w' ^""""riS^i' 

^is = »» — 0^88 = ö (7S^' S. 8). 

le JJir 
244. D ectrix der auf schiefwinklige Parallelcoordinaten 

(1*1 : t<2 : Wg = u :v :1) bezogenen Parabel ^(tt, v, 1) = hat die 

Gleichung 
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(«13 + «28 COS W)X + («28 + «„ COS w)f/ — ^- (a^^ + «^j + 2^18 COS w) = 0. 

Folgt aus (243). 

245. Man bilde die Gleichungen der Axe^ Scheiteltangente und 
Directrix der auf rechtwinklige Coordinaten bezogenen Parabel 

9x* + 16y« — 24a;y — 4a; — 28y - 16 = 0. 

Für die Axe findet man nach (122) die Gleichung 

dx—12y + -\'l~~^ = oder 3a; — 4y + 2 = 0, 

Mit Hilfe der Werthe A^^ = 200, ^^ = 150, A ^ — 2500, 
^,^ = — 452, A„ = — 148 wird die Gleichung der Scheit el tan gente 
nach (123) 

200a;+150y + ~^^^^+^^^ oder 4^ + 3f/ + 5-0. 

Für die Directrix ergibt sich nach (243): 

200a;+ 150y+^ — oder 4a; + 3y + 6 « 0. 
Der Parameter 2p der Parabel wird nach (124) 

„ 2 1/2600 , 4 



246. Der Directorkreis eines Kegelschnitts schneidet alle die- 
jenigen Kreise senkrecht, welche durch Poldreiecke des Kegelschnitts 
hindurchgehen^). 

Zum Beweise dieses Satzes fragen wir zunächst, welche Beziehung 
zwischen den Coordinaten des Mittelpunktes und der Länge des Radius 
eines Kreises bestehen muss, wenn der Kreis durch Poldreiecke der 
Curve zweiter Classe y(w, w) = hindurchgehen, also zu dieser Curve 
conjugirt sein soll. Die Gleichung eines Kreises mit dem Mittel- 
punkte y und dem Radius r lautet nun nach (10a), S. 59 

Will man die verlangte Bedingung haben,* so sind zufolge (12), S. 162 
die Producte XiXk zu ersetzen durch die Goefficienten an von ip(u, n) == 0. 

3 s 

Hierdurch verwandelt sich \^J^ in 2x(y, y) = ^^(j^yfohyiykf 

1 1 
pj in (p{p,p), und man erhält 2x{y,y)^r^r(p(p,p)-py^^=0. Ist 
nun der Mittelpunkt y gegeben, so folgt für das Quadrat des Radius 

1) Vgl. Schröter a. a. 0. S. 185. Dieser Satz würde zuerst von Fanre 
aufgestellt (Nonvelles Annales de MathdmatiqQes, Bd. 19 der 1. Serie). 
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fi^. — xiy*y) yjjj dieser Ausdruck ist nach (55), S, 100 gleich 

der Potenz des Punktes y in Bezug auf den Directorkreis von 9?(m,w) = 0, 
woraus der oben aufgestellte Satz folgt^ den man also in nachstehen- 
der Form aussprechen kann: 

247. Die Potenz des Mittelpunktes eines Kegelschnitts in Bezug 
auf den einem beliebigen Poldreieck umschriebenen Kreis ist gleich 
dem Quadrate des Badius des Directorkreises^). 

Im Falle der Parabel ist (p(p,p) =0, und die Coordinaten y,- der 
Mittelpunkte aller Kreise, welche Poldreiecken umschrieben sind, er- 
füllen alsdann die Gleichung des Directorkreises 2x(x, x) »» 0; da 
dieser aber für die Parabel in die unendlich ferne Gerade und die 
Directrix zerfallt, so folgt: 

248. Die Mittelpunkte aller Kreise, welche Poldreiecken einer 
Parabel umschrieben sind, liegen auf der Directrix der Parabel^). 

249« Wenn eine gleichseitige Hyperbel conjugirt liegt zu einer 
Parabel, d. h. also wenn die Hyperbel durch die Ecken unendlich 
vieler Poldreiecke der Parabel hindurchgeht, oder wenn die Parabel 
unendlich viele Poldreiseite der Hyperbel berührt, so trifft die Axe der 
Parabel die gleichseitige Hyperbel in einem Punktepaare, dessen Mittel- 
punkt der im Endlichen gelegene Brennpunkt der Parabel ist. 

Die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel sei f{x^x)^^Oj wobei 
natürlich [a, a>] «» 0; die Parabel sei durch eine Gleichung in Linien- 
coordinaten gegeben in der Form 

»K <*) + (yi Wi + ya^^s + ys^») (^i <*! + »%u^ + ^s^s) = o 

(vgl. S. 120), wobei y der im Endlichen gelegene, z der unendlich 
ferne Brennpunkt sein möge. Die Bedingung, dass beide Curven con- 
jugirt liegen, ist nach S. 162 [a, a] + /*(y, i») = oder /*(y, jbt) « 
da [a, Go] s= 0; daher sind y und e harmonische Pole in Bezug auf 
f{x,x)^=Oy und zwar liegt z im Unendlichen, also y in der Mitte 
zwischen den Schnittpunkten der Parabel axe yz und der gleichseitigen 
Hyperbel. 

250, Welche geometrische Bedeutung hat die Grösse r ^'^ » > 

wenn y^y^^y^ <iio Coordinaten eines nicht auf dem Kegelschnitt 
f(x,x)^^0 gelegenen Punktes bezeichnen? 

Die Gleichung in Liniencoordinaten eines Kreises vom Radius r 
und mit dem Mittelpunkte y ist nach (2), S. 57: r^Py^<o(u,u) — li/esO. 

1) Vgl. die Fassnote za S. 343. 



Conjngirte Lage von Kreisen zu einem Kegelschnitt. 345 

Die Bedingung dafür, daas dieser Kreis conjugirt liege zu dem Kegel- 
schnitt f{Xf x) <« 0; wird nach S. 162 dadurch erhalten, dass man die 
UiUk ersetzt durch an. Alsdann entsteht r*« [a, «] «jp/ — f{y, y) = 0, 

woraus folgt, dass *^^y^ ^ gleich ist dem Quadrat des Radius des- 

jenigen Kreises, welcher den Punkt y zum Mittelpunkt hat und zu 
f{x, rc) «= conjugirt Hegt, also einem Poldreiseit von f(x, a;) = 
eingeschrieben ist Man könnte in Analogie zu (55), S. 100 den Aus- 
druck p ^' ^\ nennen 'die Potenz des Punktes y in Bezug auf den 

Kegelschnitt f(x, x) "— 0; sie wäre offenbar gleich dem Quadrat des 
Radius des Directorkreises für jenen Kreis, welcher y zum Mittelpunkt 
hat und einem Poldreiseit von f(x, x) == eingeschrieben ist. 
Ausserdem folgt sofort: 

251« Soll ein Kreis irgend ein Poldreiseit des Kegelschnitts 
f{XyX)^=0 berühren, oder der Kegelschnitt irgend einem Poldreieck 
des Kreises umschrieben sein, so muss bei gegebenem Radius r der 
Mittelpunkt y des Kreises auf dem Kegelschnitt 

liegen, der nach (130) mit ({x^ x) = concentrisch, ähnlich und ähn- 
lich gelegen ist. 

Der Mittelpunkt y ist auch der Höhenschnittpunkt H des betreffen- 
den Dreiecks; bezeichnet man femer mit AyB,C dessen Ecken, mit 
A^y £|, Cj die Fusspunkte der zugehörigen Hohen, mit r den Radius 
desjenigen Kreises, welcher das Dreieck zum Poldreieck hat, so ist, 
wie 'die elementare Planimetrie lehrt ^), 

v^^^HA- HA, = HB • HB^ = HC HC,. 

In Folge dessen kann man auch sagen ^): 

252. Soll das Product aus den Abschnitten der Hohen eines dem 
Kegelschnitt f(x, a;) = eingeschriebenen Dreiecks constant gleich r* 
sein, so ist der Ort des Höhenschnittpunktes der Kegelschnitt 



1) Das betr. Theorem wird sich übrigens in (822) bei allgemeineren Betrach- 
tungen über Ereisnetze aus der Definition der Potenz ergeben. 

2) Vgl. zu (252)~(254) Salmon: «.Analytische Geometrie der Kegelschnitte'', 
frei bearbeitet von W. Fiedler, 5. Aufl., 2. Theil, S. 641. 1888. Daselbst ist 
anch die betrefifende Litterat nr citirt. 
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253. Soll das Product aas den Abschnitten der Höhen eines dem 
Kegelschnitt tp {u, u) »= umschriebenen Dreiecks constant gleich r^' 
sein, so ist der Ort des Höhenschnittpunktes der mit dem Kegelschnitt 

concentrische Kreis 2x{y,y) — ^i*^ 9^ (Pj p) ' Py = . 

Die Bedingung dafür, dass der Kegelschnitt ^(ti, k) = irgend 

einem Poldreiseit des Kreises \) — '^'i^P^Px '^^ eingeschrieben 

sei, wird nämlich nach (17), S. 163 dadurch gebildet, dass man in der 
Gleichung des Kreises die XiX^ ersetzt durch «,«. Hierdurch verwan- 
delt sich g3 ^'" 2;c(y,y) (vgl. (29), S. 148), i),» in ijp(p,jp), mid 

man erhält 2;t(y, y) — ^i*^9>(P; p) -p/ = 0. Bei gegebenem Werthe 
von r^ ergibt sich mit Rücksicht auf die Bemerkungen in (251) der 
obige Satz; ^xiy^y) ist natürlich der Ausdruck für den Directorkreis 
von 9(w, «) = 0. 

Werden die Ausdrücke für r* und r^ in (251) und (253) ein- 
ander gleichgesetzt, so erhält man nach Wegheben von ^^ die Glei- 
chung rip{p,p)f{yj y) — 2[a, (o\x{y, y) = 0, woraus folgt: 

254. Soll ein Dreieck dem Kegelschnitt f(x,x) = eingeschrieben, 
dem Kegelschnitt g)(u, u) <» umschrieben sein^ so ist der Ort sebes 
Höhenschnittpunktes die Gurve zweiter Ordnung 

^9>ip»p)f(y^ y) — 2[ö, o] x(y, y) = o. 



265, Wann ist die eine Asymptote einer Curve zweiter Ordnung 
f{x^ a?) «= parallel zu einer Asymptote der Curve g{x^ a:) *== 0? 

Die unendlich ferne Gerade muss durch einen der vier Schnitt- 
punkte von /*=0 und ^ = gehen; zufolge (16), S. 144 erhält man 
also die Bedingung F(jp,p)G{iJjp) — a^{p,p) = 0\ speciell für schief- 
winklige Parallelcoordinaten wird dieselbe 

4^33^33 — (flu ig. + a^^hi^ — 20,2612)* = 0. 



Anwendung von % 18—19. 
256. Die beiden Brennpunktepaare einer auf schiefwinklige 
Parallelcoordinaten (Uy^ : tr^ : tig = w : t; : 1) bezogenen Curve zweiter 
Classe <p(u, r, 1) = sind gegeben durch 

/ ^^ u'+ü* — 2UV COS tO ^ 

liip(u,v,l)- -^.-.^ =0, 
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wobei ft die eine oder andere Wurzel ist der quadratischen Gleichung 
A • sin* w ' (i^ — (All + A22 — 2 A,2 cos m?) ^ + ofgg = 0. 

Folgt aus (20), S. 168 mit Rücksicht auf (4) und (5), S. 166 bei 
Anwendung von Parallelcoordinaten. 



267« Wenn die eine Reihe der Brennpunkte aller Kegelschnitte, 
welche die Seiten eines Dreiecks berühren, auf einem dem Dreieck 
umschriebenen Kegelschnitte liegt, so erfüllt die andere Reibe eine 
gerade Linie, und umgekehrt. 

Es sei (p(Uf u) ^z 2(aiU^u^ + cc^t^u^ + «8^*1^2) '^ die Gleichung 
eines dem Coordinatendreieck eingeschriebenen Kegelschnitts; 

y,- und 0i, (1 = 1, 2, 3), 

seien die Coordinaten der zwei reellen Brennpunkte. Alsdann besteht 
nach 8. 168 eine Relation von der Form 

= (j/l«l + y2«*2 + Vs^i) (^l^'l + ^2«*2 + ^^3)1 

wobei ft einen gewissen Factor darstellt, der für das Folgende gleich- 
giltig ist. Aus dieser Relation ergeben sich durch Coefficienten- 
vergleichung für die Coordinaten der beiden Brennpunkte die ein- 
fachen Beziehungen ©u = yi^^i, (o^^ = 2/2^2» o'sa = Vs^s oder 



00. - 
1 1 



!/.==-;-, (i = l,2,3). 

Beschreibt also der eine Brennpunkt, etwa y, einen dem Coordinaten- 
dreieck umschriebenen Kegelschnitt m^j/iVd + ^2^8 2/1 "4" "^zViVi = 0, 

so durchläuft der andere die Gerade — ^— ^ A — * - + -- = 0> und 

o»ii «« a»33 ' 

offenbar gilt auch die Umkehrung. Durchläuft ferner der eine Brenn- 

punkt die unendlich ferne Gerade p^z^ +1?2^2 4" A^s =* ^y ^^ ^^^^ *^^® 
Kegelschnitte q>{u^u) '^O Parabeln, welche die Seiten des Dreiecks 
berühren, und die im Endlichen gelegenen Brennpunkte dieser Parabeln 

erfüllen alsdann die Curve (o^xPiy2yz + (o^iP^y^Vi + ^i»Pzyxyt=^9 
die nach (73) den umschriebenen Kreis des Dreiecks darstellt. 
Hiermit ist auch der Satz bewiesen: 

258, Die Schnittpunkte dreier Tangenten einer Parabel liegen 
mit dem Brennpunkte auf einem und demselben Kreis. 

259« Geht die Halbirungslinie des Winkels, den zwei Tangenten 
eines Kegelschnitts mit einander bilden, durch den einen Brennpunkt 
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der Garve, so geht sie auch durch den anderen Brennpunkt hindurch, 
d. h. sie ist eine Hauptaxe. 

Die beiden Tangenten wählt man als Seiten eines Coordinaten- 
dreiseitSy eine beliebige weitere Tangente als dritte Seite; alsdann 
kann man die in (257) abgeleiteten Relationen benutzen. Die Hal- 
birungslinie des von zwei Tangenten x^ ^^ und ^r, *» gebildeten 

Winkels hat nun nach (9) die Gleichung -p^ -^ «= 0, und da 

diese Gleichung durch die Coordinaten des einen Brennpunktes y er- 
füllt werden soll, hat man ^.- ^= = 0, woraus mit Rücksicht 



■|/o)„ Yto 



33 



COj 



auf die Relationen y,- = — folgt —J^ ;r==r = 0, d. h. der andere 

^i V«>M ^»83 

Brennpunkt liegt gleichfalls auf der Winkelhalbirenden. 

260» Liegt der eine Brennpunkt eines Kegelschnitts im Höhen- 
schnittpunkt eines Tangentendreiecks der Curve, so liegt der andere 
im Mittelpunkt des dem Dreieck umschriebenen Kreises ^ und um- 
gekehrt. 

Die Coordinaten des Höhenschnittpunktes sind nach (17) 

_ 1 ^ 1 ^ 1 

mit Hilfe der in (257) abgeleiteten Beziehungen zwischen den Coordi- 
naten der beiden Brennpunkte folgt für den anderen Brennpunkt 

d. h. der letztere fällt nach (18) mit dem Mittelpunkte des dem Tan- 
gentendreieck umschriebenen Kreises zusammen. Offenbar gilt auch 
die ümkehrung. 

261. Die Fusspunkte der Normalen, welche von einem beliebigen 
Punkte des einem Dreieck umschriebenen Kreises auf die Seiten des 
Dreiecks gefallt werden, liegen in einer Geraden. 

Der Punkt des umschriebenen Kreises kann nach (257) angesehen 
werden als Brennpunkt einer dem Dreieck eingeschriebenen Parabel. 
Nach (23), S. 186 liegen aber die Fusspunkte der Normalen, welche 
vom Brennpunkte einer Parabel auf die Tangenten dieser Curye ge- 
föllt werden; auf der Scheitel tangente der Parabel; also in einer 
Geraden. 

262» Wenn die eine Reihe der Brennpunkte aller Kegelschnitte, 
für welche ein gegebenes Dreiseit Poldreiseit ist; auf einer Geraden 
liegt; so erfüllt die andere Reihe einen Kegelschnitt. 
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Die Gleichung eines Eegelschuitts^ der das Coordinatendreiseit 
zum Poldreiseit hat^ ist ^(ti*, u) ^ «it«i* + agttg* + a^u^^ =» 0, Aehn- 
lich wie in (257) besteht nun eine Relation von der Form 

wenn tfi und «i, (i = 1^ 2, 3); die Coordinaten der Brennpunkte von 
q>(u,u) » bedeuten. Aus dieser Relation folgt 

20)28 = y^H + y^^iy 2o8, = y,^i + yi^8^ 2(0,8 *=- yi^2 + y2^i> 
daher 

^1 : ^2 : ^8 = (— (088^1 + fl^siy» + »i2y8)yi • («;j3yi — <»siy2 + <0i2y8)y2 

' (ö'28yi + ß'3iy2 — fOuys)ys' 

Beschreibt nun der eine Brennpunkt die Gerade 

fWi^i + ♦'*2^2 + ^^8 *=■ 0, 
so durchläuft der andere den Kegelschnitt 

0^28^1 yi* + «081 »»2 y«' 4- f^U^iVs^ 

—((^i2^+^i$'fyh^)y2ys—(^2fi^^^>i+^2i^i)yiiyi^ 

Beschreibt insbesondere der eine Brennpunkt die unendlich ferne Ge- 
rade p, e» 0^ so sind alle Kegelschnitte (p(uj u) ^=* Parabeln, die 
das Dreiseit zum Poldreiseit haben , und die im Endlichen gelegenen 
Brennpunkte erfüllen alsdann den Feuerbach'schen Kreis ^ denn obige 
Gleichung stellt nach (165) für tm^^^pi diesen Kreis dar^). 



263« „Jeder beliebige Punkt in der Ebene eines gegebenen gerad- 
linigen Dreiecks kann einer der Brennpunkte eines Kegelschnitts sein, 
der alle drei Seiten des Dreiecks berührt. Man soll nun untersuchen, 
welche Lage der Punkt in Beziehung auf das Dreieck haben müsse, 
damit der Kegelschnitt entweder Parabel, oder Ellipse, oder Hy- 
perbel sei."*) 



1) Vgl Schröter: „Die Theorie der Kegelschnitte, gestützt anf projecti- 
vische Eigenschaften'* (zweiter Theil der von Geiser und Schröter herausgegebenen 
Yorlesnngen Steiner's über synthetische Geometrie), 2. Anfl., Leipzig 1876, S. 407. 

8) Steiner stellt diese Aufgabe im Journal für die reine und angewandte 
Mathematik, Bd. 2, S. 96, 1827 („Gesammelte^ Werke", Bd. 1, S. 128) und beant- 
wortet sie in einem anderen Artikel in demselben Journal, Bd. 2, S. 191, 1827 
(G-es. Werke, Bd. 1, S. 184). Vgl. auch Steiner's Abhandlung „Däveloppcmeiit 
d'nne s^rio de th^or^mes relatifs aux sections coniques'\ Annales de Math^mati- 
ques, Bd. 19, S. 47, 1828, oder „Gesammelte Werke'S Bd. 1, S. 198. Femer ver- 
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Man wählt das Dreieck als Coordinatendreieck and hat dann für 
den Kegelschnitt die Gleichung 

9(««, u) =^ 2(a,w,W3 + OgMjMi + a^UiU^) = 0, 

welche nach S. 55 eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel repräsentirt, 
je nachdem ^(p(p,p), d. h. 2aiaiCc^{aiP^p^ + a^p^Pi + a^PiP2)>0, 
< 0, = ist. Sind yi und Zi, (i = 1, 2, 3), die Coordinaten der Brenn- 
punkte des Kegelschnitts, so besteht wie in (257) die Relation 

2fi(aiW2ti3 + cc^u^Ui + «s^i^a) + ^{^9 «) 

= (yi«i + Vi^ + 2/5^3) (^iWi + ^2<'2 + ^»«s); 

aus ihr folgen, wenn man mit Hilfe von yi0i = (On die eliminirt 
und die Goefficienten von ^2^3? %%> ^1^ beiderseits vergleicht, für 
die Grössen ai bei gegebenem Brennpunkt y die Werthe 

2^ai = 0/2*0)33 + y3«a)82 — 2y^y^(o^^) : y^y^ 

2ftaa = (yg^cDii + y^^€o^^ - 2y^y^(o^^ : yj^^ 

2fta3 = W^n + y«"®!! - 2y,y^Q}^^) : y,y,; 
ferner wird 

so dass nun AgpQ?, p) gleichbedeutend wird mit 

{y%^z% + y3*022 — 2tjiy^(o^) (^3*0,1 + yi*c}33 — 2y^y^c3^i) 

• (^1 ^22 + Vi ^11 — ^ViVt^ü) Py [—^^ r — — + ~^) • 

Dabei ist der eigentlich noch auftretende Divisor löft^yi^yj^y^* weg- 
gelassen worden, da es nur auf das Vorzeichen von ^g>{PfP) 
ankommt. Die drei ersten Pactoren, z. B. y^^co^-h y^^^o^ — 2ysy3G7^, 
sind nun, wie man aus der Bedeutung der Grössen cont erkennt, sicher 
positiv, also ohne Einäuss auf das Vorzeichen; nach Multiplication mit 
dem positiven Product yxy^Vz wird daher ^q>{PjP) gleichbedeutend mit 

Der Factor ^^^^^ py ist nun nach (3) positiv oder negativ, je nach- 

PiPiPs 

dem der Funkt y in Bezug auf das Dreieck trigonal oder tetragonal 
gelegen ist. Der Klammerfactor stellt, gleich Null gesetzt^ nach (73) 
den dem Dreieck umschriebenen Kreis dar; an ihn gehen, wie mit 
Benutzung des in (52) gegebenen Kriteriums folgt, von einem Punkte y 

gleiche man Geiser: „Die Theorie der Kegelschnitte in elementarer Darstellung'* 
(erster Thell der von Geiser und Schröter herausgegebenen Vorlesungen Steiner s 
über synthetische Geometrie), 2. Aufl., Leipzig 1876, S. 166 f. 
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aus reelle oder imaginäre Tangenten, d. h. der Punkt liegt innerhalb 
oder ausserhalb des Kreises, je nachdem 

<0 oder >0 ist. Hierbei ist der stets positive Factor OnCOgj^ss 
ohne Einfluss auf das Vorzeichen. Man erkennt hiernach, dass K 
positiv, der Kegelschnitt also eine Ellipse ist, entweder wenn der 
Brennpunkt y innerhalb des Dreiecks liegt, oder wenn der Brennpunkt 
ausserhalb des umschriebenen Kreises und in Bezug auf das Dreieck 
tetragonal gelegen ist. Der Kegelschnitt ist dagegen eine Hyperbel, 
entweder wenn der Brennpunkt y innerhalb des umschriebenen Kreises 
tetragonal liegt, oder wenn y ausserhalb dieses Kreises trigonal ge- 
legen ist. Ferner sieht man, dass der Kegelschnitt eine Parabel 
ist, wenn y auf der unendlich fernen Geraden oder auf dem um- 
schriebenen Kreis des Dreiecks liegt (vgl. (257)). 



264. Der geometrische Ort für die Brennpunkte der Kegelschnitte 
einer Schaar ist eine Curve dritter Ordnung. 
Durch die zwei Gleichungen 

9(m, m) = 2(a,tlaM3 + «8%«*! + «8^1««) = 

und 

9(V, V) = 2(ait?aV8 + «2^3^! + «8^1 ^2) = 

wird eine Schaar von Kegelschnitten bestimmt, welche die Seiten des 
Coordinatendreiseits und die Gerade v berühren. 

Nach Substitution der in (263) angegebenen, durch die Coordi- 
naten des einen Brennpunktes y ausgedrückten Werthe von a^, a^, a^ 
in die Gleichung q>{v^ v) = erhält man die Curve dritter Ordnung 

'*>^^zyi{^t%yz^+<o^f,y%^—2G>^^y^y^ + v^v^y^{io^y,^+^^^^ 

+ ^i ^2 2/3 (»11^2*'+ 0^22^1* — 2aJi2!/iy2) = 0- 

Nach Addition und Subtraction von (g>iiVi*+ fo^t'^^ + ^88^s^)yiy22/3 
kann man diese Gleichung in die Form setzen 

— m{y, v)y^y^y^ = 0. 

Bei Constanten y und variabelen v stellt sie diejenige Curve zweiter 
Classe dar, welche die Seiten des Coordinatendreiecks berührt und 
einen bestimmten Punkt y zum Brennpunkt hat. 

Ist speciell t;^ = die unendlich ferne Gerade (v< =Pi)i so besteht 
die Kegelschnittschaar aus Parabeln, ioivyV) ist alsdann gleich Null, 
und der Ort der Brennpunkte zerföUt in üebereiustimmung mit (257) 
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in den umschriebenen Kreis des Dreiecks und die unendlich ferne 
Gerade. 

266. Man bilde die Gleichung der Curve dritter Ordnung, auf 
welcher die Brennpunkte aller Kegelschnitte liegen, die ein gegebenes 
Dreiseit zum Poldreiseit haben und eine feste Gerade berühren. 

Dass die Brennpunkte eine Curve dritter Ordnung erfällen, folgt 
aus (264), denn die Kegelschnitte bilden eine Schaar. Für 

Vl^l + ^2^2 + ^8^8 = 

als Gleichung der gegebenen Geraden ist das System von Kegel- 
schnitten g)(ti, u) ^ «1^1* + «2^2* + «3^8^ =* der Bedingung unter- 
worfen a^v^ + OjVj* + a^v^ = 0; ausserdem besteht eine Relation 
von der Form 

f*(aiWi* + «2 V + «8 V) + <»(«*> «*) 

Eliminirt man aus dieser Gleichung die Grössen Zi mit Hilfe der in 
(262) gefundenen Beziehungen zwischen den jf;, Zi und fOik^ und ver- 
gleicht man beiderseits die Coefficienten von u^, u^*, tf^^, so folgt 

einen analogen Werth haben {la^ und fia,. Durch Substitution in 
ÄiVi* -f- «2^2* + «3^8* "^ erhält man die Curve dritter Ordnung 

+ Vy8*(o'28»i + ®8iy« — o^ys) — («»u V + o«««'«' + «»88 V)yiy2y8 = O; 

wofür auch gesetzt werden kann 

[— ^i^^iVi^— ^zi^%y%^ — «012^8^8* + (»12 «^2 + ®i8My2y3 

+ (0^21^1 + ®23«'8)yiy8 + (»81 «'i + »32V2)yiy2](«'iyi + ^Wt + t'sys) 

— a)(^;,^;).ylyay8 = 0• 
Zugleich ist klar, dass diese Gleichung bei constanten y und 
variabelen t; die Curve zweiter Classe darstellt, für welche das Goordi- 
natendreiseit ein Poldreiseit und ein bestimmter Punkt y der eine 
Brennpunkt ist. 

Ist speciell v^^ «» die unendlich ferne Gerade (t;,- <» p/), so be- 
steht die Kegelschnittschaar aus Parabeln ^ €a(v^v) verschwindet, die 
Curve dritter Ordnung zerfallt alsdann in Uebereinstimmung mit (262) 
in den Feuerbach'schen Kreis und die unendlich ferne Gerade^). 



1) Für Nr. 264 und 265 vgl. auch den Anhang tu § 22—26. 
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266. Die Yerbindongslinien irgend eines Punktes P eines Kegel- 
schnitts mit den beiden Brennpunkten bilden mit der Tangente und 
Normale des Punktes P vier harmonische Strahlen. 

Folgt daraus, dass die Tangente und Normale von P nach (28), 
S. 190 die Winkel der beiden Brennstrahlen halbiren. 
Hieraus folgt weiter: 

267. Die Tangente und Normale in irgend einem Punkte des 
Kegelschnitts treffen die Hauptaxe der Curve in zwei Punkten, die zu 
den Brennpunkten harmonisch liegen. 

Speciell für die Parabel folgt: 

268« Die Tangente und Normale in irgend einem Punkte einer 
Parabel treffen die Axe in zwei Punkten, welche vom Brennpunkt 
gleiche Entfernung haben und auf verschiedenen Seiten desselben liegen. 

269. Verbindet man einen Brennpunkt B eines Kegelschnitts mit 
den Berührungspunkten P, Q und mit dem Schnittpunkte M zweier 
Tangenten, so halbirt die letztgenannte Verbindungslinie den Winkel 
JPBQ der beiden von B aus nach P und Q gezogenen Strahlen 
(Fig. 8 und 9, S. 189). 

Zufolge des Satzes (26), S. 187^) ist M der Mittelpunkt eines 
Kreises, der die Verbindungslinien der Brennpunkte mit den zwei Be- 
rührungspunkten P, Q zu Tangenten hat. Die Gerade MB ist dem- 
nach eine durch B gehende Centrale des Kreises und halbirt als solche 
bekanntlich den Winkel der beiden von B an den Kreis gelegten 
Tangenten, die mit BP und BQ zusammenfallen. 

270. Die Enveloppe aller Geraden, für welche das Product ihrer 
Entfernungen von zwei festen Punkten constant ist, ist eine Curve 
zweiter Classe, die die zwei gegebenen Punkte zu Brennpunkten hat 

Es seien yi und ^,- , (i = 1, 2, 3), die Coordinaten der festen Punkte, 
Uj, tij, u^ die Coordinaten einer Geraden. Mit Hilfe von (1), S. 9 
erhält man für das obige Product 

(3/1 «*i +_yjw, +_y,u^) (^1 Wi+^u, + z^u^) ^ ^^^^^ 

und diese Gleichung stellt offenbar eine Curve zweiter Classe dar, 

1) Weitere Anwendungen des Theorems (26), S. 187 hat Herr Lucian Gottsch 
in der Lösung einer Preisaufgabe gegeben, die anschliessend an dieses Theorem 
Herr Gundelfinger im Jahre 1898 den Studirenden der mathematisch - natur- 
wissenBchafÜichen Abtheilong der Technischen Hochschule za Darmstadt gestellt 
hatte. 

Gundelfinger, Vorlesungen. 23 
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welche nach (20), S. 168 die zwei gegebenen Punkte y und z zu 
Brennpunkten hat. Ertheilt man der Constanten alle möglichen Werthe, 
so entsteht eine confocale Schaar von Kegelschnitten. 

Uebrigens kann die Gleichung der Cur?e auch geschrieben werden 

in der Form ^- f — , = const.; aus den Bemerkungen S. 191 

und S. 9 folgt alsdann, dass sie eine Ellipse oder Hyperbel darstellt, 
je nachdem der Constanten ein positiver oder negativer Werth er- 
theilt wird. 

Der obige Satz bildet übrigens die ümkehrung von (3), S. 179. 

271. Zwei conjugirte Polaren eines Kegelschnitts, die sich iu 
einem Brennpunkte der Curve schneiden, sind zu einander normal. 

Für ifi und 0i als Coordinaten der Brennpunkte des Kegelschnitts 
besteht nach (20), S. 168 eine Relation von der Form 

Aig)(u, u) — (d(m, u) = yuiSu- 
Sind nun u und v conjugirte Polaren in Bezug auf ^(u, u) «=» 0, so 
ist g)(w, t;) a= oder y^e^ + y^Zu + 2a}(w, v) = 0, und da die Polaren 
durch den einen Brennpunkt, etwa y, gehen sollen, verschwinden so- 
wohl yu als y^, es bleibt nur (d(u, t;) = 0, d. h. die beiden Geraden 
u und V sind nach S. 13 zu einander normal. (VgL übrigens (33)^ S. 193.) 
Aehnlich beweist man die Umkehrung, dass zwei in einem Brenn- 
punkt sich rechtwinklig schneidende Geraden conjugirte Polaren des 
Kegelschnitts sind. 



Anwendung von 8 20 — 21. 

272. Mau bilde die Gleichung für den geometrischen Ort der 
Mittelpunkte des Büschels von Kegelschnitten, die dem Coordinaten- 
dreieck umschrieben sind und durch einen und denselben Punkt i 
gehen. 

Für den Mittelpunkt x einer Curve zweiter Ordnung bestehen 

nach (22), S. 25 die Relationen -^f'{xi) ^=^ Qp^^ {% ^^\^ 2, 3), wobei q 

einen Proportionalitätsfactor bedeutet. Ausgehend von 

2(a^x^x^ + a^x^x^ + a^x^x^ = 

als Gleichung einer dem Coordinatendreieck umschriebenen Gurre er- 
hält man also die drei Gleichungen 

QPz = «1^2 + ö^g^i ; 
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hierzu tritt noch 0^02X1^ + ^2^8 ^j ~f~ ^s^i^a ^^ ^j ^^ ^^^^ ^^^ durch 
Eliminatiou vou a^ , o^ , a^ und q als Ort des Mittelpunktes x erhält: 



Pl 
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X, 


Pi 


«3 





«1 


Pi 


3-j 


a:, 








«J«8 


«8«! 


«1*2 







oder 



A^2^8^l' H (l>2^a + P8^8)^l^2% — 



0, 



wobei die zu dem vorhergehenden symmetrischen Glieder durch Punkte 
angedeutet sind. Für 01^=°-^ vgl. (165). 



09 



28 



273. Man bilde die Gleichung für den geometrischen Ort der 
Mittelpunkte aller dem Coordinatendreieck eingeschriebenen und eine 
und dieselbe Gerade v berührenden Kegelschnitte. 

Es sei 2{a^U2U^ + «2*^3**1 + «s**i*'2) ''^ die Gleichung eines dem 
Coordinatendreieck eingeschriebenen Kegelschnitts. Zu den drei Glei- 
chungen 

9^8 = «1^2 + «2^1 

für die Coordinaten Xi des Mittelpunktes tritt noch als vierte hinzu 

«1^2 ^8 4" «2 ^8^1 + «8 ^1^2 "^ ^* Durch Elimination von p, a, , a^, a, 
folgt 
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«2 «'s 


fj«! 


l'.V, 







oder 

i—PlV^V^ +P2V^V^ +PzV^V^P^X^ + (Pit'2V8 — l),V8Vl +P8«^1«'2)P2^2 

+ (A ^2^8 + P^^Z^l — JP8VlV2)i>8^3 — 0, 

also die Gleichung einer Geraden^ in üebereinstimmung mit (15), S. 200. 

274. Man bilde die Gleichung für den geometrischen Ort der 
Mittelpunkte aller Kegelschnitte, die das Coordinatendreieck zum Pol- 
dreieck haben und durch einen und denselben Punkt e gehen. 

Ausgehend von a^x^^ '\' a^x^ -{- Q^^z = ^ erhält man in derselben 
Weise wie bei (272) für den Ort des Mittelpunktes in variabel en 
Punktcoordinaten Xi die Gleichung: 

23* 
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Für £r,- = + Y^ii erhält man den umschriebenen Kreis des Drei- 
ecks. Vgl. (73), (74), (169) und (171). 

275. Man bilde die Gleichung für den geometrischen Ort der 
Mittelpunkte aller Kegelschnitte, die das Coordinatendreiseit zum Pol- 
dreiseit haben und eine und dieselbe Gerade v berühren. 

Ausgehend von a^u^ •\- «2^2*+ «s^s* ■= erhält man auf gleiche 
Weise wie bei (273) für den Ort des Mittelpunktes x die Gleichung 
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Eine andere Ableitung von (274) und (275) ergibt sich mit Hilfe 
von (30) und (31). 

276. Man untersuche, auf welche Weise die Art der 
Kegelschnitte eines Büschels, bezw. des zugehörigen Mittel- 
punktskegelschnitts, durch die Gestalt des als reell voraus- 
gesetzten Vierecks der Grundpunkte bedingt ist^). 

Was zunächst den Mittelpunktskegelschnitt M betrifft, so ist der- 
selbe nach (10), S. 199 eine Hyperbel, Parabel oder Ellipse, je nach- 
dem sich durch die vier Grundpunkte des Büschels zwei verschiedene 
reelle Parabeln legen lassen, oder diese Parabeln in eine einzige zu- 
sammenfallen, oder imaginär sind. Die Grundpunkte des Büschels 
mögen nun bestehen aus den Ecken des Coordinatendreiecks und einem 
Punkte jer; nach (272) lautet alsdann die Gleichung des Kegelschnitts M: 

PxHh^l + Ä^8^lV + A^1^2^' — (i>2^2 +l>8^3)^1^2i«i 
- {PlH + Pl^^h^Z^X — {Pxh +i>2^2)^8^1^ = 0. 

1) Vgl. Möbius: „Der barycentrische Calcnl'*, Leipzig 1827, §253 und § 254 
(Bd. 1 der gesammelten Werke, S. 325—327); ferner vergleiche man Steiner: 
„Yermischte S&tze und Anfgaben*\ Joarnal für die reine und angewandte Mathe- 
matik, Bd. 55, S. 372 f., 1858, oder auch „Gesammelte Werke*', Bd. 2, S. 673 f. 
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Die GattuBg dieser Curve M ist dieselbe wie die einer anderen Curve, 
deren Gleichung aus derjenigen von M durch Addition von 

(i>l^l +Pt^% +P8a?s) {x^z^z^ + X^Z^Z^ + X^Z^Z^) 

hervorgeht, denn beide Curven werden von |>« = in denselben Punkten 
getroffen. Man erhält hierdurch die Gleichung 

welche eine Ellipse oder Hyperbel repräsentirt, je nachdem 

> oder < ist, d. h. zufolge (3) je nachdem der Punkt z in Bezug auf 
das Coordinatendreieck trigonal oder tetragonal gelegen ist; im Falle 
j7, s9 0, also wenn z im Unendlichen liegt, ist der Kegelschnitt M 
eine Parabel. Mit Rücksicht auf die Betrachtungen S. 199 erhält man 
aus dem Vorstehenden das Resultat: 

„Haben vier Punkte in einer Ebene eine solche Lage gegen ein- 
ander, dass jeder derselben ausserhalb des Dreiecks, welches die drei 
anderen bilden, befindlich ist, so lassen sich durch sie zwei verschiedene 
Parabeln beschreiben. Liegt dagegen einer der vier Punkte innerhalb 
•des von den drei anderen gebildeten Dreiecks, so kann durch sie 
keine Parabel beschrieben " werden". *) Im ersten Falle ist der Mittel- 
punktskegelschnitt eine Hyperbel, im anderen Falle eine Ellipse. 

Es mögen nun noch die übrigen Kegelschnitte betrachtet werden, 
welche man durch die vier Grundpunkte legen kann. Wir behaupten, 
dass hier der Satz gilt: 

„Wenn von vier Punkten in einer Ebene jeder derselben ausser- 
halb des von den drei anderen gebildeten Dreiecks liegt, so lassen 
sich durch sie sowohl Ellipsen als Hyperbeln und zwei verschiedene 
Parabeln beschreiben. Liegt aber der eine innerhalb des von den 
drei anderen gebildeten Dreiecks, so können durch sie weder Ellipsen 
noch Parabeln, sondern bloss Hyperbeln geführt werden"»^) 

Zum Beweis dieses Satzes führen wir in den Ausdruck 

i\V, P) = — (^iPx^ — ^tV% — KPz 
dessen Vorzeichen über die Gattung der Curve 



1} Derjenige Kegelschnitt, welcher das Coordinatendreieck zom Poldreieck, 
den Fnnkt z zum Mittelpunkt hat, besitzt nach (30) dieselbe Gleichung. Mit 
Bücksicht auf (76) und (17) erkennt man auch, dass sie einen Kreis nur dann 
darstellt, wenn z der Höhenschnittpunkt des Coordinatendreiecks ist. 

2) Vgl. Möbius a. a. 0. § 258. 

8) Möbius ibid. § 264. 
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f{xy x) = 2(a^XiX^ + a^x^Xi + a^x^x^) = 
Auskunft gibt; an Stelle der Coefficienten a willkürliche Parameter v 

ein, indem wir mit Rücksicht auf ^ -f- ^ -|- ??^ «= setzen 

^1 ^i h 



«« v^ Vj »s Vf V. 



> 



^^-y,-^' '^~^""^' ^"f^ 

oder wenn — ersetzt wird durch Ui, so folgt a^Ui + a^Wg + OjMj — O 

und ttj = Wjt;^ — W3 Vj i «2 •=" ^s^i "" ^i ^s > ^s = %^2 — <*i^i • Hier- 
durch verwandelt sich F{p, p) in 

- (W2V3 — ^iViYPi^ — («st;i — W, V3)*i?j^ — («1^2 — «2t^l)*Ä* 

+ 2(«8t;i — W1V3) (««iVj — u^Vi)p^p^ H , 

also in einen Ausdruck^ der gleich Null gesetzt zufolge (53), S. 34 in 
variabelen Liniencoordinaten v das Schnittpunktepaar der Geraden 
M;, = mit dem Kegelschnitt (vgl. (39) und S. 216) 

E{x, x) =p,^Xj* + p^^x^^ + 2?j*V — ^PiPs^^s — ^PsPi^9^i 

— 2piP^XiX2 = 

darstellen würde. Ist dieses Punktepaar imaginär, so behält der letzte 
Ausdruck von F(jp,p) für alle Wertha. der v sein Vorzeichen, und* 
zwar das negative, es bleibt also F{p,p) auch für alle Werthe der 
a negativ, d. h. durch die Grundpunkte des Büschels können nur Hy- 
perbeln gelegt werden. Der Kegelschnitt E(Xj x) = wird aber nach 
S. 36 von der Geraden w« = in imaginären oder reellen Punkten 
getroffen, je nachdem 

PiPiPiiPl^^^ + P2^9^i + P^^h^'z) = ^^'^'/ (Pl^l + P2^2 + i>8^3) 

> oder < ist, d. h. je nachdem der Punkt jei in Bezug auf das Coordi- 
natendreieck trigonal oder tetragonal gelegen ist. Im ersten Falle 
bestehen die Curven des Büschels nur aus Ellipsen. Das Schnitt- 
punktepaar von Il(x, a?) = mit Ux = 0^) ist dagegen reell, d. h. der 
Ausdruck F{py p) kann für beliebige Werthe der t;^, also auch der a,, 
sein Vorzeichen wechseln, wenn der Punkt a tetragonal liegt; wegen 
des Vorzeichen wechseis von F{p^ p) gehen also in diesem Falle durch 
die Grundpunkte des Büschels sowohl Hyperbeln als Ellip8en und 
Parabeln, für welch letztere nach S. 199 die Anzahl gleich 2 ist. 

Eine andere noch tiefer eindringende Behandlung ist folgende'). 
Auf ein gemeinsames Poldreieck bezogen seien 

1) Man beachte, dass die Gerade u^ = die Harmonieale des Panktes z 

(vgl. (40)) in Bezug auf das Dreieck x^x^x^ darstellt. 

2) Diese Methode kann auch zur Behandlung des Falles von vier imaginären 
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f{x, x) ^1 A, x,^ + X^x^^ + X^x^^ = und g{x, x) ' rj» + r»* + a-g^ = 

die Gleichungen zweier Kegelschnitte, die ein Büschel Xg — jf^O 
mit vier reellen Grundpunkten bestimmen; dabei müssen die x? 
theilweise negativ sein. In Liniencoordinaten erhalt man für dieses 

MM S Ml B U 

Büschel die Gleichung ^^ r + iTTT" + i^T '^ ^' woraus folgt, 
dass die Coordinaten des Mittelpunktes der dem Parameter X ent- 
sprechenden Curve die Werthe besitzen qx, = ^ _ ^ > (* = 1^ 2, 3), 

mit Q als Proportionalitätsfactor^). Die Parameter der zwei in dem 
Büschel enthaltenen Parabeln sind durch die mit PiX^-^ P2X2-\' p^oi^ = 
gleichbedeutende quadratische Gleichung bestimmt 

A ^^ A| A ~"~ A* A ^~" A« 

besitzt dieselbe zwei complexe Wurzeln, so ist der Mittelpunktskegel- 
schnitt M eine Ellipse und, wie wir nun wissen, sind alle Curven des 
Büschels Hyperbeln. Hat jedoch die quadratische Gleichung reelle 
Wurzeln X' und A", so ist M eine Hyperbel, das Büschel besteht aus 
Ellipsen, Hyperbeln und zwei Parabeln. Den zwischen X' und X" ge- 
legenen Werthen des Parameters X entspricht eine stetige Reihe von 
Mittelpunkten, also ein Zweig der Hyperbel M] allen ausserhalb des 
Intervalles von X' bis A" gelegenen Werthen des Parameters A, wozu 
auch A == + cx) gehört, entspricht wieder eine stetige Reihe von 
Mittelpunkten: der andere Zweig der Hyperbel itf ; für A = A' und 
X = A" erhält man hingegen die unendlich fernen Punkte von M, 
denen als Curven des Büschels, wie erwähnt, die zwei Parabeln zu- 
gehören. Man erkennt ferner, dass aus Gründen der Stetigkeit die 
Mittelpunkte der in dem Büschel enthaltenen Ellipsen einen Zweig 
des Kegelschnitts M, die Mittelpunkte der Hyperbeln den anderen 
Zweig von M erfüllen^). 

277. Man untersuche, auf welche Weise die einem Vier- 
seit eingeschriebenen Kegelschnitte nach der Lage ihrer 
Mittelpunkte angeordnet sind^). 

Schnittpunkten verwandt werdeD. Vgl. den Artikel über die Kriterien für die 
Realität der Schnittpunkte zweier Kegelschnitte im vorliegenden Theile des An- 
hanges. 

1) Natürlich sind die p. theilweise imaginär. 

2) Vgl. Steiner a. a. 0. 

3) Vgl. Steiner a. a. 0., im Journal für die reine und angewandte Mathe^ 
matik, Bd. 55, S. SU, in den „Gesammelten Werken*', Bd. 2, S. 680. 



360 Anbang zn § 20—21. Nr. 277. 

Auf das gemeinsame Poldreiseit bezogen seien 

F{u, u) = Ai«i* + AjMa* + X^u^^ = 
und 

G(u,ti) = V+ V + V = o 

die Gleichungen zweier Kegelschnitte^ durch welche eine Schaar 

AG - F= (A - X,)u,' + (A — A,)V + (^ ~ hW = 

mit vier reellen gemeinsamen Tangenten bestimmt sei. Die dem 
Parameter A entsprechende Curve der Schaar ist nach S. 55 eine 
Ellipse^ Hyperbel oder Parabel, je nachdem 

jr= (A - AJ (A ~ A,) (A - A3) {(A - AOa« + (A - X,)p,' 

> 0, < 0^ BS ist. Führt man in diesen Ausdruck die Coordinaten 

()y,= (A-A,)i>/, ('i = 1,2,3), 
des Mittelpunktes ein, so verwandelt er sich in 

wobei der jedenfalls positive Proportionalitätsfactor q* im Zahler weg- 
gelassen wurde. Hieraus folgt mit Rücksicht auf (4), dass der Kegel- 
schnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist, je nachdem sein Mittelpunkt 
in Bezug auf das der Kegelschnittschaar gemeinsame Poldreiseit tri- 
gonal oder tetragonal liegt. Ausserdem liegen nach (15), S. 200 die 
Mittelpunkte aller Curven der Schaar auf einer Geraden 972, welche 
durch die Mitten a, /), y der drei Diagonalen des Vierseits geht, denn 
die zwei Endpunkte jeder Diagonale bilden ein der Schaar angehoriges 
Punktepaar; die Diagonalen selbst sind nach (20), S. 145 die Seiten 
des gemeinsamen Poldreiseits. Dem unendlich fernen Punkte d der 
Mittelpunktsgeraden 9K entspricht natürlich eine Parabel (die einzige 
nicht zerfallende, die im allgemeinen in der Schaar enthalten); passirt 
man beim Durchlaufen der Geraden 3K die Punkte a, ß, y,*) S in ihrer 
alphabetischen Reihenfolge und ist etwa die Strecke da in Bezug auf 
das Poldreiseit tetragonal gelegen, daher aß trigonal, ßy tetragonal, 
yd wieder trigonal gelegen, so enthalten nach dem Vorausgehenden 
die Strecken aß und yd die Mittelpunkte zweier Gruppen Ellipsen, 
während die Mittelpunkte zweier Gruppen Hyperbeln auf den Strecken 
ßy und Sa liegen. 

1) Bei der Transformation von f{x, x) =« nnd g{x^ x)'^0 in eine Samxne 
von je drei Quadraten können zwar die y. bezw. p. rein imagin&r werden, der 
obige AaBdrnck würde aber stets reell bleiben. 

2) Man beachte die in (207) erwähnten ausartenden Parabeln. 
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Zu demselben Resultat wäre man gelangt bei directer Benatzung 
des oben mit K bezeichneten Ausdrucks; führt man in K den der 
Parabel entsprechenden Parameter 

ein , so wird Z - (A - A,) {X - X,) (A - A3) (A - A') {p,^ + ft' + V)- 
Es wäre jetzt nur zu beachten, dass k' grösser als die kleinste und 
kleiner als die grosste der drei Grössen A^, A^^ A3 sein kann; immer 
lassen sich die Grössen A so ordnen, dass z. B. die Folge A^, k'^ A^, A3 
entweder eine wachsende oder abnehmende Zahlenreihe bildet. 

Zufolge (177) erfüllen die Mittelpunkte aller unter sich ähnlicher 
Kegelschnitte, welche das Coordinatendreieck zum Poldreieck haben, 
die Curve vierter Ordnung 

^^PiPtMiy%yz{Piyi + p%y^ + aj^s) 

+ tg*«(onPi»2y8 + «Mi>2y8yi + ®88Äyiy2)'=o, 

die in den Ecken des Goordinatendreiecks je einen Doppelpunkt hat. 
Da diese Curve von der Geraden 3R in vier Punkten geschnitten 
wird, gibt es unter den einem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitten 
im allgemeinen je vier einander ähnliche^). Jedoch gibt es nur zwei 
eingeschriebene gleichseitige Hyperbeln, und zwar sind ihre Mittel- 
punkte die Schnittpunkte des dem Poldreiseit umschriebenen Kreises 

^iiPiy%yz + ^nP^y^yx + ^^zP^yiy^ = O mit der Geraden 3». 

Man kann an das Vorausgehende die Aufgabe knüpfen, die Mittel- 
punkte derjenigen dem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte zu be- 
stimmen, für welche tg^ a ein Maximum oder Minimum wird. Nach 

(192) ist tg* a «" p*, , worin gi die Abstände des Mittelpunktes y 

von den Seiten des der Schaar zugehörigen Poldreiseits bezeichnen, 
während r den Badius des umschriebenen Kreises, Fu die Potenz von y 
in Bezug auf diesen Kreis bedeutet. Da nun die Mittelpunkte y auf 
der Geraden SD{ liegen und die Lothe g^, abgesehen von den Sinus der 
Winkel, unter denen Wl gegen die Seiten des Poldreiseits geneigt ist, 
gleich sind den Strecken ya, yß, yy^ da femer Fu gleich dem Pro- 
duct yu . yß' ist, wenn a, ß' die Schnittpunkte von Wl mit dem um- 
schriebenen Kreis bedeuten, so wird die eben genannte Aufgabe 



1) Die geometrische Behandlang der ähnlichen KegelBchnitte, die einem 
Bflschel, bezw. einer Schaar angeboren, lAsst sich sehr Übersichtlich auch nnter 
Beihilfe des Satzes (222) vermöge der zwei in (220) berührten Theoreme erledigen, 
auf welche sich die dort angefGlhrtien und für diese Behandlnngsweise zn berück- 
sichtigenden Citate des Werkes von Schröter beziehen. 
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identisch damit, auf 9K einen Punkt y der Art zu bestimmen, dass 
y"-:yliiy ein Maximum oder Minimum wird. 

ycc^ .yß ' 

Bei Einführung irgend eines Anfangspunktes auf der Mittelpunkts- 
linie möge y die Äbscisse ij haben, femer seien a, ß, y, a\ ß' die 
Abscissen der durch die gleichen Buchstaben bezeichneten Punkte; 
alsdann verwandelt sich der letztangegebene Ausdruck in 

(v — «) i v — P) (^ — y) 
{V - «')' (rj - ßy ' 

und durch logarithmische Differentiation folgt 

_i_ . _J_ . _A 2 (-^—. + -^) 

?7 — «"^ij — ß V — y ^^ — a *^ ri — ß/ 

als Bedingung für ein Maximum oder Minimum. 

Uebrigens ist die ganze Discussion auch ohne Differentiation 
durchführbar, lediglich durch nähere Betrachtung der Function 

(1? - «) (tj - ß) {71 - y) 



kn-c^riv-n' 







278. Liegen die vier Grundpunkte eines Kegelschnittbüschels auf 
einem Kreise, so ist der Mittelpunktskegelscbnitt des Büschels eine 
gleichseitige Hyperbel und die Axen aller Kegelschnitte des Büschels 
sind parallel zu äen zwei auf einander normal stehenden Asymptoten 
dieser Hyperbel^). 

Nach (216) sind im vorliegenden Falle die Axen der zwei in dem 
Büschel enthaltenen Parabeln zu einander normal; die Asymptoten des 
Mittelpunktskegelschnitts M sind aber nach (9), S. 199 zu diesen Axen 
parallel, daher ist M eine gleichseitige Hyperbel. Mit Hilfe von (12), 
S. 199 f. ergibt sich, dass die Hauptaxen aller Kegelschnitte des 
Büschels zu den Asymptoten dieser Hyperbel parallel sind. 

Hieraus folgt weiter: 

279. Wird ein Kegelschnitt von einem Kreise in vier Punkten 
geschnitten, so sind die sechs Halbirungslinien der Winkel zwischen 
den drei Paar Gegenseiten des Vierecks der Schnittpunkte zu je drei 
den Hauptaxen des Kegelschnitts parallel'). 

1) Vgl. hierzu Plücker: ,, Analytisch-geometrische Entwicklungen", 2. Bd., 
Essen 1831, S 222 ff. 

2) Vgl. Schröter: „Die Theorie der Kegelschnitte, gestützt auf projecti- 
vische Eigenschaften'^ (zweiter Theil der von Geiser und Schröter herausgegebenen 
Vorlesungen Steiner*8 über synthetische Geometrie), 2. Aufl., Leipzig 1876, S. 311. 

3) Vgl. Steiner: „Vermischte Sätze und Aufgaben**, Journal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 55, S. 359, 1858, oder auch „Gesammelte Werke'^ 
Bd. 2, S. 665 f. 
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Denn die Halbirungslinien derjenigen zwei Winkel^ welche von 
den Geraden eines Paares der Gegenseiten gebildet werden, können 
als die Axen dieses Geradenpaares angesehen werden. 

Dieser Satz lässt sich auch in folgender Weise aussprechen: 

280, y^Halbirt man in einem Viereck im Kreise sowohl die 
Winkel zwischen den Diagonalen als auch die Winkel, welche die 
gegenüberliegenden Seiten einschliessen, so sind von den sechs Geraden, 
welche diese Winkel halbiren, drei und drei parallel'', und selbstver- 
ständlich sind die drei ersten zu den drei anderen normal^). 



281» Die Pole einer Geraden t; in Bezug auf die Kegelschnitte 
einer confocalen Schaar liegen auf einer zu v normalen Geraden. 

Für k(p{u, u) — ©(m, u) -=» als Gleichung der confocalen Schaar 
ist nach (14), S. 200 der Ort der Pole von v die GerÄde 

Da hier o)(u, u) «= das imaginäre Kreispunktepaar darstellt, sind 
©'(t?,), (i = 1, 2, 3), die Coordinaten des Normalencentrums der Ge- 
raden V] dieselben genügen aber, wie die Determinante für gx zeigt, 
der Gleichung gx «» 0, d. h. gx^^ ist zu der Geraden Vx'^O normal. 
Ebenso erkennt man aus der Determinante, dass gx ^=0 Normale des- 
jenigen bestimmten Kegelschnittes der Schaar k(p(Uf u) — ©(u, m) = 
ist, welcher die gegebene Gerade v berührt, denn die Coordinaten des 
Berührungspunktes Xq>\vi) — co'(v,), (i = 1, 2, 3), genügen ebenfalls 
der Gleichung gx = 0. Vgl. (18), S. 201 bei gegebenen Xt und ver- 
änderlichen Vi. 

<)(282. Excurs über binäre kubische Formen. 
Es sei gegeben eine binäre kubische Form: 

f{x, y) r3 aoi? + 36a?^t/ + ^cxy^ + dy^\ 
ihre Hesse'sche Covariante ist alsdann 

\(^ .A _ 1 r^ ^'/i _ / ^v VI 

'>^^; y) — 36 ^jx^ dir \dx.dy) J 

und hat das Gewicht 2. Eine andere Covariante ist 

31^; y)'— S \dx dy cy dxJ^ 

1) Steiner: „Aufgaben und Lehrsätze, erstere aufzulösen, letztere zu be- 
weisen*^ Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 2, S. 97, 1827, 
oder auch „Gesammelte Werke**, Bd. 1, S. 128. 
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sie hat das Gewicht 3. Die Discriminante r der kubischen Gleichung 

fipf y) = ist 

(i) r = 4 {ac - V) (bd - (?) - (ad - bcy 

und stimmt überein mit der Discriminante der Hesse'schen Covariante 

(2) h(x, y) = (ac — 6^)a;« + {ad — bc)xy + (bd — c«)y». 
Für q(x,y) findet man 

(2a) q(x, y) = (aH - Safte + 2b^)(x? + ^abd + fc^c — 2a^)2?y 

+ 3(26*d — acd — b<?)xy^ + (36cd — atP — 2(?)f. 
Wir transforrairen nun /* mit Hilfe der Substitution 

(3) a; = «X-/Jr, y = aX'-ß'Y, 

deren Umkehrung gegeben ist durch 

(3a) —LX = ß'x — ßy, — AT=aX'-ay, 

wobei # 

(4) A^aß—aß' 

die Determinante der Transformation bedeutet. 
Durch (3) möge f übergehen in 

(5) F(X, Y) EE ^X« + S-BX^r + 3(7Xr« + DY». 
Alsdann besteht die Relation 

(6) A'h(x,y)^H(X,Y) 

= (AC—B*)X'+(AD - -BC)Xr+ (BD - C^P, 
und wenn man auch hier die Discriminante bildet, folgt 

(7) A« . A* . r = 4(^(7 — B^) (BD — C^) — (AD — BCf. 

Ist die Discriminante r von Null verschieden und sind insbesondere 
a' : a und ß' : ß in (5a) die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
h(x, y) = 0, so müssen in F(X, Y) die Coefficienten B und C gleich 
Null sein, denn die Form {€) muss nun proportional sein zu XF, 
d.h. man hat AC—B^'^O, BD — 0^ = 0, AD — BC^O. Es 
kann aber A nicht verschwinden, sonst wäre auch B = und F{X, Y) 
hätte den Factor F^; ebenso kann D nicht verschwinden, sonst wäre 
auch C = und JP(X, Y) hätte den Factor Xl Andrerseits folgen 
aus AC — B^ = und aus BD — C^ = die Gleichungen 
(AC—B')C+{BD-C^)A = und (AC-B')D+(BD--'C')B^O 

oder 

(AD^BG)B = und (^D — J5C)C= 0, 

daher ist nothwendig B = C = 0. 

Es erhält also unter den gegenwärtigen Annahmen F die einfache 
Gestalt ; 
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(8) F(X, Y) = ÄX' + 2)r«5 

für die Covariante Q findet man 

(9) A^q=Q = ÄD{AX^ — D Y'). ') 

Nach Zerlegung in Faetoren sei nun 

(10) f= (x - X,y) (x - k,y) (x - l,y). 

Man kann alsdann x — A,y = 0, (i = 1, 2, 3), geometrisch als drei 
Strahlen betrachten; die bezogen sind auf zwei Grundstrahlen x = 
und j/s=sO; oder wenn man X^^^O und 7eaO als Grundstrab len 
einführt, so zeigt sich, dass die drei durch F «» gegebenen Strahlen 

die Parameter haben A^ = — |/x' ^2 "= "" ^Y'Tf ^ *^ — ^^V~I^ 

wobei £ und ^ die complex conjugirten dritten Wurzeln der positiven 
Einheit bedeuten. Das Doppelverhältniss je zweier dieser Strahlen zu 
X = und Y = besitzt entweder den Werth c oder sK Die Dar- 
stellung von Q in (9) ergibt den Satz, dass die drei durch Q = 
dargestellten Strahlen erhalten werden, indem man zu je einem Strahlen- 
paare von F^=0 und zu dem übrig bleibenden dritten Strahle von 
F ^= je den vierten harmonischen bestimmt. Aus dieser Deutung 
geht hervor, dass q von der Form ist^) 

- 27j ={(2Ai — A, — X,)x + (2l,X, - A^A, - X,l^)y} 

{11) {(2 A, - A3 - k,)x + (2A3A1 — A,A3 - A,A,)y} 

{(2A3 - A, - k^)x + (2AiA, - A3A1 - A3A,)y}, 

denn man kann in der That die Gleichung, die sich ergibt, wenn man 
den ersten dieser drei Faetoren gleich Null setzt, in die Form bringen 

(12) ^^-^ : 5^^ 1. 

Die Hesse'sche Covariante h wird^) 

1) Zwischen den Grössen Q^ B, F und H besteht die einfache Relation : 

Ö' + BF* + 4iP - 0. 

•Nach Division durch A® folgt q* -f r/*' -\- 4,h^ «^ 0^ und zwar gilt diese Relation 
für alle Werthe der Coefficienten von F, die B nicht zu Null machen; sie be- 
steht daher auch für alle Werthe der Coefficienten von f^ die r nicht zu Null 
machen, d. h. die Relation gilt identisch, mithin auch im Falle r -■ 0. 

2) Vgl. Salmon: ,,LeBsons introductoiy to the Modem Higher Algebra*', 
4. Aufl., Dublin 1885, S. 184. 

8) Ibid. S. 186. Vgl. auch Hesse: „Transformation einer beliebigen homo- 
genen Function dritten Grades von zwei Variabein durch lineare Sabstitution 
neuer Variabein in eine Form, welche nur die dritten Potenzen der neuen Varia- 
bein enthält.'* Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 88, S. 266. 
1847. 
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(13) -^*"{(^i + '^^ +^'^,)^ + {^2^, + ei,^i +^%^,)y} 

Das Doppelverhältniss eines Strahlenpaares von J" = zu dem 
noch übrigen dritten Strahle von i^ «=» und zu einem Strahle ?on 
£r=0 besitzt nämlich den Werth — 6 oder — £*; andrerseits kann 
die Gleichung, die sich ergibt, wenn man den ersten Factor von {13) 
gleich Null setzt, in die Form gebracht werden 

Man nennt vier Strahlen, deren Doppelverhältniss gleich einer ima- 
ginären dritten Wurzel aus — 1 ist, äquianharmonisch gelegen. 



•k283. Man bestimme diejenigen (sechs) Kegelschnitte des Büschels 
Xg — /"«»O, für welche die vier Grundpunkte ein gegebenes Doppel- 
verhältniss bilden^). 

Zieht man von irgend einem Punkte y einer bestimmten Curve 
X^g — / = des durch /* = und ^r «=» erzeugten Kegelschnitt- 
büschels nach den vier Grundpunkten Strahlen, so bilden diese letzteren 
ein gewisses Doppelverhältniss, das sogenannte Doppelverhältniss der 
vier Grundpunkte für den Kegelschnitt X^g — /"«O. Dasselbe hat 
nach (14), S. 124 stets gleichen Werth, wo auch der Punkt y auf 
l^g — jT = angenommen werden möge. Es wird nun gefragt, welche 
Gleichung der Parameter X erfüllen muss, damit das Doppelverhältniss 
einer gegebenen Zahl s gleich werde. 

Lässt man den auf A^^ — /* «» gelegenen Punkt y mit einem 
der vier Grundpunkte zusammenfallen, so bestehen die vier zu be- 
trachtenden Strahlen aus der Tangente X^gijf^ x) — f{y^ a;) «= in 
diesem Grundpunkte und aus den drei durch ihn gehenden Geraden 
hQijf} ^) -^fiVt ^) =0, (i «= 1,2,3), des Kegelschnittbüschels. Hierbei 
ist Xi eine Wurzel der durch [i homogen gemachten kubischen Glei- 
chung "Vq^X, 11) = X^B - 3AVG + 3Afi«H — fi^ J. = 0, so dass das 
Doppelverhältniss s identisch wird mit dem aus A : f» «=> Aq und aus 
den Wurzeln von VQ(A,/ii) = gebildeten. Da dieses Doppelverhältniss 
durch eine lineare Transformation nicht geändert wird , kann man an 
Stelle von X und fi neue Yariabeln einführen durch 

{!) A = aA' — /3^', |ii = yA' — iJft', 



1) Vgl Gondel finger: „Zur Theorie des Kegelscbnittbüschels", Zeitecbrift 
für Mathematik und Physik, 20. Jahrgang, S. 163—169, 1874. 
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wobei jetzt X\ ii nicht wie früher, S. 364, die Factoren der Hesse- 
Sehen Govariante h{kj ft) von Vo(^7 ^) ^^^^ sollen, sondern irgend zwei 
Factoren von ^q{X,[i) selbst üeberhaupt möge sich die Form Vo(A;M) 
dnrch diese Transformation verwandeln in 3A'/ii'(A'— ft'), und X — Aq^ 
möge übergehen in A' — 6[i\ Hier bedeutet tf = A':/ii' das Doppel- 
verhältniss von A' = 0, ft' = 0, A' — fi' «= und A' — <J(i «= 0, oder 
auch das oben mit s bezeichnete Doppelverhältniss der vier Wurzeln 
von Vo(A,fi){A-Aofi}-0. 

Wir führen nun die Co Varianten h und q der Form M^oC^? ^) ^^°' 
Nach (ff), bezw. {13) und (^a), bezw. (i:/J in (282) ist in unserem Falle 

r A*Ä(A, ii) A'« + A>' -ii'' (A' + b(i') (A' + £ VO , 

(^) A»g(A, fi) — 2A'» - 3A' V' — 3 AV« + 2^'» 

I — (>l' + fi') (2 A' - II ) (A' — 2(t'), wobei A = /3y — a d, 

daher 

und wenn man für A': [i das Doppelverhältniss s einführt, folgt 

^ '^ 2*(;i,^) (l+«)*(2«— !)*(«- 2)« (lH-«)*(2«— 1)«(8 — 2)» 

Diese Gleichung sechsten Grades in A : /ti liefert die Parameter 
derjenigen sechs Kegelschnitte des Büschels Xg — lif= 0, für welche 
die vier Grundpunkte das gegebene Doppelverhältniss s bilden. 

Die vorstehenden Betrachtungen lassen sich leicht auf die Eegel- 
schnittschaar i/(t(«, w) — 2^(m, u) «=» übertragen. Die Parameter 
1/ BS 1/^ : 1/^ der drei in dieser Schaar enthaltenen Punktepaare werden 
erhalten durch Auflosung der kubischen Gleichung 

(5) <t>(vu^2) = ^i"5* — Si/i^i/gBH + 3t/ii/jM0 - V^2 = 0. 

Da vermöge der linearen Substitution A = ^i/^, ii ^^ Bv^ die binäre 
Form Vo(^?f*) übergeht iu ^(Äv^, Bv^) «=: — AB - <t>(viyV2)f so ist 

(- 3(^, ^) = y La;;: a^, "" äi^. ä;;:-!^ 

hierbei war zu beachten, dass die Substitutionsdeterminante den Werth 
— AB besitzt Mit Rücksicht auf {4) erhält man also: 
(7\ h\Av,,Bv,) ^ (i_, + ,y 

V ^ 2'(-4.v„ Bv^) (1 + «)« (2« — ly {8 - 2)*' 

Diese Gleichung ist in s vom sechsten Grade, woraus folgt: 
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#284, In der Schaar ViG{u, u) — ^«■^'(u, w) ■= gibt es sechs 
Kegelschnitte, für welche die vier gemeinsamen Orundtangenten ein 
gegebenes Doppelverhältniss bilden^). 

Ferner gilt der Satz: 

•k286. Das Doppelverhältniss der vier Grundpunkte des Büschels 
Jig — /"^O für die Curve zweiter Ordnung f=0, bezw. </ = ist 
dasselbe wie dasjenige der vier gemeinsamen Tangenten von /* <== 
und ^r = für die Curve (7 = 0, bezw. /"«ss 0*). 

Denn für A ■» verwandelt sich (4) in dieselbe Gleichung wie 
(7) für V, = 0; ebenso liefert die Substitution /ti = in (4) dieselbe 
Gleichung wie 1/^ = in (7). 

•K Zusammenhang zwischen der Combinante ^, den äquian- 
harmonischen und harmonischen Kegelschnitten; sowie dem 

Poldreiseit des Büschels. 

#286. Für die Kegelschnitte 

{1) f=h^,' + l,x,' + X,x,'^0, g = x,' + x,' + x,' = 

hat die Combinante ^ nach (27); S. 208 den Werth: 

wobei 

A "- (A, - A,) (A, - A,) 

(5) B - (A, - A,) (A, - AJ 

r = (As-A,)(A,-A,). 

Auch besteht noch die Relation') 

(4) -|* = C0/-+H</-2z), 

in welcher 2% durch (6) und (4) in § 17 definirt ist. Femer werde 
gesetzt PkXj^ = A, 8x2^ = B, Vx^ = Cf so dass 

(5) —\i> = A + B+C. 
Alsdann stellen auch 

iß) A+ bB + b^C=0 und A + e^B + BC = 

zwei Kegelschnitte des Büschels kg — f=^0 dar, und zwar werden, 
wie sogleich gezeigt werden soll, dieselben in jedem der vier Grund- 



1) Vgl. Gundelfinger a. a. 0. S. 158. 

2) Ibid. (Fassnote). 

3) Diese Relation bleibt anch noch giltig, wenn swei der Grössen 1^ ein- 
ander gleich werden; vgl. das entsprechende Raisonnement in der FnssDoto 1) 
zu S. 366. 
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punkte je von einem der beiden Strahlen berührt, deren jeder zu 
den nach den drei übrigen Grundpunkten gezogenen Strahlen äquian- 
harmonisch gelegen ist. Die Gurven (6) heissen daher die äquian- 
harmonischen Kegelschnitte des Büschels. 
Ebenso sind 

(7) — 2^ + 5+C==0, Ä-2B + C^0 und Ä + B-'2G=0 

diejenigen Kegelschnitte des Büschels, für welche das analog wie bei 
(ß) betrachtete Doppelverhältniss gleich — 1 ist. 

Beweisen wir zunächst die Behauptung über (6). Die kubische 
Gleichung zur Berechnung der in dem Büschel kg — jr=0 enthaltenen 
Geradenpaare ist (A — ^i) (A — ^%) (^ — As)™^; ein Factor ihrer 
Hesse'schen Covariante hat daher nach (13), S. 366 die Gestalt 

A(A, + aA, + s^,) + (A,A3 + ek^k, + a^^k^) 

und ergibt in Verbindung mit kg — /= 0, d. h. k ^=^ f:g, die Gleichung 

{k, + ek, + an,) (k,x,' + k,x,' + A3 V) 

+ (A,A3 + ak^k, + an,k,){x,* + x,'+ x,') = 
oder 

Ä + aB + a^C=0. 

Mit Hilfe des zweiten Factors der Hesse'schen Covariante erhält man 

Ä + a^B+aC'^O. 

Die oben für die Kegelschnitte (7) ausgesprochene Behauptung 
beweist man ganz analog unter Benutzung der kubischen Covariante g. 
Der Factor A(2Ai — A^ — Aj) + (SA^Aj — A^ A, — AjAg) derselben ergibt 
in Verbindung mit kg — f^=0 die Gleichung 

(2Ai — Aj — A3) [kj^Xi + AgOJg + k^x^ ) 

+ (2A,A, - A^A, - XA) (V + V + ai,*) = 
oder 

2^-5— (7 = 0. 

Auf Grund der vorangehenden Bemerkungen zu (6) und (7) folgt, 
indem in (13), S. 366 und (11)^ S. 365 x '^ f, y '='g gesetzt wird : 

I - 9h(f,g)^(A + aB + a'C)(Ä + a'B + aC), 

{8)1 -21q(f,g) 

1 = {2Ä — B — C)(- A + 2B — C)(— Ä — B -}- 2C) . 
Als weitere Covariante möge noch eingeführt werden 

für (1) berechnet findet man 

Q = 9(Aj - A3)(A3 - Ai)(Ai — k^)x^x^x^, 
daher 

Onndelfingor, Vorlosungen. 24 



370 Anhang zu § 20—81. Nr. 286—891. 

(10) Q*^- 81 ABC. 

Da nun für willkürliche Werthe A, B, C stets die Identität stattfindet 
21ABC={A+B+Cy—3(A-{-B-{-Cf)(A+£B+e'C)(A+s*B+eC) 
-{- {2A — B - Cl)(- A + 2B — C){— A - B + 2C), 

so ergibt sich mit Hilfe Ton (10), (5) und (8) die Relation 

(11) Q« = ^ ^» + 27^ . Ä (/-,(,) + 81q(f, g) . 

Die simultanen Invarianten 6 und H; gebildet für die zwei äquian- 
harmonischen Kegelschnitte, verschwinden^ denn sie werden, wie man 
leicht sieht, gleichbedeutend mit 1 + « + c* ^ 0. 

Bildet man ferner für die zwei äquianharmonischen Kegelschnitte 
die Gleichung der harmonischen Curve zweiter Classe JET, so wird 
dieselbe 

2H= BV{b^ + £*)V + rA(£ + fi*)M/ + AB(£ + £«) V = 0, 

also gleichbedeutend mit der Gleichung von ^ sa in Liniencoordi- 
naten. Dasselbe Resultat ergibt sich, wenn man die Gleichung der 
harmonischen Curve zweiter Ordnung x^=Q aufstellt. Wir können 
daher sagen: 

<)(287« >;Die Combinante ^ wird eingehüllt von allen 
Geraden, welche die beiden äquianharmonischen Kegel- 
schnitte nach harmonischen Punktepaaren schneiden^ und 
ist gleichzeitig der geometrische Ort aller Punkte, von wel- 
chen aus sich an dieselben beiden Kegelschnitte harmonische 
Tangentenpaare legen lassen/'^) 

Ein weiterer Satz lautet: 

#288« Die zwei äquianharmonischen Ourven und ^ bilden 
ein System dreier Kegelschnitte, von welchen je zwei ein- 
ander in Bezug auf den dritten „als Directrix polar ent- 
sprechen'^, d. h. die in Bezug auf eine der drei Curven genom- 
menen Polaren von Punkten einer anderen Curve des Systems 
umhüllen die dritte Curve*). 

Man zeigt dies nach ähnlichem Verfahren wie bei (66). 

Für die drei harmonischen Kegelschnitte gilt der Satz: 

#289. „Jeder der drei harmonischen Kegelschnitte hat 
mit if eine doppelte Berührung, wobei die Berührungssehnen 



1) Gundelfinger a. a. 0. S. 167. 

2) Ibid. 
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mit den Seiten des gemeinsamen Polardreiecks zusammen- 
fallen.« ^ 

Folgt sofort darauS; dass z. B. die Gleichung des harmonischen 

Kegelschnitts 2Kx^ — Bx^ — Vx^^^^O auch geschrieben werden kann 
in der Form ZKx^ — ^{x^ x) = 0. 

•k290. Jeder der drei harmonischen Kegelschnitte geht 
durch unendlich viele Poldreiecke von ip{x,x) ^=0, 

Die Gleichung von ^ «» in Liniencoordinaten ist nämlich 

-^ + -r" 4" -p- = ; um zu zeigen, dass z. B. der harmonische Kegel- 
schnitt 2Kx^ — Bx^^ — fx^* = durch unendlich viele Poldreiecke 
von ^ geht, wäre nach (11), S. 162 zu beweisen^ dass die Invariante 6, 
gebildet für beide Curven, verschwindet. Man findet aber in der That 

für diese Invariante den Werth -r ^ =- e^ 0. Offenbar sind 

ABl 

die in (289) und (290) angegebenen Beziehungen der harmonischen 
Kegelschnitte zu ^ «» fQr diese Ourven charakteristisch. 



•)(291. Kriterien der Realität für die Schnittpunkte zweier 
Curven zweiter Ordnung. 

Die Gleichungen der vier Schnittpunkte zweier Kegelschnitte 
f(XfX)^^0 und g(x,x)=^0 sind nach (37), S. 141: 



(i) (A,- X,)yF-2^^H+k,'G ± (A3 - Aj) yF-2T,H+ k,^G 

± (^i ~ l2)VF^2X,H'+Q'G = 0, 
wobei Ai,Ag,A3 die Wurzeln sind der kubischen Gleichung 

(2) VoW = ^^S - 3A20 -f SAH - ^ = 0, 

also auch \{X) ~ B(A — Aj) (A — A,) (A — A3). 
Ist die Discriminante 

(3) R = 4(-BH - e*) (^e — H^) - (GH — ABf 

dieser kubischen Gleichung negativ, so hat die Gleichung bekanntlich 
eine reelle und zwei complex conjugirte Wurzeln. Hält man in (i) 
das Vorzeichen des ersten Gliedes fest (es sei positiv gewählt), und 
ist A] die reelle Wurzel, so sind alsdann die beiden folgenden Glieder 
complex conjugirt, und (i) ergibt entsprechend den verschiedenen Vor- 

1) Gundelfinger a. a. 0. 

24* 
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zeichen der Wurzeln jedenfalls zwei reelle und zwei imaginäre Schnitt- 
punkte. 

Ist die Discriminante (3) positiv, so hat (2) drei reelle Wurzeln, 
es werden daher auch die drei Ausdrücke F — 2Ai£r+ A,-^6r reell. 
Haben dieselben gleiches Vorzeichen, so sind die vier Schnittpunkte 
nach (i) reell; das Vorzeichen kann alsdann, da die Geradenpaare 
Af^ — /■= (i = 1, 2, 3) in diesem Falle reell sind, nach S. 36 nur 
negativ sein. Haben zwei der Grössen F — 2A,fl + A,*6r ein anderes 
Vorzeichen als die dritte, sa sind die vier Schnittpunkte imaginär. 

Bezieht man die beiden Kegelschnitte 

3 S 3 8 

(4) f(x, x) =^ ^ aikXjXk = 0; und g(x,x) =^ ^ hkXjXt = 

11 11 

auf das gemeinsame Poldreieck, so werden ihre Gleichungen nach (30) 

und (29) in § 14: 

^^ \9{x,x)~X^ ^ X,^ + X,^ ^0, 

wo z. B. Xj nach (25), (15) und (13) in § 14 definirt ist durch 

analog X^ und X^. 

Hierbei wird vorausgesetzt^ dass die Determinante i? von g(x,x) = 
nicht verschwindet; diese Annahme ist erlaubt, da es im Folgenden 
nur auf die Bestimmung der Schnittpunkte, bezw. die Realität der- 
selben ankommt. 

Ist r die Determinante der Substitution, durch welche die ur- 
sprünglichen Gleichungen (4) in die Gestalt (5) transformirt werden, 
so ist 

(7) r«B = l, 

und nach (27) in § 20: 

{8) - I r«^ = (A, - X,){k,-l,)X,' + (A, - X,)(k, - X,)X^' 

Mit Hilfe von (ß) und (7) kann für (8) gesetzt werden 

{8a) — y ^ = (F — 2Aiir + X,^G) + (F - 2X^H + V^) 

+ {F^2k,n+X,'G), 
worin Ut — y g\xi) . 

Diese Formel, die wir soeben für den Fall ungleicher Wurzeln 
von (ß) mit Hilfe der kanonischen Formen (5) abgeleitet haben, gilt 
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ganz allgemein. Schreibt man nämlich die rechte Seite von (8a) in 
der Form 5F —2(k, + X^ + ^3)^+ (V + ^%^ + h^)G und drückt 
man nun die Summen A^ + A, + Ag und X^ + k^ + ^3* durch die 
Coefficienten von {2) aus, so folgt 

- ^ S"^ ^ B^F + Q{^QG - 2BB) - 2BHG, 

wobei rechts Ui durch -^rgixi) zu ersetzen ist. Alsdann verwandelt 
sich die rechte Seite nach (7 a) und (7 b) in § 17 in B\\\g — 2% + Qf), 

es folgt also — y ^ = 0/*+ H^r — 2% in üebereinstimmung mit (4), 

S. 368. 

Die noth wendige und ausreichende Bedingung dafür, dass die 
Ausdrücke JP— 2^^^+ VG = 1, 2, 3) für beliebige Werthe der 

Uk=^-^g{Xk) negativ seien, fällt also auf Grund von (Sa) damit zu- 
sammen, dass die Gombinante ^ eine positive definite Form ist. 

Bevor wir diese Untersuchung über Realität der Schnittpunkte 
weiter fortsetzen, wollen wir für ^(a;, a?) = noch die Gleichung in 
Liniencoordinaten ableiten. Aus {&) findet man 

1 r« .¥(«,«) = - (A, - A,)» {k, - A,) (A, - A,) U,^ 

- (A, - A,)* (A, - A,) (A, - A,) Z7,» - (Aj - A,)» (A, - A.) (A, - A,) ü^ 

und erhält nach Einführung der Werthe der Ui aus (36), S. 141 mit 
Bücksicht auf die Relation r^B = 1 die Gleichung: 

iß) - ^^"^ («, ») = (^ - h? (F - 2Ax5- + X,'G) 

+ {h- ^i)*(-F- 2A,5+ A,*G) + (A, - X,y(F- 2l,H+ A,»©). 

Wir wollen nun die kubische Gleichung (2) durch eine Variabele 
(i homogen machen. Alsdann ist die Hesse'sche Covariante h von (2) 
nach (13), S. 366 gegeben durch 

(10) - 18Ä(A, n) = B^(l, - A,)»(A - A,p)« + (A,- AO»(A - A,/»)> 

+ (A^-A,)«(A-A,^)''}, 

wofür wegen r^B = 1 auch gesetzt werden kann 

- 18r*Ä(A, ^) = (A, - A3)» (A - X,(,y + (X, - Aj» (A - A,,»)» 

Es geht also (9) aus (10) dadurch hervor, dass man setet A' •*=• F, 
Xfi <=" S, li* = G. Andrerseits hat man für die Hesse'sche Covariante 
von (3) den Ausdruck 

Ä(A, (i) = (BH — e*)A» + (0H - AB)i.ii + (^0 - H*)p*, 
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daher wird 

(ii) _L v(u, m) « (BH - e»)F + (eH ~ ÄB)H + (^e - H^G. 

Nach (8) ist 

andrerseits ist B^(X^ — x;)\X^ - A,)'(Ai - A,)^ = 27 iJ, in Folge von 
f « £ «s 1 wird daher 

(12) ^ + (iPn^,i%,) = 129R. 

Denkt man sich nun eine Transformation wie (35) , S. 28 an- 
gewandt auf 

so zeigt (36); S. 29^ dass die Relation stattfindet^) 

*11 • *(^; ^) = (*ll^l' + *18^20* + (*ll*i2 — ^12^)^2'* 

•.s 

Hieraus geht hervor, dass ^ stets dann und nur dann definit ist, wenn 

V'ii • (J'i ^11^22^88) ^^^ ^11^22 — ^12* gleiche Vorzeichen haben. 

Da wir non an und für sich den Fall ü > betrachten, muss 

also 2^i (^11^22^88) positiv sein, ebenso ^n, denn tlf(x,x) sollte nach 

(8a) und S. 373, Zeile 13 eine positive definite Form darstellen; hier- 
aus folgt, dass auch 

sein muss. Die Bedingung, dass sich die Kegelschnitte (ß) in vier 
reellen Punkten schneiden, ist daher 

J2>0, i^n>0, Vs8 = *ll*22-*12'>0. 

£s ist klar, dass man allgemeiner hierfür setzen konnte: 

.B>0, *.w>0, Vtt>0, wobei i^Jc. 

Im Falle der einfachen Berührung der beiden Kegelschnitte hat 
die Gleichung {2) zwei gleiche Wurzeln, etwa Ai= A,; R verschwindet. 
Für die Realität der beiden übrigen Schnittpunkte ist nothwendig, 
dass das Geradenpaar, welches der Doppelwurzel entspricht und nach 
S. 133 und 155 den stets reellen Berührungspunkt mit den zwei übrigen 

1) I>ft /^ d: (V'ii V'aj V'ss) ^*cb (12) ^ 0, 80 mu8s ^»11 ="^(1>0, 0) nach (1), 

S. 66 von Nall verschieden sein; gleiches gilt von ^n^ts — '^it't da sonst nicht- 
versch windende Werthe Pi, p, existiren, fflr virelche i/'uPi + "^u A =- and 
%i P\ + ^f« Vt = ö, d. h. für welche 'V'CPi » Vt^ 0) =- wäre. 
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Schnittpunkten verbindet, reell sei; hierzu genügt F — 2Aifl'+Ai*G^<0, 
oder nach (It) V(w, m) > für die Coordinaten aller Geraden t*,-, die 
nicht durch den Berührungspunkt gehen. Aehnlich wie S. 51 kann 
man auch sagen, dass irgend eine der drei Hauptunterdeterminanten 
^ii > sein muss. Im entgegengesetzten Falle sind die zwei übrigen 
Schnittpunkte imaginär. 

Im Falle der doppelten Berührung ist X^ «=> X^ und 

daher auch ^(w, «) ^ 0. Die Gleichung k^g — /'«== repräsentirt 
die stets reelle Berührungssehne doppelt zählend, k^g — f^^Q die 
Tangenten in den zwei Berührungspunkten. Die beiden Berührungs- 
punkte sind also re^U oder imaginär, je nachdem das Geradenpaar 
k^g — /" «= reell oder imaginär ist, d. h. je nachdem 

F—2k^H+k^^G<0 oder >0 

für die Coordinaten Ui aller Geraden, die nicht durch einen der 
Berührungspunkte gehen. Man könnte zufolge (^a) auch sagen, 
dass die zwei Berührungspunkte reell oder imaginär sind, je nachdem 
ii>{Xj x)>0 oder < ist für jeden Punkt o?, der nicht auf der Be- 
rührungssehne liegt, d. h. kürzer je nachdem eine der Grössen ^«•<>0 
oder < 0. Diese Sehne wird übrigens, wie {8a) zeigt, im gegen- 
wärtigen Falle doppelt zählend auch durch ^ (:r, :r) «> dargestellt 
Setzt man \, = J5H — 0*, 2\^ = 0H — AB, A^^ = J.0 — H^ 

so ist nach (iZ) jgö^C**»**) ='KiF'^2\^II'\'h^^G\ man kann daher 

sagen, dass im Falle der doppelten Berührung sämmtliche Hauptunter- 
determinanten ¥/< verschwinden müssen, dagegen können \x ^^^ ^22 
nicht gleichzeitig Null sein, weil sonst in Folge von 

iZ — 4(ÄiiÄ22 — V) = 

auch h^2 verschwinden und alsdann Osculation vorliegen würde. Die 
Berührungspunkte sind reell oder imaginär, je nachdem irgend eine 
der Grössen ^,-j positiv oder negativ ist. 

Im Falle der Osculation verschwinden zufolge der Fussnote zu 
S. 136 die Ausdrücke A^^, \^ und h^. 

Die Kegelschnitte des Büschels haben endlich vier zusammen- 
fallende Punkte geraeinsam, wenn ^(o;, x) ^ 0. Es geht dies aus den 
Betrachtungen S. 135 und 136 hervor, wenn man dabei die oben ge- 
fundene Relation (ßa) beachtet. 

Wir wollen nun die erhaltenen Resultate über die Realität der 
Schnittpunkte zweier Curven zweiter Ordnung f(x,x)=^Oy g(x,x) = 
übersichtlich zusammenstellen. 



3 ^ ^ d'N 

2 ^^ ^^ dx. duu 
11 
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Es sei im Folgenden 

8 8 
t{x, X) =^ ^ tikXiXk = 

wob« ' ^=42'±(ÄÄ«')' 

1 

femer sei R = ^gg^ ± (^n^MV-js) = HKih» — *«*) > 

8 8 

VC«, «) =2 2 ¥»M,«i = 162(Äi, if' + 2Ä„ ff + A,, ö) , 

1 1 

wobei Äa = JBH — 0«, 2\^ = GH — ^JB,* Ä^g = ^0 - H\ 

I) iZ^O: vier verschiedene Schnittpunkte. 

1) i2 < : zwei reelle und zwei imaginäre Schnittpunkte. 

2) B > 0: vier reelle oder vier imaginäre Schnittpunkte. 

a) i^ii > und Vjb* > 0, i ^ Je, vier reelle Schnittpunkte («* und Ic 
irgend zwei bestimmte^ verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3) ^), 

b) die Bedingungen a) sind nicht erfüllt : vier imaginäre Schnittpunkte. 

II) jR«=0: specielle Fälle der Berührung. 

1) Nicht alle ¥,< gleich Null: einfache Berührung, zwei Schnittpunkte 
fallen zusammen; die beiden anderen sind: 

a) reell; wenn unter den drei Grössen %i eine willkürlich aus- 
gewählte positiv ist*), 

b) imaginär, wenn unter den drei Grössen V,-,- eine willkürlich 
ausgewählte negativ ist^). 

2) Alle %i gleich Null, nicht aber alle ^/,:*) 

a) A]^ und h^^ nicht gleichzeitig Null: doppelte Berührung, 
und zwar 

a) reell, wenn unter den drei Grössen rl^a eine willkürlich 

ausgewählte positiv ist, 
ß) imaginär, wenn unter den drei Grössen ^u eine willkürlich 

ausgewählte negativ ist. 

b) Äji =■ Ä2J "^ ^12 =* : Osculation. 

c) Auch alle ^h, gleich NuU^): die vier Schnittpunkte fallen 
zusammen. 



1) Wenn diese Bedingangen neben 12 >• für irgend ein bestimmtes i, 
bezw. k erfüllt sind, so gelten sie anch för jedes t, bezw. k, 

2) Es ist dann für jedes Werthsystem ^i'^fiUai welches Y(u, u)aBO nicht 
erfüllt, M'(u,u)>0. 

3) Es ist dann für jedes Werthsystem u^iu^iu^, welches Y(u,u) «tO nicht 
erfüllt, M'(v,u)<0. 

4) Man könnte anch sagen ^(u, u) identisch Null, nicht aber if}(x,x). 
6) Man könnte auch sagen 'ilj(XyX)^0. 
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#292« Um die Realität der vier gemeinsamen Tangenten 
von f{x, a;) = und g{Xy a;) — zu untersuchen, hat man genau die- 
selben Betrachtungen wie zuvor durchzuführen, jedoch ausgehend von 
einer Combinante ^(m, w), welche aus F{Uf u) und ß(n, u) in derselben 
Weise zu bilden ist wie tlf(x,x) aus f{x,x) und g(XjX). Man findet 

— y 9(^, w) = ^ihi^i — h) {k — h) «*i* -I 

+ Kh (^3 — ^i) (^8 — K) Ws*, 
oder auch \ (p(uy m) = — (AeG + BHF— 2ABH)] an Stelle von 

^(m, u) tritt 
<t)(a:, x) « ÄB[{Ae — H«)J5/'+ (GH - AB)x + (J5H - e')Ag}' 

Andere, allerdings etwas complicirtere Kriterien sind zum ersten 
Male (auch für Schnittpunkte) von Herrn K. Kemmer^) gegeben worden. 



#293. Man bilde die in (292) erwähnte Combinante q>(u,u) für 
die auf rechtwinklige Coordinaten bezogenen Kegelschnitte 

a«w^« + 5«ti3« — M3« = und V + V = 0, 

also für die Curven einer confocalen Schaar. 

Man findet — - 9)(w, u) = (a^ — &0^i* — (^* — &0<*2^ + 1> und 

dieser Ausdruck stellt gleich Null gesetzt die conjugirte gleichseitige 
Hyperbel zu derjenigen dar, welche die Verbindungslinie der zwei 
Brennpunkte der confocalen Schaar zur reellen Hauptaze hat. Ueber 
die geometrische Bedeutung der letzteren vgl. die unten^) citirte Ab- 
handlung von Steiner. 

294. Wie viele Punkte gibt es auf der Ourve zweiter Ordnung 
f(Xy x) = 0, in denen der Krümmungsradius r einen gegebenen Werth 
besitzt? 

Aus (17), S. 213 folgt r^rMV - ©'(/i^/ii/a) = 0; nach (199) 
ist aber co^fj^, f^, Q = [a, (o]f(x, x) — 2H, wofür nun — 2H gesetzt 
werden kann^ da der Punkt x auf f{x, a;) «=* liegen soll. Wir er- 
halten also r^rMV + 8-ff^ = oder 



1) „Kriterien der Realität für die Schnittpunkte von Linien zweiter Ord- 
nung**. Inangnral-DiaBertation. Gieesen 1878. 

2) „Elementare Lösung einer geometrischen Aufgabe, und über einige damit 
in Beziehung stehende Eigenschaften der Kegel schnitte*^ Journal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 87, S. 185, 1847, oder „Gesammelte Werke**, 
Bd. 2, S. 414. 
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(r^t^Ä^pJ' + 2h) (At^Ä^pJ + 2 Es) 

{AtiÄip/+2H€^)=0, 

wobei £ und b^ die complex conjugirteu dritten Wurzeln der positiven 
Einheit bedeuten. Jeder der drei Elammerfactoren stellt eine Curve 
zweiter Ordnung dar, doch ist nur die erste reell; ihre Schnittpunkte 
mit f(x, x) = liefern diejenigen Punkte^ in denen r einen gegebenen 
Werth hat. Im allgemeinen gibt es also deren je 4, wenn wir ron 
den 8 jedenfalls imaginären absehen, die bei Berücksichtigung der 
complexen Elammerfactoren in Betracht kommen. Die vier Punkte 
Yon gleichem ErQmmungsradius r liegen auf der Curve 

rir^Ä^P:,^+2H=0, 

welche einen mit dem Directorkreis H ==^0 und somit auch mit 
f(Xj o;) B= concentrischen Ereis darstellt, was übrigens aus Gründen 
der Symmetrie klar ist. Bei der Parabel zerfallt nach S. 148 f. der 
Directorkreis in die Directriz und die unendlich ferne Gerade; daraus 
geht hervor, dass bei der Parabel die Punkte von gleichem Erümmungs- 
radius auf Parallelen zur Directriz gelegen sind. 

296« Wie viele Punkte gibt es im allgemeinen auf einer Curve 
n*^' Ordnung, in denen der Erümmungsradius r einen gegebenen Werth 
besitzt? 

Aus (20), S. 213 folgt 

d. h. alle Punkte von gleichem Erümmungsradius r liegen auf einer 
Curve 6(n— 1)*®' Ordnung; da sie auch auf der Curve f{pi^^,x^yX^)=^0 
gelegen sind, gibt es im allgemeinen je 6n(n — 1) Punkte von der 
verlangten Beschaffenheit. 

296. Es gibt im allgemeinen GJcQc — 1) Tangenten einer Curve 
Jc^' Classe, in deren Berührungspunkten der Erümmungsradius r einen 
gegebenen Werth besitzt. 

Folgt aus (14), S. 212 in gleicher Weise wie das Resultat von 
(295) aus (20), S. 213; speciell für Curven zweiter Classe findet man 
mit Hilfe von (15), S. 212 ein ähnliches Resultat wie bei (294): es 
können höchstens vier reelle Punkte von gleicher Erümmung vor- 
handen seiu. 

297. Man beweise, dass die Gleichung des Erümmungsmittel- 
punktes, der dem Berührungspunkte einer Tangente u der Curve i^^' 
Classe 9(ffi7 t/g, t's) = ^ zugehört, die Form besitzt 



Ordnong der Evolate. 
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wobei Vi, V2, v^ yariabele Liniencoordinaten bedeuten und die D de- 
finirt sind durch 

A = 9'K)® W — 9>'(«2)o'(«*i)- 

298. Man suche im Anschluss an (297) die Länge des zum Be- 
rührungspunkte der Tangente u gehörigen Krümmungsradius der Curve 
**«' Classe 9)(Wi,Wa,W3) = 0. (Vgl. die Fussnote 1) zu S. 212.) 

299. Die Evolute einer Curve w**' Ordnung ist von der Ordnung 
3»(n — 1). 

Es ist beim Beweis dieses Satzes zu fragen^ in wieviel Punkten 
eine Gerade i«y «» die betr. Evolute schneidet; man hat also nach 
(23)^ S. 214 gleichzeitig zu betrachten die Gleichungen 

(n - 1) rp,« .^± (/•„ /i, /•„) H. + mif„f„f,)m (/) n) = 

und f(Xi,x^,x^)=^0, von denen die erste in den x vom Grade 
3(n — 1), die zweite vom Grade n ist. Aus beiden folgen im all- 
gemeinen 3n(w — 1) Werthsysteme von Xyix^ix^, womit obige Be- 
hauptung bewiesen; natürlich ist vorausgesetzt^ dass die gegebene 
Curve n^' Ordnung keine singulären Punkte enthält. Das Auftreten 
solcher Punkte würde diese Zahl 3n(n — 1) reduciren. 

Zu derselben Zahl 3n(n — 1) gelangt man auch in folgender 
Weise. 

Aus der Definition der Evolute folgt, dass ein Punkt y dieser 
Curve angehört, wenn von den n^ Normalen, die nach S. 204 von y 
nach der Curve n*^ Ordnung f{Xi, x^, x^) = gezogen werden können, 
zwei zusammenfallen, d. h. wenn fiXy^^x^jX^ «=* von der Curve «*®' 
Ordnung (22), S. 204, auf der die Fusspunkte jener Normalen liegen, 
berührt wird (vgl. auch S. 216 unten}; wir wollen die Gleichung dieser 
letzten Curve durch g{xy^i(c^yX^ ^=0 bezeichnen, und haben nun zu 
untersuchen, von wie hohem Grade in den y die Bedingung der Be- 
rührung wird. Es werde zuvor allgemeiner gefragt, wie hoch in den 
Coefficienten der Gleichung einer Curve m*®' Ordnung ^(aii a:„Ä;j) = 
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die BediogUDg dafür ist, dass gr «= die Curve n**' Ordnung f=iQ 
berührt^). Ersetzt man </ = durch ^ + ^^ = 0, wo Ä = eine 
andere Curve m^' Ordnung darstellen möge, so hat man zunächst für 
die Berührungspunkte x von /* = mit g -{- kh ^=0 die drei Glei- 
chungen Qf'(Xi) =^ g'(x,) + lV(xi)y (i a= 1, 2, 3), aus denen durch Eli- 
mination von Q und h folgt ^+ {fipOi)9{^%) Ä'CrCj)) = 0. Die Schnitt- 
punkte dieser Curve von der Ordnung n — 1 + 2(m — 1) = n + 2m — 3 
mit /*=0 sind diejenigen Punkte, in denen f von einer Curve des 
Büschels g •{- kh='0 berührt wird. Da die Anzahl dieser Schnitt- 
punkte (n + 2m — 3)n beträgt, müssen die Coefficienten von 
^r + ^Ä = 0, also auch die von ^r «= allein, in die Bedingung der 
Berührung im Grade (n + 2m — 3)n eingehen. In dem oben specieH 
vorliegenden Falle ist gipc^tX^^x^ «= von der n^^ Ordnung, die Be- 
dingung der Berührung von g => mit /*=0 wird daher in den 
Coefficienten von g, somit auch in den y,-, vom Grade (3n — 3)n oder 
3n(n — 1), d. h. die Evolute einer Curve n^ Ordnung ist von der 
Ordnung 3n(n — 1). 

#300. Man gebe einen Weg an zur Bildung der Gleichung f&r 
die Evolute einer Curve Ä*®' Classe fpi^f^ifU^y^^) '=^0. 

Sind u^yU^f Us die Coordinaten der Tangente irgend eines Punktes 
der gegebenen Curve, VifV^yV^ die Coordinaten der zugehörigen Nor- 
male, so hat man <o'(vi)u^'\- G)'(y^)u2 -{- (o'(v^)u^^= 0] ferner ist 
9)'(wi)t?i + 9)'(t/2)v2 + g)'(w3)f;8 = 0, da die Normale durch den Be- 
rührungspunkt der Tangente u geht. Um die Gleichung der Evolute 
in Liniencoordinaten zu erhalten, sind die Ui zu eliminiren aus der 
Gleichung h^°^ Grades q>(u^, Mg, tfj) «=* 0, aus einer Gleichung ersten 
Grades und einer vom Grade (h — 1). Die beiden letzten Gleichungen 
sind in den v, linear, während q)(ui, tig, u^) «=* die v,- überhaupt nicht 
enthält. Die Resultante ist alsdann, wie in der Algebra gezeigt wird, 
in den v vom Grade k(k — 1) + & • 1 «=* Ä*. Zugleich folgt, dass für 
eine Curve Ic^ Classe die Evolute von der Classe ifc* ist. 

Zu demselben Resultat gelangt man in nachstehender Weise: 
Setzt man der Kürze halber Xi=^a/(vi), so liegen die Gleichungen vor: 

9(^1, u^, «s) = 0, 9 («i)Vj + 9 00^2 + 9(^fi)^Z = 0; 

Die Elimination von UifU^fti^ liefert das Product der Gleichungen der 
Ä(Ä — 1) Tangenten, welche die gegebene Curve 9 = mit 

1) Vgl. hierzu „Analytische Geometrie der höheren ebenen Curven von 
Salmon*\ deutsch bearbeitet yon W. Fiedler, 2. Aufl., S. 103. 
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gemeinsam hat; speciell erhält man wieder den Ausdruck für die 
Evolute in variabelen Linieneoordinaten Vi durch die Substitution 
a;,ss (o\vi)f so dass also im Eliminationsresultate die Vi vermöge der Xi 
eingehen im Grade h(k — 1) und vermöge der in 

9 (wi)«^i + 9 0h)^2 + ¥(jh)^s = 
explicit stehenden Vt im Grade Je - 1, somit insgesammt im Grade 
]c(k-l) + k = k\ 

301. Man bestimme den geometrischen Ort der Punkte y^ von 
denen an die Curve zv^eiter Ordnung f{Xj a;) = vier Normalen von 
gegebenem Doppelverhältniss gelegt v^erden können^). 

Die Fusspunkte der Normalen v^erden nach (22), S. 204 aus 
f{x^ 2;) s» ausgeschnitten durch die gleichseitige Hyperbel 

g{x, x) =2± (t ^'(^1) ^« y») = ^* 

Nach (283) ist nun für diese Curve g(x^ a?) = und für f{x^ a;) «= 
zu bilden die kubische Form 

M'o(A, li) = A»J5 — 3AVÖ + 3A/x«H - /i»^, 

in V7elcher jedoch H verschwindet, V7ie bereits S, 217 unter Angabe 
des Grundes erwähnt Alsdann hat man, von dieser kubischen Form 

ausgehend, die Gleichung - ^jj-^ = ^^ ^ J> -^'+^^'__ zu bil- 

den, in der s das gegebene Doppelverhältniss bedeutet (vgl. (^), S. 367). 
Im allgemeinen gehen die y; in h{X'y(i) im vierten Grade ein, in q(Xyfi) 
im sechsten Grade; der Ort der Punkte y ist also im allgemeinen eine 
Curve 12. Ordnung. Da jedoch speciell von einem Punkte y des Kegel- 
schnitts g(x,x) = des Büschels ig — /!/'«=* die vier Normalen 
von gegebenem Doppelverhältniss gezogen werden sollen, so ist zu 
setzen A «» 1, ft = 0, wodurch sich h{l, (i) nach S. 364 reducirt auf 
— 0^, j(A, ft) auf — AB^ — 20^ Diese Ausdrücke wären nun zu 

substituiren in «o^ "^ ^9 wobei zur Abkürzung gesetzt ist 

1 (l-s + O« ^,. 

(l+«)*(25— 1)'(« — 2)« ' 

man erhält alsdann 0« — Jc{ÄB^ + 20»)* = oder 

{e^J^yk{ÄB^ + 20«)} {0» —YhiAB' + 20»)}= 0, 
die Curve 12. Ordnung zerfallt also in zwei Curven sechster Ordnung. 

1) Die hier gegebene Methode wurde im Jahre 1877 Herrn W. Fiedler von 
Herrn Gnndelfinger mitgetheilt. 
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Speciell für s«=»0 müssen zwei von den vier Normalen zusammen- 
fallen ^ der Punkt y also auf der Evolute liegen; wenn s «^0, wird 

Ä = -— und man erhält in der That als Ort von y die zwei Curven 

sechster Ordnung AQ^ -{- AB^ ^^ und -4.JS* = 0, deren erste in 
Uebereinstimmung mit (35)^ S. 217 die Evolute darstellt, während die 
zweite nach (38); S. 217 das doppelt zu zählende Product aus den Haupt- 
axen von f(x, x) ^=^0 und der unendlich fernen Geraden repräsentirt 

302« Man bilde eine Gleichung zur Bestimmung der Fusspunkte 
der Normalen; welche von einem beliebigen Punkte y nach einem 
Kegelschnitt f(x, a:) =« gezogen werden. 

Sind yt die Coordinaten des beliebig gegebenen Punktes ^ Xi die 
Coordinaten eines Normalenfusspunktes, o>'(/»') ^^^ Coordinaten des 
Normalencentrums der Tangente in 2: ; so bestehen die Relationen 
yi = XXi + co\fi), (i = 1, 2, 3), denn die drei Punkte y, x und das 
genannte Normalencentrum liegen in einer Geraden (vgl. auch (19), 
S, 213). Nach Einführung der Werthe »'(/<) ^^^8* «ßter Anwendung 
der in (6); S. 85 gebrauchten Bezeichnungs weise: 

Vi — («11 + ^)Xl + «12^2 + «is^s 

Vi = «21^1 + («22 + ^)^2 + «28^3 

y» = «Sl^l + «82^2 + i^Si + ^)^8- 

Es sei nun B ^ ^ + (ßn ß^^ ßzz) die aus den Coefficienten der x in 

diesen drei Gleichungen gebildete Determinante^ so dass also z. B. 
^2 "^ ^22 4" ^» Äi = 0^81 ^* s* ^-5 ferner sei B^t die Unterdeterminante 
von ßik in B. Die Auflösung obiger Gleichungen nach Xi ergibt als- 
dann Ba;< = Bi.yi + B2,y2 + Bsi-ya. Diese Werthe der x substituirt 
man in f{x^ x) = und erhält dadurch eine biquadratische Gleichung 
für ky denn die B/it enthalten A im zweiten Grade. Durch Einsetzen 
der Wurzeln k in Ba^i = Bi.yi + B2,y2 + Ba.y» ergeben sich die 
Coordinaten Xi jener Normalenfusspunkte. 



Anwendung von § 22 — 26. 

303. Man beweise; dass die HessianC; sowie .die Cayley- 
sche Curve eines Eegelschnittnetzes Combinanten sind. 

Gehen wir aus von dem Netz x^) + A^ -j" f*>C "*= 0, so ist zu 
zeigen, dass sich bei Substitution von 

^i<P + hi^ + l^iX - 0, (i = 1, 2, 3), 
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as Stelle von % resp. ^; resp. % die Ausdrücke für die Hessiane und 
für die Cayley'sche Curve nur um eine Potenz der Determinante der 

Substitution ^ + («i Ag (I3) ändern. 

Wenn man nun für Xiip + A^^ + (liX entsprechend den Werthen 
1,2,3 des Index i zur Abkürzung setzt f(pi:,x), gix^x)^ h{x^x)j so 
wird die Gleichung der Hessiane des durch fy g und h bestimmten 

Netzes: 

^ ± (r(^i), 9\x,), h'(x,)) =2 ± (^i^^^s) '^ ± (<p'i^i)^\^2)Xi^)l 

womit für die Hessiane obige Behauptung erwiesen ist. 

Die Gleichung der Cayley'schen Curve werde dadurch aufgestellt, 
dass man zuerst den Polkegelschnitt einer Geraden u in Bezug auf 
f(x, x) und g{x, x) sucht. Derselbe wird 

N{XyX) = {X,ii^ — hl^i)N^ + (f^iXjj - ft,xj N^ + {x,X^ — x,Ai) N^ = 0, 
wobei zur Abkürzung gesetzt ist 

Nf, =^ ± (q)'{x{)tl;\x^)u^). 

Jetzt muss noch zu N(x,x) und zu h{XyX) die Gleichung des 
harmonischen Kegelschnitts gebildet werden. Die Curre ^^ ■» wird 
nun Yon jeder Geraden u in einem Punktepaare getroffen, das harmo- 
nisch liegt zu den Schnittpunkten dieser Geraden sowohl mit ^ «= 0, 
als mit x^=^0\ daher ist 

(-^1 7 *)iiWi* + 2(2Vi, ^)„Mitt2 -\ = und 

(^1 , %)n< + 2(N,, x)i2U^u, + . . . = 0.0 

Aehnliches gilt von N^ und N^. In Folge dessen bleiben bei Bildung 
der Gleichung des harmonischen Kegelschnitts yon N und h nur übrig 
die Glieder: 

«8(^lf*2 — ^2f*i) { (■^'l; 9)11 Wl' + 2(iVi, 9)12^1^2 H } + 

+ ^8(1^1^2 — f*2«l) { (^2^ *)ll V + 2 {N^j t\iU^U^ H } + 

+f*8(«i^2 - ^^){ W> z)iiV + 2(iVs, x\iU,Ui H }. 

Jede dieser drei geschweiften Klammern enthält denselben Aus- 
druck für die dem Netz xq> -{- Xtl; -{' fix = zugehörige Cayley'sche 
Curve; von letzterer ist daher die Cayley'sche Curve des durch f,g,h 
bestimmten Netzes in der That nur verschieden um den Factor 



1) üeber die Bezeichnnngsweise vgl. (12), S. 130. 
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304« Man bilde die Gleichung der Hesse^schen Gurve eines Netzes, 
dessen einzelne Curven sämmtlich einen und denselben Pankt ge- 
meinsam haben. 

Als Seiten des Coordinatendreiecks führen wir ein die Tangenten 
a?! = 0, a:2 = zweier Kegelschnitte q>{Xj a:) = und i>{Xy x) = 
des Netzes in dem allen Gurven gemeinsamen Punkte P; die Tangente 
Xi = von (p trifft ^ in einem zweiten Punkte Q, die Tangente 
rr^ = von ^ trifft q> in einem zweiten Punkte jR; die Gerade QR 
sei die dritte Seite des Goordinatendreiecks. Wird eine weitere Gurve 
des Netzes durch das Geradenpaar XiX2'='0 gebildet^ so erhält mau 
als Gleichung des Netzes: 

K{a^x^ + 2a^^x^x^ + 2a^^x^x^) + k{]}^^x^ + 2\^x^x^ + ^l^^x^x^ 

+ 2^x^x^ = 0, 

und hier kann noch (vgl. (303)) a^j = &12 = gesetzt werden. Für die 
Uessiane des Netzes folgt 

f(Xif X^f X^J = C^i^OiiXi -f- ^22^28*^2 ^0^^3023^?! 3^2 ^3 = v), 

eine Gurve dritter Ordnung, die in dem gemeinsamen Punkte der 
Kegelschnitte des Netzes einen Doppelpunkt hat mit den Geraden 
a?! = 0, iTj = als Doppelpunktstangenten. (Auf der Geraden 0^3 = 
liegen die Wendepunkte dieser Gurve dritter Ordnung, d. h. diejenigen 
Punkte, in denen der Krümmungsradius unendlich gross ist, also nach 

(20), S. 213 der Ausdruck V + (1^, ^, |^) verschwindet) Durch 

passende Wahl des Einheitspunktes kann die Hessiane in der Form 
dargestellt werden Xj» + X^^ + GJcX^X^X^^) = 0. 

305. Für dasselbe Kegelschnittnetz die Gleichung der Gayley- 
schen Gurve aufzustellen. 

Nach der auf S. 225 angegebenen Methode bilden wir zuerst die 
Gleichung des Polkegelschnitts einer Geraden u in Bezug auf 



ip z=z ^22*^2 "1" ^(Xiif^XiXi 



3 



und x^XiX2 9 alsdann die Gleichung der harmonischen Gurve zweiter 
Glasse zu dem Polkegelschnitt und zu ^ ^ ^11^1* + ^b^^x^x^. Man 
findet alsdann für die Gayley'sche Gurve: 

u^ia^^h^u^^ — 40^3628^1 Wj) = 0, 
sie zerfallt also in den allen Kegelschnitten des Netzes gemeinsamen 
Punkt und eine Gurve zweiter Glasse, welche in den Ecken u^ <=» 0, 



1) Vgl. Hesse: „Ueber Garven dritter Ordnung und die Kegelschnitte, 
welche diese Curven in drei verschiedenen Pankten berühren/* Journal für die 
reine und angewandte Mathematik, Bd. 36, S. 168, 1847. 
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resp. ^2 «=> des Coordinatendreiecks von dessen Seiten x^ = 0, 
resp. a?i = berührt wird, während x^ '^ die Berührungssehne, 
u^ SS deren Pol darstellt 

306. Haben alle Kegelschnitte eines Netzes eine gemeinsame 
Sehne, so zerfallt die Hessiane in diese Sehne und einen Kegelschnitt. 
Die drei Gleichungen 

f{x, x) = 0, f{x, x) + 2m^q:c = 0, f{Xy x) + 2nxq:t = 

stellen drei Kegelschnitte dar, welche durch die Schnittpunkte der 
Geraden g« *« mit f{Xj x) ^=^0 hindurchgehen. Die Gleichung des 
Kegelschnittnetzes ist daher im vorliegenden Falle 

xf{x, x) + 2Xmxqx + 2fiWxjjr «= 0. 
Die Hessiane des Netzes wird 



fx nixqi + qxnii n^qi + q^ni 

fz *W*23 + qx Ws Wx(?8 + ?xWs 







oder auch 

wobei sich in der That der Factor q^ ausscheiden lässt. Mit Hilfe 
der Identität 

\fl f2 fs f{x,x)^ 

! ^i & ?s ax ' 

W^ 9^2 ^8 ^x 



folgt 



= 



n^ n^ Wj fix 



fiPf ^) '^ ± («1^2«») — 2^2 + (fi^i^) + ^^2 - (^i^^Wa) 

so dass die Gleichung des in der Hessiane enthaltenen Kegelschnitts 
die Gestalt erhält 

2qx^ ± (fxfi^fh) — fi^> ^) 2 ± iii^^s) = 0- 

Führt man die Coordinaten des Schnittpunktes js der beiden Geraden m 
und n ein durch 0^ ■= fn^n^ — ^^^^9) u* s. w., so entsteht 

2qxf{^, x) — q,f(x, x) = 0. 

Auch diese Curve hat mit den Kegelschnitten des Netzes die Sehne 
gr = gemeinsam; ausserdem trifft sie irgend eine Curve g{Xy x) = 

Gundclfinger, YoTlpsungcii. 25 
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des Netzes in deren Schnittpunkten mit der Polare g(jSfX)*^0 des 
Punktes e in Bezug auf g(x, x) <= 0. 

Von Wichtigkeit ist endlich noch die Bemerkung, dass die Polare 
des Punktes in Bezug auf den der Hessiane angehörigen Kegelschnitt 
^ixf(jSf ^) — infip} a*) = mit der gemeinsamen Sehne der einzelnen 
Curyen des Netzes zusammenfällt; der Punkt z ist nach (197) zugleich 
derjenige, in welchem sich die übrigen Sehnen schneiden, die je zwei 
Curyen des Netzes gemeinsam sind. 

307. Haben alle Kegelschnitte eines Netzes zwei Punkte ge- 
meinsam, so zerfiLUt die Cayley'sche Curve in drei Punkte, nämlich 
in die zwei gemeinsamen und in einen dritten Punkt, der mit dem- 
jenigen identisch ist, in welchem sich nach (197) die übrigen gemein- 
samen Sehnen von je zwei Curven des Netzes schneiden. 

Wie in (306) wird ausgegangen von dem Netz 

%f{Xj x) + 2kqxma + äftg^n, =« 0. 

Nach der Bemerkung am Schlüsse von § 23 kann man die Gleichung 
der Cayley'schen Curve bilden, indem man erst den Polkegelschnitt 
von qxiv^x ^^ und qx^x "^ berechnet und alsdann zu ihm und 
f{Xf x) ^= die harmonische Curve zweiter Classe. Die Gleichung des 
ersteren kann auf dieselbe Art abgeleitet werden, wie die der Hessiane 
in (306), nur sind die fi daselbst zu ersetzen durch die u,; man findet 

ix{2^ + (wi^attj) • qx — ^ + (Si^atig) • ttx|= 0, der Kegelschnitt 
zerfallt also in die gemeinsame Sehne g^^ "=" und die Gerade 
Tx = 2^ + («iW^ns) qx — ^ + (?i WjWa)^, = 0. 

Die harmonische Curve zweiter Classe zu f(x, x) = und qxr^ ««0 
ist (J JJ)^ — 0, oder auch 2 V + (thm^fh) * M^ = 0, zufolge der 

obigen einfachen Relation , welche zwischen den drei Geraden qx ■= 0, 
TjgtsaO, Ux = besteht, vermöge deren dieselben durch einen und 

denselben Punkt gehen. Der Factor \^j — stellt aber nach (53 a) 

in § 4 das Schnittpunktepaar der Geraden 2, = mit f{x, rc) « 
dar, während ^ + (uj^fn^fh) = die Gleichung des in (306) durch g 
bezeichneten und daselbst näher besprochenen Punktes ist. 

308« Haben alle Kegelschnitte eines Netzes drei Punkte gemein- 
sam, so besteht die Hessiane aus den drei Verbindungslinien dieser 
Punkte, die Cayley'sche Curve aus den drei Punkten selbst. 

Es genügt hier das Netz zu betrachten, welches durch alle dem 
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Goordinatendreieck umschriebenen Kegelschnitte gebildet wird; man 
kommt dann sehr leicht zu obigem Resultat 

Dualistisch zu den yoranstehenden Sätzen ergeben sich die folgenden: 

309. Die Hessiane eines Eegelschnittge wehes ^ dessen einzelne 
Curven eine Tangente gemeinsam haben, ist eine Curve dritter Classe, 
welche die gemeinsame Tangente zur Doppeltangente hat 

Ausserdem lässt sich noch Folgendes über diese Gurre sagen. 
Es seien P und Q die Berührungspunkte der Doppeltangente mit 
der Hessiane und g> (u, u) «a 0, bezw. ^ (u, n) «» irgend zwei 
Kegelschnitte des Gewebes; von P kann alsdann noch eine weitere 
Tangente an ^(t«,u)«BO gezogen werden, von Q eine solche an 
q)(u, u) B» 0. Durch den Schnittpunkt 8 dieser* beiden Tangenten 
gehen die drei Bückkehrtangenten der Gurre dritter Glasse, d. h. die 
Tangenten in solchen Punkten, in denen die Lange des Krümmungs- 
radius gleich Null ist Nach (14), S« 212 genügen diese Tangenten t( 

der Gleichung^ ± (^ g^2 ^) = 0, wenn durch F(u^y u^^Ug) = 
die Hessiane dargestellt wird. Vgl. (304). 

310. Die Gayley'sche Gurve eines Kegelschnittgewebes, dessen 
einzelne Gurven eine Tangente gemeinsam haben, zerfallt in diese 
Gerade und in einen Kegelschnitt. Bei gleicher Bezeichnung wie in 
(309) sind P und Q die Berührungspunkte der beiden Tangenten PS 
und QS, also 8 der Pol der Berührungssehne, Vgl. (305). 

311« Haben alle Kegelschnitte eines Gewebes zwei gemeinsame 
Tangenten, so zerßLUt die Hessiane in den Schnittpunkt dieser Tan- 
genten und in einen Kegelschnitt Vgl. (306). 

312« Die Gay ley 'sehe Gurve eines solchen Gewebes zerföllt in die 
beiden gemeinsamen Tangenten und in eine dritte Gerade. Auf ihr 
liegen die Spitzen der übrigen drei Paare von Tangenten, die je 
zwei Gurven des Gewebes gemeinsam sind. Vgl. (307). 

313, Haben alle Kegelschnitte eines Gewebes drei Tangenten 
gemeinsam, so besteht die Hessiane aus den drei Schnittpunkten 
dieser Tangenten, die Gayley'sche Gurve aus den drei Tangenten selbst 
Vgl. (308). 

314« Man bilde die Gleichung der Hessiane eines Kegelschnitt- 
netzes, in welchem sich eine Doppelgerade befindet 

Für xg>{x,x) + ^t{^} ^) + H'^x^ ^^ zerföllt die Hessiane in 

26* 
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Wx = und in ^ + ( |^ ^ wA = 0, den Polkegelschnitt der Ge- 
raden w in Bezog auf das Büschel xq>(x, x) -{- A^(^, x) ^^ 0. 

Uebrigens ist die Doppelgerade eines Netzes für das conjugirte 
Gewebe eine gemeinsame Tangente, denn wenn eine Curve q>(u,u) = 
conjugirt sein soll zu der Doppelgeraden Wx^'^^O, so heisst dies 
die Gerade w soll die Curye berühren. Die Hessiane des Netzes ist 
aber nach (38)^ S. 240 identisch mit der Gayley'schen Curve des con- 
jugirten Gewebes; nach (310) besteht sie also aus der Geraden Wjg=^0 
und aus einem Kegelschnitt. 

315. Die Cayley'sche Curve eines Eegelschnittnetzes, in welchem 
sich eine Doppelgerade befindet, ist eine Curve dritter Classe, welche 
diese Gerade zur Doppeltangente hat. 

Die Cayley'sche Curve des Netzes ist nach (39), S. 240 identisch 
mit der Hessiane des conjugirten Gewebes, das zufolge (314) aus 
Kegelschnitten besteht, die eine Tangente gemeinsam haben. 

Reprasentirt xg){x, x) + A^(rr, x) + (iWx^ = das Netz, so er- 
gibt sich übrigens nach S. 225 die Gleichung der Cayley'schen Curve 

dadurch, dass man in der Gleichung ^^ + \^ ^ ^) *= des Pol- 
kegelschnitts einer Geraden u an Stelle von x^ix^: x^ einführt 

Nach (309), bezw. (304) muss sich die Cayley'sche Curve schliesslich 
darstellen lassen durch einen Ausdruck von der Form 

aU,^ + 6 ?72» — 6k U, U^U^ = 0. 

316« Die Hessiane eines Kegelschnitt netzes, in welchem sich 
zwei Doppelgeraden befinden, besteht aus den beiden Geraden und 
aus der in Bezug auf irgend eine Curve des Netzes genommenen 
Polaren des Schnittpunktes der zwei Geraden. 

Denn die Hessiane des Netzes xq>{Xj x) + Av«^ + V'^x^^^ hat 

die Gleichung VxW^ -^ + (9 (^1)^2^'») = 0. 

317« Die Cayley'sche Curve eines Kegelschnittnetzes, in welchem 
sich zwei Doppelgeraden befinden, besteht aus dem Schnittpunkte der 
beiden Geraden und aus dem harmonischen Kegelschnitt zu diesem 
Geradenpaare und zu irgend einer Curve des Netzes. 

Nach S. 225 erhält man die Gleichung der Cayley'schen Curve 
des Netzes xg)(Xy x) + At;«.^ + f^w?«* = 0, indem man die Bedingungs- 
gleiehung dafür aufstellt, dass die Gerade W;^ = die Curve 9)(rr, rr) «= 
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und das Geradenpaar t?»«^» «^^ + (^'i^a^O = in zwei harmonischen 
Punktepaaren schneidet. Ist tp (x, x) definirt durch 



8 8 

21 



>^ >* aikXiXk^O, 



so würde man als Cayley'sche Curve den Punkt ^^ + {v^w^u^ = 
und die Curve zweiter Ciasse ( 1=0 erhalten. 

318« Die Gesammtheit der Kegelschnitte, welche ein gegebenes 
Dreieck zum Poldreieck haben, bildet ein Netz; die Hessiane desselben 
besteht aus den Seiten, die Cayley'sche Curve aus den Ecken des be- 
treffenden Dreiecks. 

Wählt man das gegebene Dreieck zum Coordinatendreieck, so ist 
die Gesammtheit der in Rede stehenden Kegelschnitte gegeben durch 
xx^ -\- Xx^ -f" l^^s' "^ ^9 ^^^ kommt alsdann leicht zu obigem Resultat. 

Da dieses Netz drei Doppelgeraden enthält, so besteht das con- 
jugirte Gewebe aus der Gesammtheit aller Kegelschnitte, welche diese 
Geraden berühren; die Hessiane des Netzes ist nach S. 240 identisch 
mit der Cayley'schen Curve des Gewebes, die Cayley'sche Curve des 
Netzes identisch mit der Hessiane des Gewebes. Mit Hilfe von (313) 
wäre man also gleichfalls zu obigem Resultat gelangt. 



319, Die Cayley'sche Curve eines Netzes von Kreisen 
besteht aus dem imaginären Kreispunktepaare und dem ge- 
meinsamen .Potenzmittelpunkte. 

Dass das imaginäre Kreispunktepaar der Cayley'schen Curve an- 
gehört, folgt sofort aus (307); dass der noch übrige Bestandtheil dieser 
Curve der Potenzmittelpunkt ist, zeigt (307) in Verbindung mit (71). 

320. Die Hessiane eines Netzes von Kreisen besteht aus 
der unendlich fernen Geraden und einem Kreise, der alle 
Curven des Netzes rechtwinklig schneidet, dem sogenannten 
Orthogonalkreise des Netzes. 

Dass die unendlich ferne Gerade dem Orte angehört, folgt sofort 
aus (306). Ein weiterer Bestandtheil der Hessiane ist nach (306) ein 
Kegelschnitt^ der gleichfalls durch die zwei, allen Curven des Netzes 
gemeinsamen Punkte hindurchgeht, also in unserem Falle ein Kreis 
ist; er möge durch bezeichnet werden. Der in (306) durch ss be- 
zeichnete Punkt ist jetzt der Potenzmittelpunkt aller Kreise des Netzes; 
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seine Polare in Bezug auf den Ereis fallt nach (306) mit der ge- 
meinsamen Sehne aller Kreise des Netzes ^ also mit der unendlich 
fernen Geraden zusammen^ woraus hervorgeht, dass der Potenzmittel- 
punkt aller Kreise des Netzes zugleich Mittelpunkt von ist. 
Jedenfalls ist also mit dem Orthogonalkreis concentrisch. Dass 
aber beide zusammenfallen, ergibt sich in folgender Weise: Die 
Hessiane ist nach III, S. 220 der geometrische Ort für die Spitzen 
aller in dem Netze enthaltenen Geradenpaare. Diese Spitzen rQhreu 
zum Theirvon denjenigen ausartenden Kreisen her, welche durch die 
unendlich ferne Gerade und die Badicalaxe irgend zweier Kreise des 
Netzes gebildet werden (vgl. S. 59), und zwar erfüllen sie dann, wie 
bereits erwähnt^ die unendlich ferne Gerade; zum Theil rühren sie her 
von den in dem Netze enthaltenen circularen Geradenpaaren (vgl. (224)) 
und erfüllen alsdann den Kreis 0, der somit ein Ort für die Grenz- 
punkte aller dem Netze angehorigen Kreisbüschel ist. Irgend ein 
Radius von ist daher, da der Mittelpunkt e Potenzmittelpunkt ist, 
als Tangente an einen (allerdings ausartenden) Kreis des Netzes zu 
betrachten. Mithin muss der Orthogonalkreis aller in dem Netze 
enthaltenen Kreise sein. 

321, Die Directorkreise aller Kegelschnitte eines Ge- 
webes bilden ein Netz. 

Denn die Gleichung des Directorkreises irgend einer Curve 
ij(w, u) ^ xq>(tiy u) + A^(n, u) + f*%(**j m) ■- 
des Gewebes ist nach (29), S. 148 in den Parametern x, X, n linear. 

322. Die Directorkreise aller einem Dreieck eingeschriebenen 
Kegelschnitte bilden ein Netz, dessen Hessiane aus der unendlich fernen 
Geraden und aus demjenigen Kreise besteht, für welchen das gegebene 
Dreieck Poldreieck ist. Nach (320) ist dieser Kreis zugleich Ortho- 
gonalkreis für alle Kreise des Netzes und nach (230) Ort der Mittel- 
punkte aller eingeschriebenen gleichseitigen Hyperbeln. 

Zu den dem Dreieck eingeschriebenen Kegelschnitten gehören als 
ausartende Gebilde die paarweise genommenen Ecken des Dreiecks; 
die zugehörigen Directorkreise haben die Seiten des Dreiecks zu Durch- 
messern und schneiden sich zu je zweien in den Endpunkten einer 
Höhe. Die Hohen sind daher Badicalazen für Kreise des Netzes, der 
Höhenschnittpunkt also der Mittelpunkt des Orthogonalkreises. Sind 
nun A, Bf C die Ecken des gegebenen Dreiecks, Äi, B^ C^ die Fuss- 
punkte der zugehörigen Höhen und ist H der Höhenschnittpunkt, so 
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bestehen nach der elementaren Definition der Potenz (vgl. auch (251)) 
die Relationen 

HA . HA^ — HB'HBi — HCHCi] 

da femer z. B. die Seite BCy auf welcher der Hohenfusspunkt A^ ge- 
legen ist, mit HA^ einen rechten Winkel einschliesst, so sind A und 
A,y wie in der elementaren Planimetrie gezeigt wird, harmonische 
Pole in Bezug auf einen Kreis mit dem Mittelpunkte H und dem 

Radius q = yWÄ - HA^ . Nun ist aber HA • HA^ auch gleich der 
Potenz des Punktes H in Bezug auf diejenigen Kreise, welche AA^ 
zur Schnittsehne haben und zu denen die über AC und AB als Durch- 
messern construirten Kreise gehören; daraus geht hervor, dass jener 

Kreis mit dem Mittelpunkte H und dem Radius q «» YHA • HA^ 
der Orthogonalkreis des Netzes der Directorkreise ist. Für ihn sind 
A und Aj^y analog B und B^y sowie C und CJ^ conjugirte Pole, er 
hat daher in der That das gegebene Dreieck zum Poldreieck. Aus 
pS -_ ffj^ , ffj^ folgt wieder wie in (75), dass der Radius des Kreises, 
somit auch der Kreis selbst, nur dann reell ist, wenn HA und HA^ 
gleiche Richtung haben, d. h. wenn H ausserhalb des Dreiecks ABC 
liegt, wenn also ABC ein stumpfwinkliges Dreieck ist. 
Aus Vorstehendem folgt: 

323. Die Tangenten, welche von dem Schnittpunkte H der Höhen 
eines Dreiecks an die über den Seiten als Durchmessern construirten 
Kreise gezogen werden können, sind von gleicher Länge, und zwar 
eben so lang wie die Tangenten, welche von H an die Directorkreise 
der vier dem Dreieck eingeschriebenen Kreise gezogen werden können. 

324. Die Entfernung l des Schnittpunktes der Höhen eines Dreiecks 
von dem Mittelpunkte irgend eines dem Dreieck eingeschriebenen 
Kegelschnitts ist gegeben durch P = p* + («* + 6*), wobei q den 
Radius desjenigen Kreises bezeichnet, für welchen das gegebene Dreieck 
Poldreieck ist, während a und h die halben Hauptaxen des ein- 
geschriebenen Kegelschnitts bedeuten« Dabei hat in a' + ^^ ^^^ positive 
oder negative Vorzeichen zu stehen, je nachdem die Curve eine Ellipse 
oder Hyperbel ist. 

Folgt aus (322) mit Rücksicht auf (229). Uebrigens erkennt 
man wieder sofort, dass die Mittelpunkte aller einem Dreieck ein- 
geschriebenen gleichseitigen Hyperbeln (a* — 6* «=■ 0) auf demjenigen 
Kreise liegen, für welchen das Dreieck ein Poldreieck ist (vgl. 164). 

326. Die Radicalaxe der Directorkreise von irgend zwei Kegel- 
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schnitteo^ die einem Dreieck eingeschrieben sind; ist Directrix för eine 
dem Dreieck eingeschriebene Parabel. 

Folgt aus (322) mit Rücksicht auf (237) und (238). 

326. Die Directorkreise aller Kegelschnitte desjenigen Gewebes, 
dessen Curven ein gegebenes Dreiseit zum Poldreiseit haben, werden 
von dem umschriebenen Kreise des Dreiseits orthogonal geschnitten. 

Wählt man als Dreiseit das Coordinatendreiseit, so ist 

die Gleichung des Gewebes; zu den Curven des Gewebes gehören auch 
die doppelt zu zählenden Ecken des Dreiseits und die zugehörigen 
Directorkreise bestehen aus dem von der betreflFenden Ecke aus ge- 
zogenen circularen Geradenpaare. Der Orthogonalkreis des Netzes der 
Directorkreise muss auch diese Geradenpaare rechtwinklig schneiden, 
daher nach den Ausführungen zu (320) durch deren Spitzen gehen, 
also durch die Ecken des oben erwähnten Poldreiseits. 

327. Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, die sich 
in irgend einem Kegelschnittgewebe befinden, liegen auf einem Kreise. 
(Vgl. (169).) 

Der Mittelpunkt jeder gleichseitigen Hyperbel kann nach (230) 
aufgefasst werden als der der Curve zugehörige Directorkreis (vgl. 
(11), S. 59); die Directorkreise des Gewebes bilden aber ein Netz, auf 
dessen Orthogonalkreis also die Mittelpunkte jener gleichseitigen 
Hyperbeln liegen müssen. 

328. Die Directricen aller in irgend einem Kegelschnittgewebe 
enthaltenen Parabeln gehen durch den Mittelpunkt des Orthogonal- 
kreises aller Directorkreise des Gewebes. 

Jede Directrix ist, zusammen mit der unendlich fernen Geraden, 
als Directorkreis der zugehörigen Parabel anzusehen; alle Director- 
kreise bilden ein Kreisnetz, dessen Orthogonalkreis also auch die 
Directricen der Parabeln rechtwinklig schneidet, d. h. diese Directricen 
müssen durch den Mittelpunkt jenes Orthogonalkreises gehen. Vgl. 
auch (320) und den Schluss von (306). 



329» Man nennt Polviereck^) einer Curve zweiter Classe ein 
solches, bei dem zwei Paare Gegenseiten conjugirte Polaren in Bezug 
auf die Ourve sind. Nach einem Satze von Hesse*) besteht alsdann 

1) Vgl. Reye: „Die Geometrie der Lage*', 3. Aufl., 1. Abth., 1886, S. 220. 

2) Vgl. S. 220 f. 
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aacli das dritte Paar Gegenseiten aus conjugirten Polaren. Es gilt 
nun der weitere Satz*): 

Die Verbindungslinien der Ecken A, B, C eines Dreiecks mit den 
Polen a, b, c der gegenüberliegenden Seiten gehen durch einen und 
denselben Punkt 2), der mit A, B und C ein Polviereck bildet. 

Sei nämlich zunächst D der Schnittpunkt der Geraden Aa und 
Bh, so ist ABCD ein vollständiges Viereck, durch dessen Ecken die 
drei Geradenpaare gelegt sind: BC und AD, CA und BD, AB und 
CD. Die Geraden des ersten Paares sind conjugirt, denn AD geht 
nach Construction durch den Pol a von BC] ebenso sind CA und BD 
conjugirt, denn BD geht nach Construction durch den^'Pol 6 von CA. 
Nach dem oben erwähnten Satze von Hesse sind alsdann auch die 
Geraden AB und CD des dritten Paares conjugirt, d. h. CD geht 
durch den Pol c von AB. 

Man construirt demnach irgend ein Polviereck, indem man drei 
Ecken A, B, C desselben willkürlich annimmt; durch sie ist die vierte 
Ecke D bestimmt. 

330. Wenn eine Curve zweiter Ordnung 

9 ^^ ^ 9ihXiXk = 0, 
1 1 

die zu einer Curve zweiter Classe 1^ = conjugirt ist, durch drei 
Ecken A, B, C eines Polvierecks ABCD von F=0 hindurchgeht, 
80 muss auch noch die vierte Ecke D auf p i» liegen*). 

Die Geradenpaare BC und AD, sowie CA und BD bilden zwei 
Curven zweiter Ordnung, zu denen die vier doppelt zu zählenden 
Punkte A = ÜJ, B = OJj^ C «« t^*, D '=^Ud^ conjugirt Jiegen. Nach 
§ 26 muss daher die Gleichung der Curve zweiter Classe JF »== von 
der Form sein F{u, «) «= a^ t^* + a^ Uß^ + Ö3 J7y* + a^ TJö^ , so dass 
die Bedingung der conjugirten Lage wird: 

[F, g] = fl,[^7„^ g] + a^{Uß^ g-] + a^[Uy\ ^] + a,[ W, ^] - 0, 

wobei [TJa^gl zur Abkürzung gesetzt ist für 

9ll^l + 2512«! «2 H h fl^SS^S*; 

und analoges gilt von den übrigen {TP,g\ Nun ist aber nach Vor- 
aussetzung [TU^gl = [C^*,^] = [?7/,5'] == 0, also muss, wenn nicht 

1) Vgl. Beye a. a. 0., 8. 221, sowie die S. 220 citirte Arbeit von Hesse 
im Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 20, S. 302, 19 r. 16. 1840. 

2) Reye a. a. 0. S. 226. 
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a^ bereits Nall ist (d. b. wenn nicbt die Ecken A^ B^ C bereits ein 
Poldreieck yon F bilden) anch 

yerschwinden. 

Beispiel eines Kegelschnittgewebes mit zwei Doppelpnnkten. 

331. Man beweise nachstebenden Satz von Steiner^): 
;,Der Ort einer Geraden Gy welche in zwei gegebenen festen 
Kreisen Ä* und B* solche Sehnen s und % bildet^ deren Yerhaltniss 
irgend einen gegebenen Werth k hat^ so dass siSi'^^k, ist allemal 
irgend ein bestimmter Kegelschnitt 6r'; und alle auf diese Weise be- 
stimmten Kegelschnitte, wofern der Werth k nach einander alle Grossen 
durchlauft, bilden eine Curvenschaar*), B(G^, mit vier (reellen oder 
imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten (12, B^, S, 5|), and zwar 
gehören die gegebenen Kreise Ä^ und B* selbst mit zu diesem Büschel, 
nämlich sie entsprechen beziehlich den Werthen l »= und ä; s» oo. 
Dem Werthe Ä = oder s = % entspricht die Parabel ?ß*, welche 
den Mittelpunkt M der Centrale der beiden Kreise Ä^, B^ zum Brenn- 
punkt und die Radicalaxe L zur Tangente im Scheitel hat Dem 
Werthe £ <= a : 6 ') entsprechen beide Aehnlichkeitspunkte j: und £| , 
die zusammen eine specielle G* sind/' 

Der Mittelpunkt y des Kreises Ä* hat yon der Geraden Cr(i«x==0) 

die Entfernung -^ , daher ist (—) = a* — ^ , ', . ; für b 

Setzt man 4* ^ ö*Py*o>(w, t*) — V? ^^ ^ 6*pj*ai(tt, u) — u,*, so ist 
p,*-4* — k^Py^B^ = die Gleichung des gesuchten Kegelschnitts. Für 
variabele Werthe von k^ stellt dieselbe offenbar eine ganze Seh aar 
von Kegelschnitten dar. Dem Werthe k'^aih entspricht das Punkte- 
paar a^p^u^ — Vpa^Uy* «=» 0, welches aus den zwei Aehnlichkeits- 
punkten besteht, denn es liegt auf der Verbindungslinie der Mittel- 
punkte y und 0. Der Werth 4=1 liefert den Kegelschnitt: 

(a« - b'^py'pj'a^iu, u) +Py^u,^-p.W - 0, 

1) „Ueber einige neue Bestimmangs- Arten der Gurren zweiter Ordnung nebst 
daraas folgenden neuen Eigenschaften derselben Cnrven*'. Journal fftr die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 46, S. 210, 1852, oder auch „Gesammelte Werke** 
Bd. 2, S. 467. 

2) Bei Steiner steht „einen CurvenbÜscbel". 

3) a und h sind die Radien von A\ bezw. B^, 
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dessen Brennpunktepaar j>/w,* — l>»*w/ = nacli (12) aus dem Mittel- 
punkt der Strecke ye und aus dem unendlich fernen Punkt der Centrale 
besteht; dieser Kegelschnitt ist daher eine Parabel, deren Axe mit der 
Centrale zusammenfällt. Auch die Radicalaxe der beiden Kreise Ä* 
und B^ ist eine Tangente der Parabel, denn fQr die Radicalaxe ist 
jedenfalls 5 »» s^ , daher Jb «= 1 ; da diese Gerade auf der Centrale, 
also auf der Axe der Parabel normal steht, ist sie die Scheiteltangente« 
Bei beliebigem Werthe von k hat der Mittelpunkt des Kegelschnitts 
die Gleichung h^p^u, — p,Uy = 0; das eine Brennpunktepaar ist ge- 
geben durch k^Py^Ug^ — Pt^Uy* = 0, liegt also harmonisch zu den Mittel- 
punkten der beiden Kreise. Allerdings stellt diese letzte Gleichung 
das reelle Brennpunktepaar nur dann dar, wenn h^ positiv ist, d. h. wenn 
s^ und Sy^ gleichzeitig positiv oder gleichzeitig negativ sind oder mit 
anderen Worten: wenn die Gerade, welche die Sehnen s und Si bildet, 
die Kreise Ä* und B^ beide reell oder beide imaginär triflFfc*). 

Will man den Ort der Brennpunkte aller Curven der Schaar 
Ps^Ä^ — Jc^Py^B^ ■= haben, so ist diese Gleichung, ähnlich wie es 
bei einem einzigen Kegelschnitte schon S. 113 geschah, zusammen- 
zustellen mit dem imaginären Kreispunktepaare G)(t<, tt) «» 0. Man 
erhält hierdurch das Kegelschnittgewebe 

X {a*jjy*G)(M, u) — w/} p,* — W[b^p,^a)(u, u) — u,*} Py*-}- ftai(M, u) = 0, 

das gleichbedeutend ist mit dem Gewebe xuy^'{' lUg^-\- [i(o(u^u) =^0. 
Die Punktepaare desselben, also die Brennpunkte der oben betrach- 
teten Schaar, liegen nach VI, S. 228 auf der Cayley'schen Curve des 
Gewebes, welche nunmehr in die Verbindungslinie y0 und in den- 
jenigen Kegelschnitt zerfällt, von welchem an das Punktepaar y, ß 
und an 0(1«, u) =» harmonische Tangentenpaare gezogen werden können. 
(Dies folgt durch dualistische Uebertragung aus (317)). Die von 
einem Punkte des eben genannten Kegelschnitts nach y und ge- 
zogenen Geraden müssen also einen rechten Winkel einschliessen, 
d. h. die Curve ist der über der Strecke ye als Durchmesser er- 
richtete Kreis. 

Durch das Vorhergehende sind, mit Rücksicht auf die Gleichung 
Jf^PyUg — PiUy ™ des Mittelpunktes von G\ die nachstehenden Sätze ^) 
bewiesen : 



1) Die Grösse k^ ist offenbar negativ, wenn der eine Kreis in reellen, der 
andere in imaginären Punkten getroffen wird. In ähnlicher Weise gilt die am 
Schlnsse von (198) fSr den Fall eines positiven 1* abgeleitete Gleichung auch 
dann noch, wenn X* negativ ist; d. h. wenn die Potenz des Punktes x negativ wird. 

2) Steiner a. a. 0. In dem angeführten Satze sind die Mittelpnnkte der 
zwei gegebenen Kreise mit A und B bezeichnet; ihre Yerbindangslinie mit X, 
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,;Die Mittelpunkte der Ortscurven, B{(P)^ liegen sämmtlicli in 
der Axe X, auf welche zugleich auch je eine Axe von jeder Curve 
fällt. Ob die erste oder zweite Axe der Curve auf X fallt, hängt 
davon ab, ob ihr Mittelpunkt jenseits der Strecke ÄB^ oder ob er in 
dieser Strecke liegt. Dadurch scheiden sich die Ourven in zwei Ab- 
theilungen, etwa Gr{G^) und Gr{Gr^), In Hinsicht der Brennpunkte 
dieser beiden Gruppen hat es folgende Bewandtniss: 

Die Brennpunkte der Gr{G^) liegen in der Axe X und jedes 
Paar Brennpunkte f und f^ ist zu den Punkten A und JS zugeordnet 
harmonisch« Dagegen liegen die Brennpunkte der Gr{G^ in dem 
Kreise M^^^ welcher die Strecke AB^^2c zum Durchmesser hat, so 
dass jedes Paar Brennpunkte zugleich die Endpunkte einer zu diesem 
Durchmesser senkrechten Sehne des Kreises sind/' 

332. „Die Tangenten jedes Kegelschnittes G^, welcher mit zwei 
Kreisen A^ und B^ vier reelle oder imaginäre Tangenten gemeinsam 
hat, bilden in diesen Kreisen solche Sehnen s und s^ , deren Yerhältniss 
constant ist, d. h. für alle Tangenten denselben bestimmten Werth 

Ä hat^.O 

Folgt aus der Gleichung des Kegelschnittes 6r^, die von der Form 

sein muss A^ — XB^ =^Q\ man hat nur in diese Gleichung auf Grund 
der schon in (331) benutzten Formeln die Grössen ^ und s^ ein- 
zufahren. 



lieber Kegelschnitte, die zwei andere doppelt berühren. 

(Netze und Gewebe mit zwei Doppelgeraden, 

bezw. Doppelpunkten.) 

Soll ein Kegelschnitt Ä(a:, a?) = zwei andere f{x, ic) = und 
g{Xy x)^=^ doppelt berühren, so muss es gerade Linien v^^^^O und 
Wx = geben der Art, dass 

h{x, x) ^ f{Xj x) + t?,* und h{x^ x) ^ Xg{Xy x) + Wx^, 

d. h. man hätte f — Xg^ Wx — ^x ^^ ^x + Va?) {yo^ — Va?); es müssen 
somit die Geraden v und v) durch die Spitzen eines der drei Geraden- 
paare gehen, welche in dem Büschel f — A^ = enthalten sind, und 
ausserdem müssen v und w zu dem betreffenden Geradenpaare har- 
monisch liegen. Den drei Wurzeln Aj,^^, A3 der kubischen Gleichung 
(4), S. 132 entsprechend gibt es somit drei Systeme von Berührungs- 
curven. Mit Rücksicht darauf, dass nach (17), S. 138 die Spitzen der 



1) Steiner a. a. 0. 
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drei in f — kg ^=^0 entlialteüen Geradenpaare für jede Curve des 
Büschels ein Poldreieck bilden, folgt der Satz von Steiner^): 

333. ;,Die gesammten Eegelschnitte C, welche beide gegebenen 
Ellipsen^) A} und B^ doppelt berühren, zerfallen vermöge ihrer Be- 
ziehung zu den drei Polen x^ y und in drei verschiedene Schaaren 
S(Cx^^ S(Cy^) und S{C,^), welche sich jedoch im allgemeinen gleich 
verhalten und gleiche Eigenschaften haben, so dass wir der Kürze 
halber nur von der einen Schaar, etwa von S{Cx^) zu sprechen brauchen." 

„Berührt eine Curve Cx^ die Ellipse Ä^ in den Punkten p xxnd p^ 
und die Ellipse B^ in den Punkten q und q^j so gehen die Berührungs- 
sehnen ppi und qq^^ durch den Pol x und sind allemal zu den Gegen- 
seiten X und 3E^ zugeordnet harmonisch." 

Auch die ümkehrung dieses Satzes wird von Steiner aufgestellt: 

334. „Zieht man durch den Pol x irgend zwei zu den Seiten X 
und dii zugeordnete harmonische Gerade, etwa G und S, so schneiden 
sie die Ellipsen Ä^ und B^ beziehlich in solchen Punkten pp^^ und qq^^ 
in welchen dieselben von einer Curve C?«* berührt werden; und ferner 
schneiden sie verwechselt, H die Ä^ und G die J5*, in solchen Punkten 
p^j Pj^ und g^, Ji®, in welchen A^ und B* von einer anderen Curve Cx^ 
berührt werden." 

Ist nämlich /*— ^^^f = X • X^, so wird auch gleichzeitig für be- 
liebige Werthe fi und v: 

oder man hat 

4:11V f+ (fi3£ — vdi^y ^ ^[ivk^g + (ftX -f vdc^y 
und 

Aiivf-- (ftX + v3^i)* ^ iit^vX^g — (f*X — vdi^y. 

Hierbei sind fi3£ — vdl^ = und [idc + vdli^=^0 die oben mit G und H 

1) „Allgemeine Betrachtung über einander doppelt berührende Kegelschnitte^*, 
Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 46, S, 213, 1852, oder 
,,Ge8ammelte Werke", Bd. 2, S. 472. In dieser Abhandlung finden sich auch die 
übrigen Sätze, die im Folgenden zwischen Anführungszeichen gesetzt sind. Die 
-wahre Quelle, aus der Steiner seine Sätze geschöpft hat, dürfte jedoch nicht 
die Theorie der Eegelschnittnetze sein, sondern, wie die Ausführungen des Herrn 
W. Fiedler treffend zeigen, die Methode der descriptiven Geometrie. Vergleiche 
W. Fiedler: „Ueber die Durchdringung gleichseitiger Rotationshyperboloide von 
parallelen Axen**. Acta Mathematica, Bd. 5, S. 831—408, 1884. 

2) In Bezug auf den hier genau citirten Wortlaut Steiner's möge bemerkt 
werden, dass nach der Einleitung zu dieser Nummer im Folgenden ((833)— (342)) 
sl^tt der Ellipsen A^ und B* irgend zwei Kegelschnitte gesetzt werden können. 



> 
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bezeichneten Geraden. Es bedarf wohl keiner näheren Erläuterung^ 
wie mit den beiden letzten Identitäten die Steiner'sche Behauptung 
erwiesen ist. 

Ist X die Ecke des gemeinsamen Poldreiecks der Kegelschnitte 
/*csO und g = 0, in der sich X und X^ schneiden ; und ist X die 
Gegenseite dieser Ecke, so zeigt die Form 4fti//'+(f*X — i;3£i)* = 
der Gleichung irgend eines der doppelt berührenden Kegelschnitte die 
Richtigkeit des Satzes: 

335. ;,Alle Cur7en C^^ haben gemeinschaftlich x und X zu Pol 
und Polaren.'^ 

Auch kann man zeigen: 

336. 9;Von den gemeinschaftlichen Secanten je zweier Curyen CJ 
geht immer ein Paar, etwa G und H, durch den Pol x, und sie sind 
allemal zu X und X^ zugeordnet harmonisch/^ 

Zum Beweise werde gesetzt 

sind iij^y v^ willkürliche Parameter, so ist alsdann 

und zufolge dieser Identität stellt jedenfalls ftf43E^ — vvidij* «»0 ein 
Paar gemeinschaftlicher Secanten der Kegelschnitte ^(fi, t^) «> und 
^(i^i?^!)^"^'^ ^^h ^^^ zw WC geht dieses Paar durch den Schnittpunkte; 
von X mit dE^ und liegt harmonisch zu dem Paare 3E, X|. 

337. ,,Die acht Berührungspunkte je zweier Curven C^^ mit den 
Ellipsen Ä^ und B^ liegen jedesmal in irgend einem Kegelschnitt I)^.*' 

Zunächst werde als Abkürzung eingeführt S* = A, X^* = T, 
2f — 3£Xi ^ 2Ai5f + XX^ ^ B, wodurch man erhält 

^(ft, 1/) = ft*A + 2fti/B + i/*r- 

Femer gilt nun die Identität 

(Aft« + 2Bf*i; + rv*)(Afti« + 2BfA,i/i + Tvi«) 
- { (A^ + Bi/)^, + (B^ + ri;)i;, }* = (Af - B«) (fti;, - ii^vf 

daher 

= (A/t* + 2B/tv + Fl/*) (A;ti« + 2B/ti v, + r^) + 4Ai((tv, - f^v)*/"^. 

Diese Identität zeigt nicht nur, dass die acht Berührungspunkte der 
Kegelschnitte i>(ji, v) = und V(;*i> v^) ■= mit /"== und g^O 
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auf dem Kegelschnitt (Afi + Bi/)fii + (Bf* + ri/)i/i »=» liegen, son- 
dern sie liefert auch (bei gleicher Bezeichnung wie in (333)) die Um- 
kehrung: 

338. ;,Legt man durch die vier Berührungspunkte p und p^, 
q und q^ irgend einen willkürlichen Kegelschnitt L^, so schneidet er 
die gegebenen Curven Ä* und B* in vier solchen neuen Punkten p^ 
und Pi^, q^ und Ji^, in welchen dieselben von einer anderen Curve Cx^ 
berührt werden,"*) 

Sind r, s, t, u die vier Schnittpunkte der Kegelschnitte /*»» und 
p SB 0^ 80 gilt ferner der Satz: 

339. ;jJede vier Berührungspunkte p, p^^ q^ $| liegen einerseits 
mit den £cken r und 8 in einem Kegelschnitte, etwa M^, und anderer- 
seits mit den Ecken t und u in einem Kegelschnitte Mj*/^ 

Dieser Satz ergibt sich mit Hilfe der Identität 

(fi^A + 2fti;B + i/«r)t/i* — (fti*A + 2i^ViB -f v^^r)v^ 

= (ftvi — f»ii/){(f*Vi + f»ii/)A + 2vViB}, 

vermöge deren rechts f eliminirt ist, und ganz analog könnte man ver- 
fahren, um A zu eliminiren. Die Gleichung {[iv^ -j- [iiv)fii -j- 21/1/^6 «»0 
des Kegelschnitts M* zeigt nun, dass derselbe durch die Schnittpunkte 
von 3B mit 6 = 0, also durch die Punkte r und s geht; andererseits 
liegen, wie die linke Seite der Identität zeigt, auf M^ auch die Schnitt- 
punkte zweier Kegelschnitte ^(f(,>) «» und ^(f^, Vi) «» 0, die f und 
g doppelt berühren. 

Da überdies A = X*, B =» 2/* — 3£Xi «= /*+ ^i?> so berühren sich 
auch alle Curven M^ in den Punkten r und s, und zwar sind die 
gemeinschaftlichen Berührungstangenten SR und ® die Tangenten des 
Kegelschnitts Z^+^i^'^O ^ seinen Schnittpunkten mit X =» 0.') 

Man hat daher den Satz: 

340. ,J)ie gesammten Kegelschnitte M* berühren -einander in den 
Punkten r und s, so dass sie daselbst gemeinschaftliche Berührungs- 
tangenten, etwa 91 und @ haben mit der gemeinschaftlichen Berührungs- 
sehne r5«»X und somit einen speciellen Curven -Büschel, B{1£*)^ 
bilden.^ Analoges gilt natürlich von den Kegelschnitten M^. 



1) Die Willkfirlichkeit des Eegelschnitts D* tritt in seiner Gleichnng dadurch 
zu Tage, dass sie den Parameter fi^ : v^ enthält. 

2} Ueber die geometrische Bedeatung des Kegelschnitts /" -|- ^i ^ » 
vgl. (218). 
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Ein weiterer Satz benatzt das Vierseit; welches durch die vier 
gemeinsamen Tangenten R, 8^ T,U der Kegelschnitte f^= und ^ >» 
gebildet wird; er lautet: 

341. ,;Werden zwischen je zwei Paar zusammengehöriger Be- 
rührungspunkte p und 2?!, q und q^ die vier Wechselsehnen pq, pq^^, 
p^q und p^q^ gezogen ; so berühren dieselben insgesammt einen be- 
stimmten Kegelschnitt, etwa X\ welcher dem Vierseit ES TU ein- 
geschrieben ist und auch die zwei Gegenseiten X und di^ berührt 
(indem die letzteren, sowie die Tangenten i2, S^ T, TT specielle Wechsel- 
sehnen sind)." Die Gleichung von X^ ist F{u^u) — k^G(UyU)^=^0. 

Die Gleichungen der Kegelschnitte durch zwei Paare Berührungs- 
punkte sind nach (337) von der Form xA-|-AB-j-ftr«=»0; diese 
Curven bilden daher ein specielles Netz, und die oben genannten 
Wechselsehnen sind Geraden, die dem Netze angehören. Nach VI, 
S. 222 umhüllen dieselben die Cayley'sche Curve des Netzes, welch 
letztere im vorliegenden Falle, da A = X* «= und f = H^ «= 
Doppelgeraden darstellen, nach (317) aus dem Schnittpunkte x dieser 
beiden Geraden und aus dem harmonischen Kegelschnitte zu irgend 
einer Curve des Netzes, etwa B «=»/*-|- A^^, und zu XX^««/* — k^g 
besteht. Die Gleichung des harmonischen Kegelschnitts wird 

daher sind die Geraden des speciellen Netzes xA + AB-f-fir»=0 
zum Theil Tangenten von F — A^^G = 0, zum Theil gehen sie durch 
den Punkt x. Die Curve F — A^* ff = berührt, wie ihre Gleichung 
zeigt, die vier gemeinsamen Tangenten JJ, iS, T, U von /* «= und 
p =s 0, und als harmonischer Kegelschnitt zu /* — A^^ = und 
/■-f- Ai^ = berührt sie nach S. 144 auch die in deren Schnittpunkten, 
den Grundpunkten des Büschels, gezogenen Tangenten von /"-j- A^^ = 0; 
ferner berührt sie das Geradenpaar /' — Aj^ = 0. 

Die Hessiane des Netzes doppelt berührender Kegelschnitte 8(Cx^) 
besteht nach (316) aus dem Geradenpaare X, dl^ und aus der in Bezug 
auf irgend eine Curve des Netzes genommenen Polaren des Schnitt- 
punktes X von 3E und dl^. Mit Hilfe von XVII, S. 232 und unter 
Rücksicht darauf, dass F — Ij^G^^O von Wechselsehnen berührt 
wird und einen Bestandtheil der Cayley'schen Curve bildet, folgt: 

342. Der Berührungspunkt jeder Wechselsehne mit dem Kegel- 
schnitt X^ liegt harmonisch zu den Schnittpunkten dieser Wechsel- 
sehne mit dem Geradenpaare X, dl^ und mit der Polaren des Punktes x 
in Bezug auf irgend einen der doppelt berührenden Kegelschnitte C^gK 
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Nach diesem allgemeinen Satze berichtigen sich einige Angaben 
Steiner's^ die bereits von Herrn Schur als unrichtig erkannt worden 
sind*). 

Aus den Sätzen (333) bis (342) folgen leicht die entsprechenden 
für diejenigen Kegelschnitte, welche speciell zwei Kreise 
doppelt berühren. Vor Allem ist hier aber zu bemerken, dass yon 
den drei Systemen S{Cx^), ^(Cy*)> ^(pM^) ®i°ö8 im Vergleich mit den 
beiden anderen besonders ausgezeichnet ist, indem eine Ecke x des 
gemeinsamen Poldreiecks der beiden Kreise /* =» und ^ «» nach 
(224) in Richtung der Radicalaxe im unendlichen liegt, während die 
beiden anderen Ecken y und zugleich die Orenzpunkte des Büschels 
von Kreisen f — Ajr = sind. Wir wollen der Kürze halber auf die 
den früheren Sätzen entsprechenden jetzt nicht näher eingehen, son- 
dern verweisen auf die betreffende Abhandlung von Steiner*). Nur 
die nach (341) von den Wechselsehnen umhüllte Curve, sowie den 
Ort der Brennpunkte aller Kegelschnitte, welche die zwei Kreise doppelt 
berühren, wollen wir noch etwas näher betrachten, und zwar für das- 
jenige System doppelt berührender Kegelschnitte, dessen Berührungs- 
sehnen nach (333) durch den im unendlichen gelegenen Pol x gehen, 
also zur Radicalaxe parallel sind und von ihr gleich weit abstehen. 

848. Es seien 
f^Hl) -^mW'-O und ^^C3 -s^rp.W-0 

die Oleichungen der zwei Kreise mit den Mittelpunkten y, bezw. 
and den Radien r, bezw. S] alsdann ist nach (180) und (182) 

Ps'f - Py'9 - 

der Ausdruck für das Product aus der Radicalaxe und die unendlich 
ferne Gerade; die bisher mit A^ bezeichnete Grösse besitzt also den 
Werth p/ : p,^. Ferner wird 

F(u, u) = tpy^ [Uy^ — r^Py^ci){u, u)], G(u, u) — tp,* [u,^ — s^p,^a)(u, u)] ; 

für den nach (341) von den Wecbselsehnen umhüllten Kegelschnitt 
F — Ai*ff = erhält man somit die Gleichung 

1>**V — P/W'* —Py^Pt^if^ — s*)aj(w, w) — 0. 

1) Vgl. Steiner'B gesammelte Werke, Bd. 2, S. 740. 

2) „Ueber einige nene BestimmtingB-Arten der Carven zweiter Ordnung nebst 
daraus folgenden neuen Eigenschaften derselben Curven/' Journal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 46, S. 196 ff. , 1862, oder „Gesammelte Werke**, 
Bd. 2, S. 454 ff. 

Gundelfinger, VorlMungen. 26 
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Man erkennt sofort^ dass die Brennpunkte dieser Curye gegeben sind 
durch ptUy +Pynt ■= 0, wobei p^Up + pyU, — nach (12) den Mittel- 
punkt der Strecke ye darstellt, wahrend p^Uy — jp^w, «= auf der ge- 
meinsamen Centrale der zwei gegebenen Kreise im Unendlichen liegt. 

Hieraus geht heryor, dass der Ort der Wechselsehnen eine Parabel 
X' ist mit der Centrale der zwei Kreise als Axe und mit der Radical- 
axe als Scheiteltangente; übrigens würde dies rein geometrisch auch 
daraus folgen^ dass die Curve F — Ai*(r = von den Geraden X und K^ 
des Paares f — X^g = berührt wird. 

Aus (342) ergibt sich ferner: 

344. I>er Schnittpunkt m einer Wechselsehne tv mit der Radical- 
axe X liegt in der Mitte zwischen dem Berührungspunkte der Parabel 
X* mit dieser Wechselsehne und dem Schnittpunkte von w mit der 
Centrale. Da die Radicalaxe zugleich Scheiteltangente der Parabel X* 
ist und der Mittelpunkt M der Strecke yg den Brennpunkt bildet, so 
folgt mit Rücksicht auf (23), S. 186: Die Normale, welche vom 
Punkte M auf eine Tangente der Parabel X^ gefallt wird, trifft die- 
selbe in dem mit tn bezeichneten Punkte; es ist klar, wie man hier- 
nach umgekehrt beliebig viele Tangenten von X' construiren kann. 
Da der Kegelschnitt X^ mit den zwei Kreisen f=0 und jjf »» nach 
(341) vier Tangenten gemeinsam hat und eine Parabel ist, erhält man 
mit Hilfe von (332) und (331) den Satz: 

346. „Jede Wechselsehne bildet in den gegebenen Kreisen gleiche 
Sehnen; d. h. schneidet z. B. die Gerade pq die Kreise Ä* und B^ zum 
zweiten Mal, etwa in den Punkten p^ und ^, so ist stets die Sehne 
i^p» = qqV ») 

Betrachten wir nun noch die Brennpunkte derjenigen Kegel- 
schnitte, welche die zwei Kreise Ä^, B* doppelt berühren. Oeht man 
von den Gleichungen der Kreise F(iij u) =» 0, 6r(M, w) «=» in Linien- 
coordinaten aus, so ist die Ableitung der Gleichung des die beiden 
Kreise doppelt berührenden Kegelschnittsystems genau analog zu dem 
früher (S. 398 ff.) betrachteten allgemeinen Falle bei Punktcoordinaten. 
An Stelle des Geradenpaares f — X^gc^O tritt jetzt ein Punktepaar 
F — /l' 6? ««= 0, das auf der Centrale ye liegen soll. Aus den oben 
angegebenen Ausdrücken für F und G findet man leicht A'«= f^Py^ : s*i>/ 
so dass 
s'p,^F(u,u) — f^Py^G(u,u) — oder tpy^p/is'pj'uy^ — f^PyW) -^0 



1) Steiner a. a. 0. 
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dieses Punktepaar darstellt; es gebort der Schaar yon Kreisen JP— A6r«»0 
an und besteht aus dem Schnittpunkte der zwei äusseren, andrerseits 
dem der zwei inneren Tangenten der Kreise f" *» 0, 6r «= 0, d. h. 
F — A'6? — repräsentirt die zwei Aehnlichkeitspunkte von A^ und J?®. 
Wir wollen fdr dieselben als Abkürzung einf&hren 

Um = {SPzUy + rPyU,) = 0, M„ = (Sp,Uy — T PyU,) = 0, 

so dass F — k'Gr gleichbedeutend wird mit tPy^pg^Um * Un- 

Wir führen nun mit Steiner die Definitionen ein: ,,Die Berüh- 
rungstangenten der Curve C^ und der Kreise Ä^ und B*, d. h. diejenigen 
Tangenten , welche in den Punkten p und p^, q und g^ zugleich die 
Curve und die respectiven Kreise berühren, sollen P und Pj, Q und 
Qi heissen/' 

„Der Schnitt PPi, d. h. von P mit P^, heisse p, und der Schnitt 
QQi heisse p^] femer mögen die Wechselschnitte PQ und PiQi, PQi 
und P^Q beziehlich durch q und q^, r und r^ bezeichnet werden, so 
dass also p und p^, q und q^, r und r^ die Gegenecken des vollstän- 
digen Vierseits PP^ Q Qi sind." 

Alsdann folgt dualistisch zu (341) der Ort fiir Wechselschnitte, 
indem man zu F(Uy u) und G(Uf u) die Ausdrücke in Punktcoordinaten 
\(Xf x) und %{Xj x) herstellt und alsdann f — A'^g = bildet. Natür- 
lich sind \{XyX) lind %{x,x) den früheren f{XjX) und g(x^x) propor- 
tional, nämlich ^(x, a;) «=» — i^^r^Py^fi^) i»), 9(^, n?) «■ — t^^p,^g{x^ x)^ 
daher wird f — A'^g = gleichbedeutend mit 

rv.vi>/pi'/C3 -^vß:) 1=0, 

und diese Gleichung repräsentirt nach (181) den über der Verbindungs- 
linie der beiden Aehnlichkeitspunkte als Durchmesser construirten 
„Aehnlichkeitskreis". Wie nach (341) die Wechselsehnen zum Theil 
Tangenten von F — X^^G = sind, zum Theil durch den Punkt x 
gehen, so liegen jetzt die Wechselschnitte p, p^ auf der Centrale X, 
die Wechselschnitte q, qj, t, tj auf dem Aehnlichkeitskreise f — A'^g = 0. 
Der zu ^(f*, v) = f**A + 2f*i/B + i;«r = in (337) dualistische 
Ausdruck liefert nun das System doppelt berührender Kegelschnitte; 
um ihn zu erhalten ist an Stelle von A = X^, f •« X^*, B = /*+ X^g 
in (337) bezw. zu setzen 

ttm*, ti„*, s^p,^Uy^ + r^py^u,^ — 2r^s%^p,*o(u, u) , 

welch letzterer Ausdruck gleichbedeutend ist mit F -{- X'G. Werden 
an Stelle von Uy und u« die Ausdrücke Um tmd Un eingeführt, so ergibt 
sich für das System doppelt berührender Kegelschnitte die Gleichung 

26* 
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Diese Ourven gehören also dem System an 

x'ttm* + A'wn* + fA'a>(w, «) = 0, 

d. h. einem speciellen Ejegelschnittgewebe. Ein ähnliches Gewebe trat 
bereits in (331) auf; dort wurde auch gezeigt^ dass die Cayley'sche 
Curve der Ort fDr die Brennpunkte der einzelnen Curven des Gewebes 
ist und aus der Verbindungslinie der zwei Punkte «»» und u^^ sowie 
aus dem über mn als Durchmesser construirten Kreise besteht: 

346. Es liegen also die Brennpunkte der das obige Gewebe bil- 
denden doppelt berührenden Kegelschnitte zum Theil auf der Centrale, 
zum Theil auf dem Aehnlichkeitskreise. Die Gleichung des Gewebes 
zeigt übrigens noch^ dass die in ihm enthaltenen Punktepaare 
3«'w»i* + ^'un «=" 0, d. h. die auf der Centrale X befindlichen Wechsel- 
schnitte p und ^^ zu den zwei Aehnlichkeitspunkten harmonisch ge- 
legen sind. 

Bezüglich weiterer Einzelheiten sei nochmals auf die oben citirte 
Abhandlung von Steiner yerwiesen. Uebrigens ist durch die Ergeb- 
nisse der Nummern (333)— (346) in Zusammenhang mit (193) und 
(194) der allgemeine Theil der Steiner'schen Arbeit erledigt. Man 
hat nur zu beachten, dass in (334) mit Rücksicht auf S. 324, Zeile 14 

zu setzen ist Aav = j. — i, v = P (daher u — 7 ?), ferner S, = Px» 



Brennpunktcurve für die einem Vierseit eingeschriebenen Kegelsolmitte. 

Es sei 7itp{UyU) -f- A^(u^ u) e» die Gleichung der einem Vierseit 
eingeschriebenen Kegelschnittschaar. Aehnlich wie in (331) folgt als- 
dann, dass die Cayley'sche Curve des Gewebes 

X9)(m, u) 4- A^(u, m) + ftGj(M, w) = 

der Ort der in dem Gewebe enthaltenen Punktepaare, also der Ort für 
die Brennpunkte der genannten Schaar ist 

347. Die Hessiaue des Gewebes wird nach III, S. 226 yon den 
Trägern der Punktepaare, d. h. yon den Axen aller Kegelschnitte der 
Schaar umhüllt. Femer gelten wieder alle aus § 22 — § 26 folgenden 
Sätze über Kegelschnittgewebe, nur ist zu beachten, dass nunmehr das 
imaginäre Kreispunktepaar (D(tt,i«)<aO dem Gewebe angehört. Da 
nach (38), S. 240 die Cayley'sche Curve identisch ist mit der Hessiane 
des conjugirten Netzes, so lässt sich z. B. Satz V, S. 222 anwenden. 
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und zwar würde alsdann folgen, dass die in dem Punktepaar 
m{u, u) «s gezogenen imaginären Asymptoten der Cayley'schen Curve 
dritter Ordnung sich in einem Punkte q dieser Curve schneiden, der 
conjugirt ist zu dem reellen, dritten Schnittpunkte x der unendlich 
fernen Geraden mit der Curye. Hieraus geht hervor, dass q den im 
Endlichen gelegenen Brennpunkt, x den unendlich fernen Brennpunkt 
der einzigen Parabel darstellt, die in der Eegelschnittschaar ent- 
halten ist^). 

Eine weitere Eigenschaft der Brennpunktscurve C^ ergibt sich 
aus XIV, S. 231, wenn wir wieder die Oayley'sche Curre als Hessiane 
des conjugirten Netzes auffassen. Hiernach bilden die Strahlen, welche 
irgend einen Punkt von C^ mit zwei conjugirten Polen verbinden, eine 
Involution, und zwar sind die Doppelstrahlen dieser Involution nun- 
mehr zu einander rechtwinklig, da die imaginären Ereispunkte unter 
den conjugirten Polen enthalten sind; daraus folgt, dass alle Strahlen- 
paare der Involution dieselben Winkelhalbirenden besitzen. Man erhält 
somit nachstehenden Satz von Schröter^): 

848. „Zieht man von irgend einem Punkte a der allgemeinen 
Brennpunktscurve C^ zwei Strahlen nach zwei beliebigen andern Punkten 
derselben b und c und nach den conjugirten ß und y^ so ist allemai 
^ iac «" «^ ßcty^f oder diese beiden Winkel ergänzen sich zu zwei 
Rechten. 

Der letzte Zusatz über die Ergänzung zu zwei Rechten findet sich 
allerdings bei Schröter nicht. Doch folgt aus dem eben erwähnten 
Satze, wie Schroter zeigt^, das Theorem von Steiner^): 

349* „Sind a und a, b und /), c und y die Brennpunkte irgend 
dreier demselben Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte, so findet 
zwischen ihren gegenseitigen Abständen allemal die Relation statt, 
dass z. B. 

ac .ac ay , ay 
hc . ßc by , ßy 

ist" 

Zufolge des Hesse'schen Satzes lY, S. 220 kann man sich näm- 
lich leicht drei conjugirte Polepaare construiren; bilden die Punkte 

1) Vgl. Schröter: „Ueber eine besondere Curve S*** Ordnung und eine 
einfache Erzeugimgsart der allgemeinen Curve 8^ Ordnnng'S Math. Annalen, 
Bd. 6, S. 68, 1871. 

2) „üeber Curven dritter Ordnung'*. Math. Annalen, Bd. 6, S. 87, 187S. 
8) A. a. 0. S. 88. 

4) f^Lehrsätse**. Journal fdr die reine und angewandte Mathematik, Bd. 46, 
S. 180, 1862, oder „Gesammelte Werke'«, Bd. 2, S. 434. 
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a,hyC ein Dreieck^ so liegen alsdann die zugehörigen conjugirten Pole 
tt, ß, y auf einer und derselben Geraden^ und zwar ausserdem a auf 
der Seite hc des Dreiecks, /3 auf ca^ y auf ab. Man hat alsdann 

ac ßin(a6c) ac 8in(aßc) ay 8in(a(Jy) ay 8in(a&y) 

6c 8in(&ac)' ^c ßin(Pac)' ^y 8in(j5ay)' 6y Bin(6afy)' 

woraus mit Rücksicht auf 

sin (a6c) i= sin (aJy); sin (a/3c) = sin (a/Jy), 
sin (6ac) «-=» sin (ßay), sin (/Jac) •= sin (6ay) 

die Steiner'sche Relation folgi 

360. Zur Ableitung der Gleichung der Brennpunktscurye kann 
man noch folgenden Weg einschlagen. 

Sind gr^! "= 0, r-e = 0, 5« = 0, 4 = die vier gemeinsamen Tan- 
genten aller Kegelschnitte der Schaar x'9?(u, u) -^ A'^(Uy u) >= 0, so 
repräsentirt die Gleichung 

xqj + Xr^^ + (isj + 1/^* = 
im Verein mit 

7cm{q, q) + Xca(r, r) + ftai(s, s) + v(o(t, <) «= 

das zu dem Gewebe x(p(Uy u) + l'ilf(u, u) + tio)(u^ m) == conjugirte 
Eegelschnittnetz; denn jede Curve des Netzes liegt conjugirt zu 
(p{u, u) «= 0, zu ^(w, w) «* und zu ©(w, w) = 0, also zu jedem Kegel- 
schnitt des Gewebes. Die Hessiane dieses Netzes ist, wie bereits 
oben erwähnt, identisch mit der Cayley'schen Curve des Gewebes, 
d. h. mit der Brennpunktscurye für die dem Tangentenvierseit ein- 
geschriebene Kegelschnittschaar. Bei Ableitung der Gleichung der 
Hessiane hat man zu beachten, dass diese Curve der Ort für die 
Spitzen aller Geradenpaare des Netzes ist; daher müssen die drei 
Gleichungen bestehen: 

M^qi + Xr^ri -f pLS^Si + vtJi — 0, (i — 1, 2, 3), 

und hierzu tritt noch die Relation 

xG)(g, q) + X(D{r, r) + f*®(5, s) + va)(t, t) -= 0. 

Bei Elimination von x, X, [i, v erhält man für die Hessiane die Deter- 
minante vierten Grades 



feffl 


TxTl 


SxSi 


txti 


ixq% 


rxr% 


SxSi 


i.h 


ff»38 


r^T^ 


SxSt 


txh 



«(«.a) «>{r,r) m(s,s) m(t,t) 



0, 
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also 

^(Syi)>(rst)r:,Sjot:, — (o(r,r),{stq)Sxtxq» + «(«,«) . (^2^)4?«:^* 

Wenn statt des beliebigen Vierseits insbesondere ein Dreiseit und 
die unendlich ferne Gerade gegeben sind, bestehen die Kegelschnitte 
der Schaar aus den dem Dreiseit eingeschriebenen Parabeln; wird der 
Einfachheit halber das Coordinatendreiseit zu Grunde gelegt; so er- 
hält man als Gleichung der Brennpunktscurve 

! A ^1 I 

I A a^ I 

' a)|i 0)22 ^si ^ 

welche nun in Uebereinstimmung mit (264) und (257) in die unend- 
lich ferne Gerade und den umschriebenen Kreis des Dreiseits zerfallt. 

351. Man bilde ähnlich wie in (350) die Gleichung der Brenn- 
punktscurve für diejenigen Kegelschnitte, welche ein gegebenes Drei- 
seit zum Poldreiseit haben und eine feste Gerade berühren. Vgl. (262) 
und (265). 

853« Es mögen nun die im Vorausgehenden gefundenen Resul- 
tate über die Brennpunktscurve einer Kegelschnittschaar angewandt 
werden auf den Fall, dass die zwei Gewebe vorliegen 

1) xUa . Ud + ^**6 • ^c + iia}{u, u) = 0, 

2) xt(a . Ue + AWft . Ud + (ia>(u, u) = 0. 

Die Cayley'sche Curve des ersten Gewebes ist der Ort der Brenn- 
punkte aller Kegelschnitte, die einem durch die Geraden ab, aCj db, de 
gebildeten Vierseit eingeschrieben sind, während die Gayley'sche Curve 
des zweiten Gewebes der analoge Ort für diejenigen Kegelschnitte ist, 
die dem Vierseit der Geraden ab, ad, cb, cd eingeschrieben sind. 
Ausserdem sind für 1) die Punktepaare a und d, sowie b und c con- 
jugirte Polenpaare, während von a und c, sowie b und d gleiches gilt 
mit Bezug auf das Gewebe 2). Mit Rücksicht auf den Satz von 
Schröter in (348) folgt alsdann, dass von jedem Punkte einer der 
beiden Brennpunktscurven, die den Geweben 1) und 2) zugehören, die 
Strecken ab und cd unter gleich grossen Winkeln erscheinen oder 
unter solchen Winkeln, die sich zu zwei Rechten ergänzen^); und 
zwar gibt es auf jeder Curve einen Theil, von dessen Punkten aus 



1) Vgl. (281). 
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die Strecken gleich gross erscheinen und einen anderen Theil^ f&r den 
die betreffenden Winkel Supplementwinkel sind. Die Nothwendigkeit 
dieser Erscheinung wird schon dadurch erklärt, dass auf Grund der 
Kriterien in (277) jede der beiden in 1) und 2) für ^ «= Q enthaltenen 
Kegelschnittschaaren im allgemeinen zwei Gruppen Ellipsen und zwei 
Gruppen Hyperbeln aufweist und dass von jedem Punkte der Gayley- 
schen Curve eines jeden der beiden Gewebe, also von dem Orte der 
Brennpunkte, die Strecken ab und cd unter gleichen oder supplemen- 
tären Winkeln erscheinen können auf Grund elementarer Sätze ^). 

Auch zeigt sich dies bereits in dem einfacheren Falle, wo die 
Strecken ab und cd in einem Punkte zusammenstossen, so dass etwa 
b mit c zusammenfallt; die beiden obigen Gewebe sind alsdann 

3) XUaUd + AUft^ + ii(o{u, w) = 0, 

4) xUaUb + XUbUa + ii(o(tif u) = 0. 

Im Falle 3) folgt dualistisch zu (315), dass die Cayley'sche Curve 
des Gewebes eine Curve dritter Ordnung ist, die den Punkt b zum 
Doppelpunkt hat. Bei Ableitung ihrer Gleichung verfahren wir ähn- 
lich wie S. 225, bilden also zuerst den Ausdruck für den einem Punkte x 
nach (16), S. 200 zugehörigen Polarkegelschnitt N; man findet 

N = Wft . Ma .^ + {d^ b^X^ + tl6 . Mrf .^ + («1 ftg x^) = 0. 

Alsdann ist die Bedingung dafür aufzustellen, dass von dem Punkte x 
an N = und co(u,u)«rsO harmonische Tangentenpaare gelegt werden 
können. Man erhält hierdurch 

wobei Hab und Htd die Ausdrücke für die den Punktepaaren a, b, 
bezw. b, d zugehörigen Directorkreise bedeuten, also für diejenigen 
Kreise, welche die Strecken ab, bezw. bd zum Durchmesser haben 
(vgl. (231)). 

Eine einfache Construction der Brennpunktscurve von 3)^ 
ergibt sich folgendermassen. Der Ausdruck Au^' -|- ^a)(w, u) in der 
Gleichung des Gewebes 3) repräsentirt nach (2), S. 57 gleich Null 
gesetzt für beliebige Werthe der Parameter A, (i ein System concen- 
trischer Kreise um den Mittelpunkt b. Aus 



1) Vgl. Geiser: „Die Theorie der Eegelschnitte in elementarer DanteUung'' 
(erster Theil der von Geiser und Schröter herausgegebenen Yorlesangen Steinerne 
über synthetische Geometrie), 2. Aufl., Leipzig 1876, S. 69 und 93. Diese „elemen- 
taren" Sätze ergeben sich übrigens sofort mit Hilfe der Figuren 8 and 9, S. 189. 

2} Vgl. Schröter, a. a. 0. Math. Annalen, Bd. 6, S. 86. 
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xUaUd + AWft* + (im{u, m) = 

folgt alsdann; dass die Panktepaare dieses Gewebes 3), also Punkte 
der Curve dritter Ordnung, erhalten werden^ indem man von den 
Punkten a und d an die concentrischen Kreise um b die Tangenten- 
paare legt. Die Schnittpunkte je zweier Tangentenpaare, die dem- 
selben Kreise angehören, sind auf der Curve dritter Ordnung gelegen; 
denn die Coordinaten dieser Punkte genügen der Gleichung des Ge- 
webes 3).^) Auch erkennt man aus der Construction, dass in der 
That von irgend einem Punkte der Curve die Strecken ba und bd 
entweder gleich gross oder unter Supplementwinkeln erscheinen; die 
Curvenbogen, auf denen das eine oder andere stattfindet, werden durch 
die Punkte a und d, welche gleichfalls der Curve angehören, begrenzt. 

Einen eigenthfimlichen Fall repräsentirt das Gewebe 4). Dua- 
listisch zu (307) folgt, dass die Cayley'sche Curve nunmehr zerfallt 

in das.circulare Geradenpaar L j ««0, dessen Spitze in b liegt, und 

in die Verbindungslinie der beiden Punkte a und (2. Von allen Punkten, 
die auf dieser Linie zwischen a und b gelegen sind, erscheinen ofiPen- 
bar die Strecken ba und bd unter Supplementwinkeln; von allen 
Punkten, die auf einer Verlängerung der Strecke ad gelegen sind, er- 
scheinen ba und bd gleich gross. 

Bei Anwendung der in (231) abgeleiteten Gleichungen zeigt sich, 
dass f Qr a,- BS a,- , ft = y,««6|-, Si^^dt die nicht zerfallende Curve 
dritter Ordnung erhalten wird, wenn man in K .my"^ H .ny^^O 
das Vorzeichen — wählt, während die ausartende Curve dem Vor- 
zeichen -|- entspricht. 

358. Die Axen aller Kegelschnitte, welche in den Geweben 3) 
und 4) enthalten sind, gehen zum Theil durch den Punkt 6, zum 
Theil umhüllen sie je eine Parabel, welche speciell im Falle 3) aus der 
Steiner'schen Parabel des Punktes b in Bezug auf das Punktepaar a, d 
besteht. 

Die Enveloppe der Axen ist die Hessiane der betr. Gewebe; im 
Falle 3) ergibt sich dualistisch zu (314) als Hessiane der Punkt 

IIa -B und der Kegelschnitt^' + W ^^t) ^\^%i^z) ■=■ 0, wobei 

und dieser Kegelschnitt repräsentirt nach S. 201 f. die Steiner'sche 



1) Vgl. VI, S. 228. 
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Parabel von b in Bezug auf q)(u,u) ^^0.^) Im Falle 4) erhält man 
dualistisch zu (306) wiederum den Punkt b und die Parabel 



Wir wollen die Enveloppe der Axen aller Kegelschnitte einer 
Schaar noch in einem anderen Falle betrachten^ der uns zu der so- 
genannten Steiner'schen Curye dritter Classe fdhrt. 



Die Steiner'sche Curve dritter Classe^. 

354« Die Axen aller Parabeln, die ein gegebenes Dreiseit zum 
Poldreiseit haben, umhüllen eine Curye dritter Classe mit einer Doppel- 
tangente und drei Rückkehrpunkten. 

Alle Parabeln, die das Coordinatendreiseit zum Poldreiseit haben, 
sind gegeben durch 

Wir stellen nun diese Schaar von Parabeln mit a>(ii, u) «* zusammen 
zu der Gleichung 

(Si) «ittj* + a,Mg« + «8 V + ^»(w, w) = 0, 

welche ein Gewebe darstellt, da die Parameter tf,- der Bedingung 
a^Pi^ + «aA* + «sPs* "^ unterworfen sind. Die Hessiane des Ge- 
webes ist die von den Axen der Parabeln eingehüllte Curve; um ihre 
Gleichung abzuleiten, sind die nach U{ (»' = 1, 2, 3) genommenen par- 
tiellen Differentialquotienten von (2) gleich Null zu setzen, d. h. man hat 



«2^1 + Y »' W "= 



und hierzu tritt noch 

«iPi^ + a2l>2^ + «sA* = 0; 



1) Näheres über diese Parabel findet man in der oben citirten Abhandlung 
von Schröter in Bd. 6 der Math. Annalen. 

2) Steiner: ,,Üeber eine besondere Curve dritter Classe (und vierten GradeB)*', 
Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 63, S. 281—837, 1866, oder 
«»Gesammelte Werke**, Bd. 2, S. 639—647. Vgl. auch Cremona: „Sor Thypocy- 
clolde ä trois rebrouesements", in demselben Journal, Bd. 64, S. 101 — 123, 1864. 
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durch Elimination der a«* erhält man die Gleichung der Gurre in Ge- 
stalt der Determinante 
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Die unendlich ferne Gerade jp« »» ist für diese Gurve eine 
DoppeltangentC; denn ersetzt man ti,- durch pi -j- At;< ; (i «= 1, 2; 3)^ so 
verschwinden die Goefficienten von X^ und X^ auf Grund der Relationen 
(o'{pi) = 0, der Factor von A* repräsentirt gleich Null gesetzt das Paar 
der Berührungspunkte der unendlich fernen Geraden mit der Gurve. 
(Vgl. auch (309).) Für den synthetischen Nachweis der drei Rück- 
kehrtangenten vergleiche man die wiederholt citirte Arbeit von 
Schröter^); für die analytische Bestimmung der Rückkehrtangenten 
gewährt (309) die nothigen Hilfsmittel. 

Die Steiner'sche Gurve dritter Glasse steht in einer einfachen Be- 
ziehung zu der Brennpunktscurve derjenigen Parabeln^ welche das der 
Betrachtung zu Grunde liegende Dreiseit zum Poldreiseit haben, also 
nach (265), bezw. (351) zu dem Feuerbach'schen^ Ejreise des Dreiseits 
und zu der unendlich fernen Geraden. Diese Beziehung ist folgende: 

366» Legt man von einem Punkte des Feuerbach^schen Kreises 
das Tangentenpaar an irgend eine der Parabeln, die das zugehörige 
Dreiseit zum Poldreiseit haben, so sind die Winkelhalbirenden dieses 
Geradenpaares Tangenten der Steiner'schen Gurve dritter Glasse und 
somit auch Axen zweier Parabeln, deren vier Schnittpunkte nach (217) 
auf einem Kreise liegen. 

Nach VIII b und Villa, S. 228 lassen sich nämlich von irgend 
einem Punkte der Brennpunktscurve an die Kegelschnitte des zu- 
gehörigen Gewebes Tangentenpaare einer Involution legen, deren 
Doppelstrahlen conjugirte Polaren der Hessiane, also Tangenten der 
Hessiane sind. Im vorliegenden Falle müssen diese Doppelstrahlen zu 
einander rechtwinklig sein, denn sie müssen harmonisch liegen zu dem 
nach den imaginären Kreispunkten gezogenen Geradenpaare, das ja 
gleichfalls dem betr. Gewebe angehört; daraus folgt aber, dass die 
Doppelstrahlen die Winkelhalbirenden sind aller übrigen Geradenpaare 
der Involution. 



1) Math. Annalen, Bd. 6, S. 96. 
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Zu genau derselben Steiner'schen Gurve (3) in (354) gelangt man 
bei Lösung der Aufgabe: 

356. Man bilde die Gleichung derjenigen Curve, welche von den 
Scheiteltangenten aller einem Dreiseit eingeschriebenen Parabeln um- 
hüllt wird. Vgl. (264) und (261). 

Sind yt, bezw. ti, (i=l,2, 3), die Coordinaten des Scheitels, 
bezw. des unendlich fernen Punktes der Scheiteltangente der Parabel, 
sind femer j?,-, (t =: 1, 2, 3)^ die Coordinaten des Berührungspunktes 
der Curye mit der unendlich fernen Geraden^ so besteht die Relation 

falls die Parabel dem Goordinatendreiseit eingeschrieben ist; dabei ist 
(vgl. (62), S. 102) (o{v,v) = v,* + Vg^. Die Coordinaten m,- der Scheitel- 
tangente genügen nun den Gleichungen Uy = und ti< »» 0; da aber 
nach (i) yi0i — ti^ = 0, so lässt sich Uy = ersetzen durch 

oder durch 

Mit Rücksicht auf die, aus o){v, v) ^^ v^ -|- v? folgenden Relationen 
ZiBk = cDik — tih lässt sich die letzte Gleichung in die Form bringen 

wofür auch gesetzt werden kann 

denn Ut ist gleich Null, da der Punkt t auf der Scheiteltangente u 
liegt, und aus m^ = 0, p< = folgt 

txit2'U = (P2W3 — l^s^s) : CPsWi — i^iWj) : (pjM^ — ft^i). 

Die Curye {2) ist mit der in (354) erhaltenen identisch, wie man 
durch Vergleichung der Coefficienten sofort erkennt. 

Eine dritte Erzeugungsweise genau derselben Steiner'schen Curve 
dritter Classe, die in (354) und (356) erhalten wurde, ist folgende: 

357. Die Asymptoten aller einem Dreieck umschriebenen gleich- 
seitigen Hyperbeln umhüllen die Steiner'sche Curve dritter Classe. 

Die Hessiane des Gewebes (ß) in (354) ist nämlich nach (39), 
S. 240 für das conjugirte Netz die Cayley*sche Curve, also die Enve- 
loppe aller Geradenpaare des conjugirten Netzes; die Gleichung des 
letzteren ist 
{!) ttiX^Xf^ + a^Xj^Xi + a^x^x^ + iipj — 0, 

wobei ajoijg + «^»si + (h^i2 — 0; 
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denn auf Grund der Bedingungsgleichung 0^(0^^ + ^^si + ^^is "^ 
und zufolge ai(j>, jp)"»0 ist jede Curve dieses Netzes conjugirt zu 
jeder Parabel des Gewebes (2) in (354). Nach (162) stellt aber nun- 
mehr a^x^x^ -jr (h^z^ -^ ci^o^oc^ ^== die Gesammtheit des Büschels 
gleichseitiger Hyperbeln dar, die dem Coordinatendreieck umschrieben 
sind (vgl. auch (166)), und die Geradenpaare des Netzes (1) sind 
(ygl. (26); S. 45) die Asjmptotenpaare der gleichseitigen Hyperbeln. 

358. Viertens kann man die Ourve in (354) dadurch ab- 
leiten , dass man die Gleichung des zu dem Netz (1) in (357) con- 
jugirten Gewebes aufstellt und dessen Hessiane bildet. Es möge diese 
Aufgabe ganz allgemein gelöst werden, indem wir ein beliebiges 
Dreieck zu Grande legen, dessen Ecken gegeben seien durch u« »» 0, 
Uß irmO, Uy »B 0; ist alsdann m '^O die Gleichung des dem Dreieck 
zugehörigen Höhenschnittpunktes, so lautet die Gleichung des con- 
jugirten Gewebes 

wozu noch die Bedingungsgleichung tritt 

xpj + Xpß^ + (ipy* + vps* — 0, 

damit jede Curve des Gewebes auch conjugirt sei zu dem Glied p^^ 
des Netzes (J) in (357). Hieraus geht hervor, dass sämmtliche Curven 
des Gewebes Parabeln sind, und zwar enthält das Gewebe alle Parabeln, 
für welche die vier Punkte «, /9, y, d ein Polviereck bilden im Sinne 
von (329). Dabei ist u^ gleichbedeutend mit 

U„ U/t u^ 



(«ß) (fy) (v) 



Für die Hessiane erhält man, dualistisch zu (350), die Gleichung 





ai«a ß\Uß yiUy 


dllid 




« 


dCiUa ßtUß yiUy 
a$Ua ßsUß ysWy 

Pa^ V V 


P6' 


-0, 


welche sich für 




«« — Wi — 0, Uß «2 « 


«0, Uy Wj— 0, 


t*. 


1 1 1 


+ =;. 


u, = 0, 



d. h. wenn das Coordinatendreiseit der Betrachtung zu Grunde 
gelegt wird, reducirt auf: 
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0. 



i»^" i»«^ ^»* " (^ + t + itf 



Diese Gleichung ist mit (3) in (354) gleichbedeutend, indem sie 
aus (S) in (354) durch Multiplication mit hervorgeht. 

369, Welche Curve wird von den Axen aller einem Dreiseit ein- 
geschriebenen Parabeln umhüllt? Vgl. (347). 

Die Axen sind als Verbindungslinien der Brennpunkte die Trager 
aller Punktepaare, welche in dem durch 

«1^2^ + «a«8«*l + «s«^«*« + f*«>(Wj «♦) = 0; 

«11^2 A + «sPsJPi + «8P1P2 = 

bestimmten Gewebe enthalten sind; für die Hessiane findet man die 
Curve dritter Classe 






«» 


«» 


o>'(u,) 


«8 





«1 


o'Cm«) 


«, 


«1 





«»'(«s) 


PiPa 


PsPi 


Plpi 






0. 



Da alle Kegelschnitte des Gewebes die unendlich ferne Gerade 
zur gemeinsamen Tangente habeU; ist diese Gerade nach (309) eine 
Doppeltangente der Curve dritter Classe. Wie nun eine Curve dritter 
Ordnung mit Doppelpunkt drei Wendepunkte besitzt^ so hat die Curve 
dritter Classe mit Doppeltangente drei Rückkehrpunkte. Wir sind 
also auch bei vorliegender Aufgabe wieder zu einer analogen Curve 
dritter Classe geführt worden wie bei (354), (356) und (357). i) 

Auf gleiche Weise wie in (355) erhält man mit Rücksicht auf 
den Schluss von (350) und (264) den Satz: 

360. Legt man von einem Punkte des einem Dreieck umschrie- 
benen Kreises das Tangentenpaar an eine der dem Dreieck eingeschrie- 
benen Parabeln y so sind die Winkelhalbirenden dieses Geradenpaares 

1) Vgl. Steiner: ,,yermiBcbte Sätze und Au^ben**, Journal fflr die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 66, 8. 871, 1868, oder „Gesammelte Werke'\ 
Bd. 2, S. 677 f. 
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Tangenten der in (359) erhaltenen Cnrye dritter Classe und somit 
auch Axen zweier eingeschriebenen Parabeln, deren yier Schnittpunkte 
nach (217) auf einem Kreise liegen. 

361, Welche Curve wird von den Scheiteltangenten aller Parabeln 
umhüllt, die ein gegebenes Dreiseit zum Poldreiseit haben? Vgl (265) 
und den Beweis zu (261). 

Bei analoger Behandlung dieser Aufgabe wie in (356) gelaugt 
man zu der Gleichung 

®ii%(ft«<i —Pi^) GPiW« —Pi^i) + «>MW,(fttt8 — l>2Wi)(ft«8 —Ps^) 

Von dieser Curve dritter Classe gilt gleiches wie bei der in (360) 
erhaltenen: sie hat die unendlich ferne Gerade zur Doppeltangente 
und besitzt drei Rückkehrpunkte. 

Zum Schlüsse der voranstehenden Betrachtungen möge noch be- 
merkt werden, dass die meisten speciellen Sätze, welche in der S. 410 
citirten Abhandlung Steiner 's enthalten sind, sich aus den all- 
gemeinen Theoremen in §§ 22—26, aus dem Satze (249) und aus dem 
Umstände ergeben, dass die Cayle/sche Curve des in (359) betrach- 
teten Gewebes nach (350) und (264) durch den dem betr. Dreieck 
umschriebenen Kreis und die unendlich ferne Gerade gebildet wird, 
die Cayle/sche Curve des Gewebes in (354) nach (351) und (265) in 
den Feuerbach'schen Ejreis und die unendlich ferne Gerade zerßlllt. 



#üm die Vorzüge der analytisch-geometrischen Methode bei Be- 
handlung verwickelter Probleme der Integralrechnung darzulegen, er- 
schien es zweckmässig, im Folgenden (362) und (363) noch zwei An- 
wendungen dieser Art aufzunehmen. 

#362. Anwendung der Poldreiecke auf ein Integral von 
Aronhold. 

Bezeichnet in beliebigen homogenen oder Dreieckscoordinaten 

8 8 

(i) f{xi, x^,Xq) =^ ^ OiiXiXk ■« 0, a/t = au , 

1 1 

die Gleichung eines Kegelschnitts, so ist nach den Ausführungen von 
Aronhold^) unter der Voraussetzung 

1) Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 61, S. 96 — 108, 1862. 
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(-3) nx, y, 1) = 

das Integral 

(5) J = 



/^ d^ 



oder das für beliebige ^^i^j% damit identische Integral^) 



{3a) 



y |Kir(^i) + {. 



r(aJj) + is fM'] («1^1 + WsÄj +«8*8) 



durch einen einzigen Logarithmus nach folgender Regel darstellbar: 
Man bezeichne mit 

8 8 

(4) F{u, u) =^ 2 ^•*^^'^* 

1 1 

den Ausdruck in Liniencoordinaten fQr den Kegelschnitt {1) und be- 
rechne bei beliebig fixirtem Vorzeichen von Y — -F(w, u) die Werthe 
Si : Ss : Is ^^s ^^™ System linearer Gleichungen^ 

V- Fi«, «) ii = I (M,r(g,) - «,r(i,)) 
i/-i?'(«,«)fe-i(«i(r(i,)-«,r(i,)), 

so wird 

(5) J= —i— log 6.r(.r .) + £,r(a:.) + isr(x>) ^ ^onst. 

Dieses Ergebniss ist praktisch zunächst nur verwendbar, wenn 
F(u, u) einen negativen Zahlenwerth besitzt. Da die Umformung des 
Logarithmus in eine cyklometrische Function nicht ohne mühsame 
Rechnung durchführbar, und da überdies die elegante Fassung des 
Endergebnisses nicht gerade auf der Hand liegt, möge im Folgen- 
den das Integral {3) auf einem (von dem Aronhold'schen völlig ver- 
schiedenen) Wege abgeleitet werden, der sämmtliche Umformungen 
mit Leichtigkeit gibt und die Bedeutung einiger der wichtigsten Sätze 
von § 4 für die Litegralrechnuug zur Anschauung bringt 



1) üeber die Identität der Integrale {3) und (da) vgl. A ronhold a. a. O., 
S. 97-98. 

2) Zufolge der Entwicklungen S. 36 f. gibt die Auflösung dieses Systems 

entsprechend dem Vorzeichen von V— F(tt, u) die Coordinaten des einen oder 
anderen Schnittpunktes der Geraden u »0 mit dem Kegelschnitt (i). 
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Za dem Zweck seien Viflf^tift ^^^ Coordinaten eines Punktes, für 
welchen 

(^) ttiVi + w^y^ + Way, = 0, dagegen /*(yi, y«, %) ^ 0; 

ferner sei 



(7) 



2 / v^»/--» 2 



2 ' vcfi/*-^» 2 



so dass also der Punkt den Schnittpunkt von Ux «^ mit der Polare 
des Punktes y in Bezug auf den Kegelschnitt (i) darstellt 
Durch die Substitution 

(8) Xi = yiX, + 0iX, + ^ F\u,)Xs, (i=l,2,3), 

wird nun die Curve (1) auf ein Poldreieck bezogen, denn ihre Glei- 
chung verwandelt sich in 

f(x, x) = f(y, y) Xi' + fiz, z) X,' + ÄF(u, «) Z,». 

Zum Nachweis dieser Behauptung beachte man, dass aus (ß) durch 

Multiplication mit -^f{}li), bezw, y^(^»)» bezw. Ui und jeweilige 

Summation in Bezug auf i von 1 bis 3 mit Rücksicht auf tiy «s 0, 
u, ^ 0, /"(y, z)^0 die Auflösungen hervorgehen 

(Sa) -2Ci — 7^— -r, X, 



(^) [ 



Ferner wird 

Y r(a?.) = ««a?! + aax% + artiPs — — f{y^ ^1 + y TW ^2 + -^WiX», 

daher 

f{x,x)^f{y,x)X^ +f{0,x)X^ '\' Au^X^ 

= r (y, y) Z,« + az, z) X,' + ^i^'Cw, u) Z,l 

Wenn man noch die leicht abzuleitende Beziehung 

f(z, e) = f(if, y) ■ F(u, u) - Äu,* - f(if, y) ■ F(u, u) 

beachtet, so folgt durch Einführung der Werthe der X,- aus (8a) in 
die Gleichung (P), dass f(x, x) ^^0 gleichbedeutend ist mit 

(10) F(ti, u) ■ riy, x) + ri", «) + Äfiy, y)-u*^ 0. 

Wir wollen zunächst annehmen, dass F{u,u)>Q sei, d. h. dass 
die Gerade Ux'^'O die Curve (i) nicht in reellen Punkten schneidet. 
Alsdann muss nach {lÖ) jedenfalls Af{if,y) <0 sein, denn der Kegel- 
schnitt soll reell vorausgesetzt werden. Es werde nun gesetzt 

Oundelfinger, YorleflungeiL 27 
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V- ä /"(y. y) «, ' y- Afiif, y) « 



=« sin t. 



{11) 
woraus folgt 

oder 
(22) 

Es ist aber 
andrerseits 



- ]^'i d (^^^*>) = - sin ^. d< 
f{»,x) \ «, / 



4-/"'(yi) IrCy*) i-f'(3fz) 



«, 



«« 



M. 



*1 *J ^ 

I 

df^i dx^ dx^ \ 



daher 



{IS) ti.«-e?(^J^"^)»-^+(.,^,da;3), 

so dass sich (12) verwandelt in 

Hieraus folgt sofort 



{Ua) 



^Tr—^ --^=^- ^ + Const., 



wobei natürlich links die Zi durch beliebige andere Grossen Si ersetzt 
werden könnten (vgl. Ba\ 

Wenn jF(m, w) < 0, d. h. wenn die Gerade w, = den Kegel- 
schnitt (i) in reellen Punkten schneidet, schreiben wir (iö) in der 
Form 

(Jö) {f(z, X) + y- 2^(«7«) Ay, X)) {f{e, x) - Y- F(u, u) f{y, x)) 

=' — Äf(if,y)u,*, 

wo die beiden Factoren der linken Seite die Tangenten des Kegel- 
schnitts (i) in seinen Schnittpunkten mit u« -> darstellen. Der 
Gleichung (15) wird jedenfalls genügt durch die Substitution 

f(z^x)+V~-^F(u,ü) f(y,x) _ 

(76) _' 

/•(g, X) - y- i\u, u) /(y, .T) ^ ^ /^(y. y) 
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aus welcher folgt 



2 Ag. X) . Ä f{y, y) 2y-F{u,u)f (y, x) Äf^y^y) ^ 



ferner ist 



daher 



21/-F(u,«)c?(^^^'^)) - (^ - ^^^^) ^. 



80 dass man mit Hilfe von {lä) erhalt: 

H7\ ^sL «= — ^ 

und 

^^H- ^ ^4^=^ log ^ 



;^ log /J(^-1±1^Z(JM0 m^) + Const. 



(vgl. (ö) und (7)). 

Auch. mit Hilfe der hyperbolischen Functionen lässt sich im Falle 
F(u, 1*) < der Werth des Integrals (17a) ausdrücken. Wir wollen 
hierbei zwei Fälle unterscheiden , je nachdem Afitf^y) positiv oder 
negativ ist; es sei zunächst Äfijfy y) > 0, etwa gleich + A*. Als- 
dann lässt sich {10) in die Form bringen 

( V''F{u,u)ny, x)V f f{z, x) y _ j . 

* * X ^ * x^ 

setzt man jetzt 



(18) 



( yE?^L(y^ = cos hyp r = 1 (e^ + e"^), 

f-i:^ - sin hyp t - .1 (e* - e^% 



A.u^ •'^ -2 



so folgt in ähnlicher Weise wie oben 



{18a) 



/V ± (£?! x^ dx^) . 

^~-j-— --^^=^ X + Const 



Wenn Afiy^ y) < 0, etwa gleich — A* ist; schreibt man {10) in 
der Form 

setzt 

27* 
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= COS hyp T, ^—- = 8111 hyp 



and findet wieder 

*^ ± (^i ^1 dx^) 



A.u 



{18b) 



/■ 



T + Const. 



Um weitere Theoreme zu erhalten ^ setzen wir 

(^^) yi = waö8 — «8««, y8 = «8«i — «i«s; y8 = «*i «2 — **»«!; 

alsdann ist f{ey x) nach (7) zunächst gleich 

und wenn man für y,- die Werthe (19) einführt, wird 

i f'dfd =^ + ((^ithOz), 



daher 



(20) f{8, x) 



a 



11 



a 



12 



a 



13 



«21 



«22 



a 



81 



a 



82 



«28 
«88 



U, 



Uc 



Wi 



Wi Ol 
^8 «8 





►2 "8 

irC^i) yr(:»:2) Yr(^8) o O 

= F(u, M)a, — 2^(ii, a)ti,. 

und durch Multiplication dieser Gleichung mit (14) erhält man: 

F(u, a) 



Hieraus folgt 
{2i) 



m 



I\u, u).a^. ^ ± («, ic, dxj) 



«x' • /■(« . «) 



di + ^-f'^^y-^y) sin frf«, 



wobei für -^ — ' der aus der zweiten Gleichung (11) folgende Werth 

X 

eingesetzt wurde. Die Integration von (2J2) ergibt sich sofort mit 
Benutzung der ersten Gleichung (11) in der Gestalt^) 

(^) Fiu, u) A -2 ± ;-' ^^ _ F(u^ ^ _ ^ö^^ 



-F(«, «) y ^ 



'^±(«,«.Äa^) ^(y^a;) 



/(«, «) . «, 



wobei /"(y, «) =^ + (i- /"(«OMias)- 



1) Vgl. hierzu Aronhold a. a. 0. S. 105 f. 
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Beiläufig folgt im Falle Fiu, w) =» 0: 

Wird die Gleichung (21) auf die n*® Potenz erhoben und hierauf 
mit (14) multiplicirty so erhält man allgemeiner') 

m — ^ - 



<+^/(^,^) 



[F{u,a) + y--Af(^^mt\ 



dt 



VF^u, u) 



Bei der Integration hätte man hier so zu verfahren^ dass nur 
Potenzen von sin t und cos t auftreten, für die alsdann die Werthe {U) 
zu substituiren wären. 

Mit dem Vorhergehenden ist gezeigt^ wie das Integral 



/al .^ ± (z, X, dx^) 



zurückgeführt werden kann auf das einfachere 

' ^ ± ih ^ ä^z) 



/■ 



«^ . /(«I X) 



welches auf Grund von {14:a) und {17a) durch eine cyklometrische 
Function oder einen Logarithmus ausgedrückt wird; je nachdem 
F{u, w) > oder < ist. 

Auch die Integration von 

rq>(x,y).dx, 

wobei g)(x,y) eine beliebige rationale Function von x und y ist; 
während x und y durch die Gleichung zweiten Grades f(x, y, 1) = 
verbunden sind, ist vermöge der Formeln (8) zurückgeführt auf die 
Integration rationaler Functionen entweder von sin t und cos t (im 
Falle (11)) oder von t (im Falle (16)). Zum Zweck eines eingehen- 
deren Studiums dieses allgemeinen Falles vergleiche man die Ent^ 
Wickelungen von Aronhold zu Gleichung (6)— (9), S. 130 f. in der 
oben citirten Abhandlung. 



1) Man vergleiche auch hier die DarBtelluDg bei* Aronhold a. a. 0. 
S. 109 ff. 



422 Anhang. Nr. 863. 

#363« Deber eine Verallgemeinerung der Weierstrass- 
sehen Methode, elliptische Integrale auf die Normalform zu 
reduciren^). 

Die Grundlage der soeben genannten Methode besteht darin, dass 
das Integral 

X 

vermöge der Substitution 



(2). 






Gi(Xo, x) = x^*{Ax* -\-2Bx-\-C) + 2x^{Bx* + 2Cx + B) 

+ (Ca?» + 2B'x + A') 
in die Normalform 

J Vis" - g^t - g, 

i 

übergeführt wird. Bei der hohen Bedeutung, welche diese Substitution (Si) 
namentlich bei Anwendungen der elliptischen Functionen besitzt, wollen 
wir im Folgenden eine analoge Formel für das allgemeinere Integral 

(4)J^«/n ^ i n-=^ 9ix,x) = 

J Ly ^'iSM + Y c,9\x,) + -- c,g'(x,)j Vax, X) 

gewinnen, in welchem g{x,x) und f{x,x) irgend zwei temäre 
quadratische Formen 

s 8 

g (x, x) =^ ^ hhXiXk , lik — Iki , 

1 1 

8 8 

f(x, x) ^^j ^ CLikOSiXk , a,t =» ajti , 

1 1 

bedeuten, und welches beim Schliessungsproblem der dem Kegelschnitte 
g{XjX) t^Q eingeschriebenen und dem Kegelschnitte f(x,x) = um- 
schriebenen Polygone auftritt^). Abgesehen davon, dass die auf 

1) Der Inhalt der hier folgenden Entwickelung wurde im Jahre 1886 von 
Herrn Gandelfinger dem der WisaenBchaft leider so früh entriBsenen Mathe- 
matiker Halphen mitgetheilt. Vgl. aach das Werk von Halphen: „Traitä des 
fonctions elliptiques et de lears applicationfl", Bd. 2, Paris 1888, S. 41t. 

2) Vgl. Gandelfinger: ,,Ueber das SchliesBnngsproblem bei zwei Kegel- 
schnitten '*, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 83, S. 171—174, 
1877. 



(5) 



/ 
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— ;:_— bezüglichen Formeln sofort aus dem Integrale (4) hervor- 
gehen, wenn man 

g ^ 4iX^x^ — x^y also x^ : a?2 : a:, = a:* : 2a; : 1, 

fEE^ Ax^ + "iBx^x^ + Cx^ + 2Gx^x^ + 2B'x^x^ + A'x^ 

annimmt, sind in {£) noch eine Anzahl weiterer wichtiger und viel- 
fach behandelter Integrale enthalten. 
Hat z. B. g{x^x) die Gestalt 

g{x, x) = a?i* -f x^^ — x^^ = 0, 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, setzt man 

^1 • ^s "^ cos 9 , rTg : 0^3 BS sin q> , 

so gelangt man zu dem von Gauss in der ,,Determinatio attractio- 
nis eW^) und von Jacobi^ behandelten Integrale. Ebenso kann 
man das Pentagramma mirificum von Gauss^) äusserst elegant ohne 
Auflösung einer kubischen Gleichung nach den hier mitzutheilenden 
Formeln behandeln, wenn man ^ = als die Gleichung eines Kegels 
zweiter Ordnung in rechtwinkligen Baumcoordinaten x^^ x^, x^ und 
/* a=s als die Gleichung des dazu gehörigen Reciprokalkegels auffasst. 
Wir behaupten nun: 

(6) Bedeuten c^, C2, c^ die Coordinaten eines willkürlich, 
aber fest gewählten Punktes auf dem Kegelschnitt g(x,x)^^0 
und setzt man 

= X^B — 3A«e + SAH — Ä, 

il;(x, x) EE ^Hg{x, x) — 2x{x, x), 



(S) 



8 8 ^ 

wobei x{x,x) = '^'^{a,h)ikfigk,^) fi^ ^f'{x^, 

1 1 



9h 



-\:9\^k\ 



1) Commentationes 00c. reg. scient. Gotting. rec, Bd. 4, S. 21— 48, 1818, 
oder GausB* Werke, hrsgg. von der kgl. Ges. d. Wissensch. zu Göttingen, Bd. 3, 
S. 381— S66. 

2) Journal für die reine nnd angewandte Mathematik, Bd. 8, S. 263 ff., 1832. 

3) Gauss* Werke, Bd. 3, S. 481—490. 

4) Dnrch Vergleichung der Goef&cienten von X^ in (6), S. 160 erkennt 

man, dass 

8 8 3 8 
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80 geht vermöge der Transformation 

(9) ^ x*g(c,x)-2Xf{e,x)-'^^ 
das Differential 



0> p(^,i») — 



(10) 
über in: 



y, ± (Cl «1 <*«.) 

g(c,x)Vf(x,x) "^ ' ^ 
dl 







yö(i) 



Znm Beweis dieser Behauptung werde zur AbkQrzung eingefQhrt 
(18) <t>(x, x) = i?g{x, x) - 2Xf{x, x) - ^^ ; 

alsdann kann man die Transformation (P) einfach ansdrflcken durch 
( <D(c, x) = \ <D'(ci)^. + I <D'(c,)3i + Y <l>'(f,)ar, - 0, 

g{x, «) = Y /(a^)ari + y fl''(^)«» + y /('»i)«s — 0- 

Hieraus folgt 

(i4) (.a;, = -J- {0'(<^)/(%) - <!>'(«») <7'(«i)}, 

und analoge Werthe hat man fttr qx^ und Qx^y wobei der Proportio- 
nalitätsfactor q ähnlich wie S. 35 f. gegeben ist durch 



(13) 



(15) 



oder auch durch 



p2 I {5„<t>'(0* + 25.,<t>'(c.) . 0'('=i) + •••}, 



il5a) 



f* — 4(A»5 — 3A«e + 3AH - A)f(e, c), 



denn es besteht die Identität 

{16) - ^ {5u<J>'(0* + 25„cD'(0i) . <D'(^) + • • •} 

— ^{X^B - 3A«e + 3AH — Ä)f{c, e), 

welche mit Hilfe „kanonischer Formen" für g(x,x) und f(x,x) be- 
stätigt werden kann^). Durch Einführung der Werthe f&r QXt in {10) 
erhält man 



(17) 



dJ^--^ 



dXi dx^ dx^ 



<t.'(c.) <t>'(e,) <t>'(0 ' 

<?'(«i) p'W f'X*») 



: p.^(c, «).■!//•(», a;) 
<t>(c, c) y (<D'(Cj)<ia:, + 0'(Cj)da:, + <l>'(c,)rf«i) 

g(e, x) Y (^'(«1)^0;, + g'{x^)dx^ + g'{.x^)dx^ 

: 99{c, *) !//■(«,«) , 

1) Vgl. auch die Bemeikong am Schlats dieser Betrachttmgen, S. 426. 
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woraus zufolge g\x^dx^ + 9\^%)d^% + 9(xz)^^b '^ hervorgeht: 

(17a) 4- (^'(c^dx^ + <t)'(c,)(l«, + <t>'{c^)dx^) 

dJ— .r= 

Andrerseits folgt durch totale Differentiation der Substitution (9): 

{18) y (<i>'{e,)dx, + <i>\€^)dx, + ii>\c^)dx,) + 2dk{Xg{c,x)-f{c,x)) = 0', 

daher wird 

(ig) dJ = •" ^dX(lg{c, X) — fjc, x)) 

und hier kann für Xg{c^x) — f(c,x) nach Auflösung der in A quadra- 
tischen Gleichung (9) gesetzt werden 



V' 



g ( c, X) . ^(c, x) + B/'«(c, a?) 



SO dass sich (iP) verwandelt in 



(21) 



Es bestellt nun die Relation 
(/•(c, c) fix, X) — f*{c, x))B 
" 9{c,x) .i)(e,x) — {^Hg{c,c) — i{e,c))g{x,x) + x{x,x).g(c,c), 

welche mit Hilfe kanonischer Formen bewiesen werden kann und sich 
im gegenwärtigen Falle zufolge g{x,x)='0 und g{e,c) =- reducirt auf 

(32) g(c, x) . ^ (e, x) + Bf (e, x) = Bf(c, e) f(x, x). 

Auf Grund dieser Gleichung erhält man aus {20): 

jj^ ^yf^)dx 

°^ 9 ' 

folglich mit Bücksicht auf {15ä): 

{23) dJ^- -7^ - = ^J^. 

Hier wäre noch zu setzen kB — = 45. 

Bezüglich der Bestimmung des Vorzeichens sei endlich bemerkt, 

dass yf{Xy x) vorgelegt, also gegeben ist; bei yf{Cy c) kann das Vor- 
zeichen willkürlich gewählt werden, doch ist alsdann das Vorzeichen 

von yO{k) in dem Ausdrucke ^ =» 2 yf{c, c) yG{k) so zu wählen, 
dass in den Auflösungen {14) der Substitution {9) die Xi dem- 
jenigen der beiden Schnittpunkte von g{x,x)*^0 und <|)(c, a?)=»0 
angehören, welcher durch ein fest gewähltes Vorzeichen von q in {14) 
bestimmt wurde. 
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Was die geometrisclie Bedeatung der Substitution (9) betrifft ^ so 
möge noch bemerkt werden^ dass die Identität (21) im Falle g(c,c)^=^0, 
der ja bei unserer Untersuchung vorliegt, auch geschrieben werden 
kann in der Form 

(34) Bf(c, c) f(x, x) — xic, c) g(x, x) — g(e, x) t(c, x) + Bf(e, x), 

aus welcher mit Hilfe der Entwickelungen S. 83 f. hervorgeht, dass 
Bf(c^ c) f(Xy x) — xi'^f ^9 {^9 a;) = derjenige Kegelschnitt des Büschels 
f(Xy x) — ^9(Xj a:) = ist, welcher nach (5) in § 15 die Tangente 
g(Cy rc) «« von g(x^ rc) — gleichfalls berührt. Andrerseits zeigen 
die rechte Seite von (24) und die Substitution (9\ dass derselbe Kegel- 
schnitt die Enveloppe*) aller Geraden ist, die fQr veränderliche Werthe 

von k durch }r9(Cj x) — 2A/'(c, x) — — ^ — = dargestellt werden. 

Will man speciell die übrigen gemeinschaftlichen Tangenten des 
letzterwähnten und des Kegelschnitts g(Xj x) = haben, so ist nach 
S. 36 auf Grund von (13) und (IS) zu setzen p = oder 

■B,i<l>'*(c,) + 2B,3<t>'(c.)<l>'(c.) + ^ 0. 

Es zeigt sich hier eine Bestätigung des ümstandes, dass nach (285) 
das Doppelverhältniss der vier gemeinsamen Tangenten von (2i) 
gleich ist dem Doppelverhältniss der vier auf g(x,x) ^^ gelegenen 
Grundpunkte des Büschels lg(xy x) — f(x, a;) = 0. 

Die allgemeine Auflosung der Substitution (9) oder (13) ist durch 
(i4) und (15) gegeben. 

1) Den unendlich vielen Werthen des Parameters X in {9) entsprechen un- 
endlich viele Geraden, welche eine Curve, die sogenannte Enveloppe des Systems 
von Geraden, umhallen. Wie bereits in (820) erwähnt wurde, erhält man die 
Gleichung der Enveloppe dadurch, dass man die Discriminante deijenigen Glei- 
chung bildet, welche den Parameter als Veränderliche enthält. 
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Die Zahlen beziehen sich auf die Seiten. Die Buchstabe E. iat als AbkünuDg 
gebraucht für Kegelschnitt; die übrigen als Abkürzungen dienenden grossen Buch- 
staben bezeichnen das Wort, unter dem sie yorkommen. Die Worte eingeschrieben 
oder umschrieben beziehen sich, wenn nichts anderes bemerkt ist, auf ein Dreieck. 



Abstand eines Punktes von einer Ge- 
raden 3 f. 9. 56; der Brennpunkte yon 
einer Tangente 179 f. 863 f.; des Mittel- 
punktes von der Directrix 118; des 
Scheitels der Parabel von Brennpunkt 
und Directrix 117. 119; eines Gurren- 
punktes Ton Brennpunkt und Directrix 
116. 118f ; eines Gurvenpnnktes yon 
zwei Tangenten und yon der Berfih- 
rungssehne 281 ; eines Guryenpunktes 
yon den Asymptoten 263; gerader 
Linien yon zwei festen Punkten 363 f.; 
zweier Punkte 69. 

Aequianharmoniscbe Kegelschnitte eines 
Büschels 368 fip.; Strahlen 366; 

Aebnliche Kegelschnitte 112. 290 f.; in 
einem Büschel 361, in einer Schaar 
361; umschriebene K. 306 ff. 812 f.; 
eingeschriebene K. 309ff. 312f.; bei 
gegebenem Poldreieck 312. 361; con- 
centrische K. 812 f. 

Aehnlich liegende Kegelschnitte 291. 
809; zugleich ähnlich 292. 346. 

Aehnlichkeitskreis 317. 403 f. 

Aeholichkeitspunkte 317. 403 f. 

Asymptoten 45. 49. 111. 278. 284; ihr 
Winkel Ulf. 284. 820; Max. oder 
Min. des Winkels bei E. einer Schaar 
861 f.; ihr Abstand yon einem Gnryen- 

Sunkt 263; Parallele zu einer A. 264; 
[. mit einer parallelen A. 346; En- 
veloppe der A. der umschr. gleich- 
seitigen Hyperbeln 412. 

Ausartende Kegelschjiitte einem Dreieck 
u mschrieben 328 f., eingeschrieben 328f. 
341; bei gegebenem Poldreiseit 328 f. 
342; bei gegebenem Poldreieck 329; 
ygl. auch Geradenpaar und Punkte- 
paar. 

Axen der Kegelschnitte 85. 87 f., der 



Ellipse 110. 114. 169, der Hyperbel 
llOf. 114, der Parabel 103. 115. 289; 
Länge der A. HO; Product ihrer 
Längen 292 f. 296 f. 298 — 303. 309; 
gleiches Axenproduct bei umschrie- 
benen K. 295, bei eingeschriebenen 
K. 296; gleiches Axenproduct bei E. 
mit gegebenem Poldreieck 296; Summe 
oder Differenz der Axen 293. 297. 319f.; 
constante Summe oder Differenz der 
Axen bei umschr. K. 297 ; Gleichungen 
der Axen 93. 96 f. 207. 285 ff. 382, 
ihrer unendlich fernen Punkte 93. 96. 
287 f.; Parallele zur Axe der Parabel 
264; Enyeloppe der A. der K. eines 
Gewebes 409, der Parabeln mit ge- 

f ebenem Poldreiseit 410 f.; Enyeloppe 
er A. der eingeschr. Parabeln 414. 

Berührung: Berührungspunkt der Tan- 
gente eines K. 42; Grad der Be- 
dingungsgleichung für Berührung bei 
Curyen wi*®' und ti*"' Ordnung 379 f; 
einfach berührende K. 134. 162. 164 f.; 
doppelt berührende Kegelschnitte 811 
870. 396—404, speciell für zwei Kreise 
401—404; doppelt berührende Kreise 
180f. 183. 383 ff. 

Brennpunkte: ihre Lage 114 ff., bei ein- 
geschriebenen K. 347 f., bei eingeschr. 
Parabeln 347 f. 361 f. 407; ihre Lage 
bei gegebenem Poldreiseit 348 f, bei 
gegeb. Poldreiseit und gemeinsamer 
Tangente 852. 407; ihr Abstand yon 
einer Tangente 179 f. 853 f.; Fuss- 
punkte der yon B. auf Tangenten ge- 
fällten Lothe 183f. 186. 348; zwei 
Brennstrahlenpaare als Tangenten 
eines K. 187. 192 ff. 358; zwei Brenn- 
strahienpaare durch ein Punktepaar 
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im Unendlichen 194; Verbindungslinie 
Ton B. mit Pol einer Sehne 198 , einer 
Focalsehne 19S; Brennpunkte von 
Kegelschnitten auf einer Geraden ge- 
legen 347 ff., auf einem E. gelegen 
348 f.; Brennpunkte einer Schaar 361 f. 
396 f.; Gleichungen der Brennpunkte 
lldf. 290. 346f., bei der Parabel 116; 
Ort der B. für die einem Vierseit 
eingeschr. E. 404—409. 

Brianchon*scher Satz 128. 

Büschel Ton Kegelschnitten, seine Defi- 
nition 129. 131; Grundpunkte des 
B. 131; Geradenpaare in einem 132 f. 
138 f.; B. einfach berührender K. 134. 

162. 164 f., doppelt berührender K. 
134. 163. 167; oscnlirender K. 136f. 

163. 166 f., mit vier zuaammen&llen- 
den Gmndpunkten 136. 163. 168; aus 
Geradenpaaren bestehend 136 f.; aus 
gleichseitigen Hyperbeln bestehend 
830; Parabeln im B. 199. 331. 367 ff. 
362; Schnittpunkte der K. eines B. 
mit einer Geraden 142 f.; Kegelschn. 
im B. bei gegebener Tangente 141 ff. ; 
Büschel von Kreisen 386, seine Grenz- 
punkte 336f. 390. 401. 

Cayley'sche Curve eines Netzes 207. 
222—226. 231. 240. 388; einfachste 
Bildung ihrer Gleichung 226; als 
Hessiane eines Gewebes 230. 240. 388 f. ; 
eines Netzes von Kreisen 389; eines 
Gewebes 228—240. 387. 406—409; als 
Combinante 382 f. 

Combinante 206. 382 f.; jp 207 f. 368— 
371. 372—377. 

Concentrische Kegelschnitte mit Neben- 
bedingungen 298—803; Kreise 172 f. 

Gonfocale Kegelschnitte, Definition 146. 
166; ihre Schnittpunkte 146 f. 170; 
ihre Arten 170 f.; Parabeln 176 f.; 
Winkel der Tangentenpaare an conf. 
K. 147. 

Gongruente Kegelschnitte eingeschrieben 
297 f., umschrieben 298. 

Conjugirte Hyperbel 111. 377; Polaren 
44, in Bezug auf das Kreispunkte- 
paar 62; durch einen Brennpunkt 
193 f. 364; Geraden in Bezug auf eine 
Schaar 200; Tangenten der Hessiane 
eines Gewebes 226. 229; Durchmesser 
24ff. 111. 261. 264. 279 f. 281 f. 332, 
ihr Winkel 276 f. 282, Summe oder 
Differenz ihrer Quadrate 282 ; Durch- 
messer von gleicher Grösse 60. 282; 
Pole 82, in Bezug auf das Kreis- 
punktepaar 96, in Bezug auf das ima- 
ginäre Brennpunktepaar 181 ; Pole in 
Bezug auf ein Büschel 196, der Hes- 
siane eines Netzes 219ff. 224.229—232; 



Lage von Kegelschnitten 162. 344 f. 
393, von Kegel Schnittsystemen 232— 
240; Lage von gleichseitiger Hyperbel 
und Parabel 344. 

Gonstante t 60 ff. 92 f. 

Contravariante 80. 83. 

Coordinaten eines Punktes 2, einer Ge- 
raden 6 f.; barycentrische 7, homo- 
gene 8, schiefwinklige Parallelcoord. 
8. 66. 

Govariante 78. 80; Hesse'sche 80, vgl. 
auch kubische Form; geometrische 
Deutung von Cov. 161. 163 ff.; Rela- 
tion zwischen Gov. eines Büschels 169 f. 

Curve zweiter Ordnung, bezw. Classe 18, 
bezw. 27. 39, näheres s. bei Kegel- 
schnitt; n^ Ordnung 21 ; n^ Classe 42. 

Definite Form 66. 326 f. 373 f. ; vgl. auch 49. 

.Desargues- Stürmischer Satz 142 f. 

Determinante des K. s. Discriminante ; 
Multiplicationstheorem der Det. 76. 

Directorkreis 148. 337; sein Radius 338. 
344, bei d. gleichseitigen Hyperbel 
338 f.; Relation zwischen seiner Glei- 
chung und der des K. 338; seine Aus- 
artungen 339 f.; seine Beziehungen zu 
den durch Poldreiecken eines K. 
gehenden Kreisen 343 f.; Radicalaxe 
der D. für zwei eingeschriebene K. 
391 f.; Büschel der D. einer Schaar 
340; Netz der D. eines Gewebes 390 f.; 
eines Gewebes von K. mit gemein- 
samem Poldreiseit 392. 

Directrix, Definition 116, ihre Lage 116; 
der Parabel 117ff. 148 f., als Ort für 
d. Mittelpunkte von Kreisen, die 
Poldreiecken umschrieben 344; Be- 
ziehung zwischen D. und Berührnngs- 
sehne zweier Tangenten 326. 

Discriminante des Kegelschnitts 26. 29. 
39f. 43f. 60; als Invariante 78 ff. 81. 

Doppelgerade 30. 61. 64. 

Doppelpunkt 40. 63. 66; als Ausartung 
eines Kreises 67. 

Doppelverhältniss der Schnittpunkte 
einer Geraden mit zwei K. 143 f.; 
von vier Punkten eines K. 124; der 
vier Grundpunkte eines Büschels 366 ff. 
426'; der vier gemeinsamen Tangenten 
einer Schaar 367 f. 426; der Schnitt- 
punkte von Gerade und Kegelschnitt 
zu zwei Punkten auf der Geraden 
21. 63. 

Dreieck, sein Inhalt 248 ff. ; |^ebildet 
durch eine Tangente und zwei Asym- 
ptoten 278. 

Dreiseit, parallel umschrieben 330; 
parallel eingeschrieben 247 f. 

Dualistisch entsprechende Sätze 39. 

Durchmesser s. copjogirte Durchmesser. 
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Einheitspunkt 1. 

Ellipse 46 f. 49. 52. 54 f. 108; imaginäre 

E. 49 f. 54 f. 108; ihre Gestalt 50. 110, 
ihre Axen 110. 114. 169, ihr Inhalt 
293. 296; Definition mit Hilfe der 
Brennstrahlen 121 ; eingeschrieben mit 
Mittelpunkt im Schwerpunkt 255. S16 ; 
umschrieben mit Mittelpunkt im 
Schwerpunkt 258 f. 

Entfernung s. Abstand. 

Enveloppe gerader Linien, die einer 
Bedingung unterworfen 272 f. 

Evolute einer Curve 2. Ordnung 216 f., 
speciell Ellipse oder Hyperbel 217. 
382 , Parabel 217 f. ; einer Curve 2. Olasse 
214 f., speciell Ellipse oder Hyperbel 
215f., Parabel 216; einer Curve 
n^ Ordnung 379 f.; einer Curve Ji^ 
Classe 380 f. 

Excentricität, lineare 118, numerische 
119. 

Feld, trigonales und tetragonales 2. 

Vgl. auch Tetragonal und Trigonal. 
Feuerbach'scher Kreis 304f. 313. 349. 

352. 411; Potenz in Bezug auf ihn 

319 f. 
Form 65; bilineare F. 74 f. 94; definite 

F. 65. 326 f. 873 f.; vgl auch kubische 
Form. 

Fr^gier, Theorem von 273; verall- 
gemeinert 332 f. 

Function, Identität zweier ganzen homo- 
genen F. 75 f. 

€ferade, ihre Gleichung 5; ihre Gl. in 
der Normalform 10; unendlich ferne 
3. 51. 54. 107. 326, ihre Schnittpunkte 
mit einem Kegelschnitt 46 ff.; die un- 
endlich ferne G. doppelt zählend als 
Ausartung eines Kreises 59 f. 

Geradenpaar 29 f. 38. 44. 50. 54. 108. 
262, im Kegelschnittbüschel 132 f. 
138 f.; kubische Gl. zur Bestimmung 
der G. im Kegelschnittbüschel 132— 
136. 149 — 152; als harmonisches Po- 
larenpaar zu einem Kegelschnitt 164; 
circülares 329. 336.339. 390. 392. 409; 
nach den Schnittpunkten eines Kegel- 
schnitts und einer Secante gezogen 
261; Spitze eines G. 29, 44, dieselbe 
auf einem Kegelschnitt gelegen 163 ff.; 
Hessiane als Ort für die Spitzen der 
Geradenpaare in einem Netz 220. 

Gewebe von Kegelschnitten, Definition 
226; von Kegelschnitten mit einer, 
zwei oder drei gemeinsamen Tan- 
genten 387; mit einem Doppel puukt 
408 f.; mit zwei Doppelpunkten 394. 
403 f.; Directorkreise der K. eines 



Gewebes 390 ff.; Ort für die Mittel- 
punkte der gleichseitigen Hyperbeln 
eines G. 392. 

Gleichseitige Hyperbel vgl. Hyperbel. 

Gleichungen mit nur reellen Wurzeln 
67—72. 87; mit nur rein imaginären 
Wurzeln 75; vgl. auch kubische 
Gleichungen. 

Grenzpunkte eines Büschels von Kreisen 
336 f. 390. 401. 

Grundpunkte eines Kegelschnittbüschels 
131; ihr Doppelverhältniss 366 ff. 

Halbmesser eines Kegelschnitts zu ein- 
ander rechtwinklig 283. 

Harmonieale eines Punktes in Bezug 
auf ein Dreieck 255. 358. 

Harmonische Polaren, bezw. Pole vgl. 
conjugirte Polaren, bew. Pole. 

Harmonische Lage von Geraden, bezw. 
Punkten bei Kegelschnitten 277 f. 280 f. 
314 f. 344. 353. 392 f; vgl. auch con- 
jugirte Polaren, bezw. Pole. 

Harmonische Curve zweiter Ordnung 
146.159.370; zweiter Classe 144.370. 
888 f.; Kegelschnitte eines Büschels 
369 ff. 

Hauptaxen, Transformation eines K. auf 
die Hauptaxen 85. 91 ; vgl. auch Axe. 

Hermite^sche Curve s. Cayley^sche Curve. 

Hessiane als Combinante 382 f.; eines 
Gewebes 226 f. 240. 387; als Cayley'sche 
Curve eines Netzes 230. 240. 388f.; 
conjugirte Tangenten der H. eines 
Gewebes 226. 229; umhüllt von den 
Trägem der Punktepaare des Gewebes 
226 f.; eines Netzes 218—222. 2d0f. 
240. 384; als Cayley'sche Curve eines 
Gewebes 230. 240. 389. 405; conjugirte 
Pole der H. eines Netzes 219 ff. 224. 
229-232;; als Ort für die Spitzen der 
Geradenpaare des Netzes 220; eines 
Netzes von Kreisen 389 f. 

Höhen des Coordinatendreiecks 244. 330. 

Höhenfusspnnkte im Dreieck 248. 330. 

Höhenschnittpunkt des Coordinaten- 
dreiecks 246. 341. 345. 390 f. 413; ge- 
legen auf den dem Dreieck umschrie- 
benen gleichseitigen Hyperbeln 305. 
330 f.; Tangenten vom H. an die über 
den Seiten des Dreiecks als Durch- 
messern beschriebenen Kreise 391; 
Ort des H. bei gewissen eingeschrie- 
benen oder umschriebenen Kegel- 
schnitten 345 f. 348.; Relation zwischen 
H. und Mittelpunkt eines eingeschrie- 
benen K. 391. 

Hyperbel 46 ff. 52. 54 f. 108; ihre Gestalt 
49. 111; ihre Axen 110. 114; Defini- 
tion mit Hilfe der Brennstrahlen 121; 
conjugirte H. 111. 377; gleichseitige 
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H. 111. 266, Bedingung für dieselbe 
303, ihre coniagirien Durchmesser 266, 
ihr Directorkreis 338 f.; gleichseitige 
H. im Eegelschnittbuschel 330, in 
einer Schaar 361 ; Schnittpunkte zweier 
gleichseitiger H. 137; Büschel gleich- 
seitiger H. 330; umschriebene gleich- 
seitige H. gehen durch den Höhen- 
schnittpunkt 306. 330 f.; ihr Poldreieck 
380; Ort der Mittelpunkte umschrie- 
bener gleiche. H. 304 f., eingeschrie- 
bener gleichs. H. 304. 390 f.; Ort der 
Mittelpunkte gleichs. H. mit ge- 
gebenem Poldreieck 306, der gleichs. 
H. eines Gewebes 392; gleichs. H. als 
Mittelpunktskegelschnitt 862 ; con- 
jugirte Lage von gleichs. H. und 
Parabel 344; Enveloppe der Asym- 
ptoten der umschr. gleichs. H. 412. 

Integral, Anwendung von Poldreiecken 
bei gewissen I. 415 — 421, Transforma- 
tion der elliptischen I. auf die Normal- 
form 422—426. 

Inyarianten 77; ihr Gewicht 77; abso- 
lute 78; simultane 79. 81 f.; geome- 
trische Deutung von I. 161 — 166; Be- 
rechnung gewisser fundamentaler I. 
294 f. 

Involution conjugirter Pole 32, con- 
jugirter Polaren 44; Construction der 
Doppelstrahlen einer I. 335; Involu- 
tionscentrum 335. 

Kegelschnitt, seine Gleichung in Punkt- 
coordinaten 19, in Liniencoordinaten 
27. 39 f. 51. 82. »1. 113. 120; definirt 
mit Hilfe von Brennpunkt und Direc- 
trix 115. 117. 119, mit Hilfe der Brenn- 
strahlen 121. 187 fP.; bestimmt durch 
fünf Punkte 19 f. 121 f. 187, durch 
fünf Tangenten 40. 123; bestimmt 
durch das Brennpunktepaar und eine 
Tangente 191; specielle Formen der 
Gleichung eines K. 49 f. 83 ff.; um- 
schriebener E. 250. 254 f. 256 f. 295. 
297^304. 319. 345, bei gegebenem 
Mittelpunkt 250. 294. 320; coogruente 
umschr. E. 298; eingeschriebener E. 
250. 254f. 296. 297—304. 319 f. 346, 
bei gegebenem Mittelpunkt 251. 294. 
320; congruente eingeschr. E. 297 f.; 
mit gegebenem Poldreieck 83. 296 f. 
306. 320. 327, bei gegebenem Mittel- 
punkt 251. 295. 303. 320; mit ge- 
gebenem Poldreiseit und Mittelpunkt 
251.295; ausartende umschr. K 328 f., 
eingeschr. E. 328 f. 341; ausartende 
E. bei gegebenem Poldreieck 329, 
— Poldreiseit 328 f. 342; Eriterien für 



E. 54 f., bei schiefwinkligen Parallel- 
coordinaten 56; Art des umschrie- 
benen E. abhängig von der Lage des 
Mittelpunktes 25 1 ff. ; Art des eingeschr. 
E. abhängig von der Lage des Mittel- 
punktes 253, ebenso bei E. mit ge- 
gebenem Poldreieck 253 f.; Art derE. 
eines Büschels 356 — 359, einer Schaar 
359 ff.; Art des E., der durch drei 
Tangenten und einen Brennpunkt ge- 
geben 349 ff. 

Ereis als Ort von Punkten 57 ff. 110. 
266 f.; umhüllt von Geraden 57; aus- 
artend in eine im Endlichen und die 
im Unendlichen gelegene Gerade 59, 
in die doppelt zu zählende unendlich 
ferne Gerade 59 f., in ein circulares 
Geradenpaar 59; in das imaginäre 
Ereispunktepaar 57; in einen doppelt 
zu zählenden Punkt 57; Bedingungen 
für einen Ereis bei Punktcoordinaten 
96ff., bei Liniencoordinaten 178; Be- 
stimmung des Radius 294; umschrie- 
bener Ereis 267. 297. 301 ff. 306. 313. 
347 f. 892, Potenz in Bezug auf ihn 
818 ff., sein Mittelpunkt 246. 341. 348; 
der umschr. Ereis als Ort der Brenn- 
punkte der eingeschr. Parabeln 347 f. 
361 f. 407. 414; ein- und angeschrie- 
bene Ereise 267 f., ihre Mittelpunkte 
246. 306; mit gegebenem Dreieck als 
Poldreieck 268 f. 297. 304. 313. 845. 
390 f., Potenz in Bezug auf ihn 319 f.; 
Feuerbach'scher Ereis 304 f. 313. 349. 
352, Potenz in Bezug auf ihn 3 19 f.; 
concentrische Ereise 172 f. ; im Eegel- 
schnittbuschel 331. 362; Ereisbüschel 
336, seine Grenzpunkte 8S6f.390.401; 
mit zwei Brennstrahlenpaaren als 
Tangenten 187ff. ; mit Focalsehne als 
Tangente, Pol der Sehne als Mittel- 
punkt 192; über der Hauptaxe als 
Durchmesser 184 f.; über gegebener 
Strecke als Durchmesser 269 f.; Ort, 
von welchem zwei Ereise gleich gross 
erscheinen 317. 

Ereispunktepaar, imaginäres 57. 60. 62. 
113. 266 f. 326 f. 389 ; conjugirte Polaren 
in Bezug auf dasselbe 62; conjtigirte 
Pole 95. 

Eriterien für die Eegelschnitte 54 f.; 
bei schiefwinkligen Parallelcoordi- 
naten 56. 

Erümmungskreis bei Curven ^^' Classe 
208 f. 

Erümmungsmittelpunkt bei Eegelschnit- 
ten 202. 212 f.; bei Curven n*« Ord- 
nung 213; bei Curven ik*«' Classe 209 ffl 
878 f. 

Erümmungsradius bei Eegel schnitten 
212 f., bei Curven n*« Ordnung 218, 
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bei Garven k^ Classe 212. 379; von 
gleicher Länge bei einem Kegelschnitt 
377 f., bei Curve n*" Ordnung 878, 
bei Curve ¥^ Classe 378. 

Kubische Form, bin&re 363—366; ihre 
Discriminante 364 f. 371. 374; ihre 
Hesse'sche Covariante 363—367. 369 f. 
373; ihre kubische Covariante 363 £F. 
367. 369 f. 

Kubische Gleichung bei der Transforma- 
tion auf die Hauptaxen 86; zur Be- 
stimmung der Geradenpaare eines 
Bfischels 132—136. 149—162 ; zur Be- 
stimmung der Punktepaare einer con- 
focalen Schaar 166. 168. 

Liniencoordinaten, Gleichung des Kegel- 
. Schnitts in 27. 39f. 61. 82. 91. 113. 120 ; 
Transformation der L. 17. 

Mitte einer Strecke 244. 

Mittelloih einer Strecke 244, der Seiten 
des Coordinatendreiecks 246. 

Mittelpunkt des Kegelschnitts 26. 31 f. 
43. 91. 266; seine Lage 114; trigonale 
oder tetragonale Lage des M. bei 
umschr. K. 261 ff., bei eingeschr. K. 
263; bei K. mit gegebenem Foldreieck 
263 f.; des umschr. Kreises 246. 341. 
348, der ein- und angeschr. Kreise 
246. 306 , des Kreises mit gegebenem 
Poldreieck 268 ; Ort der Mittelpunkte 
umschr. K. mit Nebenbedingungen 
296. 297—300; Ort der M. eingeRchr. 
K. mit Nebenbedingungen 296. 298 ff.; 
Ort der M. von Kegelschnitten bei 
gegebenem Poldreieck und Neben- 
bedingungen 296. 366 f.; Ort der con- 
cenfr. Kegelschnitte mit Nebenbe- 
dingungen 300 f.; Ort der M. umschr. 
gleichseitiger Hyperbeln 304 f., ein- 
geschr. gleichs. Hyperbeln 304. 390 f.; 
Kreis als Ort der M. der gleichseitigen 
Hyperbeln eines Gewebes 392; Di- 
rectrix der Parabel als Ort ffir M. 
von Kreisen, die Poldreiecken der 
Parabel umschrieben sind 344; Ort 
der M. einer Schaar 200. 366 f. 369— 
362 ; Relation zwischen M. und Höhen- 
Schnittpunkt des Dreiecks, dem ein 
Kegeltfchnitt eingeschr. 391. 

Mittelpunktslinie, Kegelschnitte mit 
26. 31 f. 

Mittelpunktskegelschnitt eines Büschels 
198 f. 364ff.; Art desselben 366— 369; 
gleichseitige Hyperbel als Mittel- 
punktskegelschnitt 362. 

Netz von Kegelschnitten, Definition 219; 
von K. mit einem, zwei oder drei ge- 



meinsamen Paukten 884—387; mit 
einer Doppelgeraden 887 f.; mit zwei 
Doppelgeraden 388 f. 396—400; mit 
gemeinsamem Poldreieck 389; gebildet 
durch die Directorkreise der Kegel- 
schnitte eines Gewebes 390*; gebildet 
durch die Directorkreise der einem 
Dreieck eingeschr. Kegelschnitte 890 f. 

Newton'scher Satz 277. 

Normal, Bedingung, dass zwei Geraden 
zu einander normal 13. 62; vgl. auch 
orthogonal. 

Normale zu einer Geraden 244. 248; 
eines Kegelschnitts 273. 363; gleich- 
seitige Hyperbel durch die Fusspunkte 
der von einem Punkt nach einem K. 
gezogenen Normalen 203 ff. 381; von 
einem Punkte nach einer Curve n*" 
Ordnang 204. 379, deren Fusspunkt 
382; von einem Pnnkte des umschr. 
Kreises auf die Seiten eines Dreiecks 
ffefällt 348; Ort der Punkte, aus 
denen sich bei Kegelschnitten vier 
N. von gegebenem Doppelverhältniss 
ziehen lassen 381 f. 

Normalencentrum einer Geraden 13. 24. 
86. 90. 244; Polare des Normalen- 
centrnms 86. 

Normalform, Gleichung der Geraden in 
der 10; N. der elliptischen Integrale 
422—426. 

Orthogonalkreis eines Netzes von Sjneisen 

389—392. 
Orthogonalschneiden zweier Kreise 318. 

337; vgl. anch normal. 

Parabel 46. 60. 62. 64 f. 109; ihre Ge- 
stalt 50. 112; Aze derselben 103.116. 
289; Scheitel 106. 117; Scheiteltan- 
gente 104 f. 289; Parameter 106. 117. 
290; Berührungspunkt mit der un- 
endlich fernen Geraden 101 ff. 106; 
Brennpunkte 116; Directrix 117. 342 f.; 
Directxix als Ort der Schnittpunkte 
rechtwinkliger Tangenten 148 f.; Di- 
rectrix als Ort für die Mittelpunkte 
von Kreisen, die Poldreiecken der 
Parabel umschrieben 344; Scheitel- 
tangente als Ort der Fusspunkte von 
Lothen, die vom Brennpunkt auf 
Tangenten gefällt 186; Definition mit 
Hilfe von Brennpunkt und Directrix 
118ff. 326; confocale P. 176 f.; Steiner- 
sche P. 201 f. 409; Parabeln im Kegel- 
schnittbuschel 199. 331. 367 ff. 362; 
Axen zweier P. zu einander normal 
331. 411. 416; Schaar von P. mit ge- 
gebenem Poldreiseit 327. 349; Direc- 
tricen einer Schaar von Parabeln 340 f. ; 
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Directricen der P. mit gegebenem 
Poldreiseit 341 f.; Schaar eingeschrie- 
bener P., ihr Poldreiseit 330, ihre 
Directricen 341. 392; Directricen der 
P. eines Gewebes 392; Dreieck einer 
P. umschrieben 347; Kreis durch Pol- 
dreiecke einer P. 344; umschriebener 
Kreis als Ort für die Brennpunkte 
eiogeschr. Parabeln 347 f. 361 f. 407; 
Feuerbach'scher Kreis als Ort für die 
Brennpunkte tou Parabeln mit ge- 
gebenem Poldreiseit 347. 362. 411; 
conjugirte Lage von P. und gleich- 
seitiger Hyperbel 344; Parallele zur 
Axe der P. 264 ; Enveloppe der Azen 
der eingeschr. P. 414; Enveloppe der 
Axen von P. mit gegebenem Pol- 
dreiseit 410f. 413; Enveloppe der 
Scheiteltangenten der eingeschr. P. 
412, der P. mit gegebenem Poldrei- 
seit 416. 

Parallele zu einer Geraden 243; zur 
Aze der Parabel 264. 

Parallelenpaar 60 f. 64. 106 f. 109; be- 
stehend aus Tangenten eines K 262. 

Parallelogramm, einem K. eingeschrieben 
280. 282, umschrieben 279. 281 f. 

Parameter der Parabel 106. 117. 290. 

Pascal'sche Gerade und Satz von Pascal 
126 ff. 

Pascal'sches Sechseck 127. 

Pol einer Geraden in Bezug auf einen 
Kegelschnitt 42; Pole einer Geraden 
in Bezug auf eine Schaar 200, eine 
confocale Schaar 363, in Bezug auf 
ein Büschel 196f.; Involution con- 
jugirter Pole 32. 

Polare eines Punktes in Bezug auf einen 
Kegelschnitt 23 f. 26. 264; Polaren 
eines Punktes in Bezug auf ein Büschel 
196, in Bezug auf eine Schaar 200; 
Geradenpaar aus harmonisches Polaren- 
paar zu einem K. 164; Involution 
conjugirter Polaren 44; (n — k)^ Polare 
22; lineare P. eines Punktes in Be- 
zug auf ein Dreieck 266 f.; konische 
P. eines Punktes in Bezug auf ein 
Dreieck 266f. 269. 316. 368; innere 
P. eines Punktes in Bezug auf eine 
Curve 314. 

Poldreieck 32f. 266.283.327.330; beim 
Kegelschnittbüschel 138 ff. 206 f. 327; 
beim Kreisbüschel 336; Prodnct d. 
Seiten d. gemeinsamen P. eines Büschels 
369 f.; einem K. eingeschrieben 162 f. 
343 ff. 371; bei umschriebenen gleich- 
seitigen Hyperbeln 330; Ort der Mittel- 
punkte der gleichseitigen Hyperbeln 
mit gegebenem Poldreieck 306 ; Kreis 
™it gegebenem Dreieck als Poldreieck 
268 f. 297. 304. 313. 346. 390f.; An- 



wendung der P. bei gewissen Inte- 
gralen 416—421. 

Poldreiseit 44.330; bei der Kegelschnitt- 
schaar 146. 207. 327; Schaar von 
Parabeln mit gegebenem P. 327.349; 
einem K. umschrieben 161. 163. 344 ff.; 
Ort der Brennpunkte von K. bei ge- 
gebenem P. 348 f. 362. 

Polkegelschnitt einer Geraden 197 f. 388; 
seine Anwendung bei Bildung der 
Gleichung der Cayley'schen Curve 226. 

Polviereck einer Curve zweiter Classe 
392 f.; Polviereck für Parabeln 413. 

Polvierseit eines Kegelschnitts 221. 

Potenz eines Punktes in Bezug auf einen 
Kreis 99 f. 317. 318—328; in Bezug 
auf einen Kegelschnitt 346; eines 
Punktes in Bezug auf den umschr. 
Kreis 318ff.; in Bezug auf den Feuer- 
bach^schen Kreis 319 f.; in Bezug auf 
den Kreis mit gegebenem Dreieck als 
Poldreieck 3 19 f.; eines Kegelschnitt- 
centrums in Bezug auf den einem 
Poldreieck umschr. Kreis 344; Quotient 
aus Potenz und Quadrat des Abstandes 
eines Punktes von einer Geraden 321 ff. 

Potenzlinie zweier Kreise 69. 267. 317 f. 
336. 390; der Directorkreise zweier 
eingeschr. Kegelschnitte 391 f. 

Potenzmittelponkt 267. 326. 389. 

Projective Punktreihe vgl. Punktreiiie. 

Projective Strahlenbüschel vgl. SUahlen- 
büschel. 

Punkt, seine Gleichung 6. 

Punktcoordinaten 2, ihre Transformation 
14 ff. 88. 92. 

Punktepaar 40. 44. 62 f. 66.263; Trilger 
eines P. 44; kubische Gleichung zur 
Bestimmung der Punktepaare einer 
confocalen Schaar 166. 168. 

Punktreihe, Definition der Kegelschnitte 
durch projective P. 124; Construction 
entsprechender Punkte zweier pro- 
jectiver P. 126 f. 326. 

Badicalaze, vgl. Potenzlinie. 
Realität der Schnittpunkte bei Kegel> 
schnitten, vgl. Schnittpunkte. 

Schaar von Kegelschnitten, ihre Defini- 
tion 146; Punktepaare in einer Schaar 
146 ; Kegelschnitte einer Schaar durch 
einen gegebenen Punkt 146 f.; Mittel- 
punkte aer K. einer Seh. 200. 365 f. 
369—362. 

Schnittpunkte von Gerade und Kegel- 
schnitt 20 f. 33 ff. 41; der Seiten eines 
Dreiecks mit einem K. 34. 267; Doppel- 
verhältniss der Sehn, von Gerade und 
Kegelschnitt zu zwei Punkten auf 
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der Geraden 21. 68; Sehn, zweier 
KeKelschnitte 131. 140f. 144f. 206f. 
327; Lage derselben bei einfacher 
Beruhrang 184. 874£F., bei doppelter 
Beruhrang 184. 876f. , bei Osculation 
186 f. 875 f.; vier zasammenfallende 
Sehn. 136. 876 f.; Realitätskriterien der 
Sehn, zweier K. 871 — 876; Scbn. 
zweier gleichseitiger Hyperbeln 187; 
TOD Kegelschnitt und Kreis 362; 
Verbindungslinie eines Punktes mit 
Sehn, zweier Geraden 248; Sehn, 
zweier Tangentenpaare eines K. 277 f. 

Schwerlinien des Coordinatendreiecks 
248. 

Schwerpunkt des Coordinatendreiecks 
246 f.; als Mittelpunkt einer eingeschr. 
Ellipse 255. 816, einer nmschr. Ellipse 
258 f. 

Sehne, Länge einer S. beim Kegelschnitt 
271 f.; Mittelpunkt der S. 262; Kegel- 
schnittsehnen von gleicher Länge 272; 
drei K. mit gemeinsamer S.826. 885 f.; 
Netz von K. mit gemeinsamer S. 885 f. ; 
constantes Verhultniss der durch eine 
Gerade ausgeschnittenen S. zweier 
Kreise 894 ff. ; Kreis über Kegelsehnitt- 
sehne als Durchmesser 270. 

Semiparameter 117 f.; 

Steiner*8che Curve dritter Classe 4t0 — 
415; Steiner'sche Parabel 201 f. 409. 

Strahlenb tisch el, Definition der Kegel- 
schnitte durch projective S. 123; Con- 
Btruction entsprechender Strahlen 
zweier projectiver S. 125 f. 

Strecke, Mitte einer S. 244; Mittelloth 
244; Mittelloth der Seiten des Coor- 
dinatendreiecks 245; Ort der Punkte, 
von denen eine S. unter gegebenem 
Winkel erscheint 276; Ort der Punkte, 
von denen zwei S. unter gleichen 
oder supplementären Winkeln er- 
scheinen 339. 407 ff. 

Sturm, Sturm-Desargues^scher Satz 142 f. 

Supplementarsehnen 280. 



Tangente eines Kegelschnitts 24. 27. 42. 
44. 280; T. und Kormale in einem 
Punkte eines K. 358; Stuck einer T. 
zwischen Berührungspunkt und Di- 
rectrix gelegen 194; Tangentenpaar 
von einem Punkt au einen K. 21. 23. 
41. 45. 264 f.; die zugehörigen Berüh- 
rungspunkte 259 f.; von der Spitze 
eines Geradenpaars an einen K. 164f.; 
T. von den Ecken eines Dreiecks an 
einen K. 257 f.; parallele T. 262; Be- 
dingung für reelle oder imaginäre 
Tangenten von einem Punkte an einen 
K. 261; Tangentenpaar indenSchnitt- 

Oundelfinger, Vorlesiingon, 



punkten von Gerade und K. 46. 269 ff.; 
Winkel der von einem Punkte an 
einen K. gezogenen T. 274 ff.; Winkel 
der an confocale K. gezogenen Tan- 
gentenpaare 147; rechtwinklige T. 
an einen K. 148, speciell an eine 
Parabel 148 f.; Schnittpunkte zweier 
Tangentenpaare eines K. 277 f.; Rela- 
tion zwischen sechs T. eines K. 234; 
T. an die Kegelschnitte einer Schaar 
146; rechtwinklige T. an die einzelnen 
K. einer Schaar 340; Doppelverhält- 
niss der vier gemeinsamen T. einer 
Schaar 867 £; gemeinsame T. zweier 
K. 138f. 141. 145. 206, Realitätskrite- 
rien derselben 377; constante Summe 
oder Differenz der an zwei Kreise ge- 
zogenen T. 328 ff.; drei Kegelschnitte 
mit zwei gemeinsamen T. 326. 

Tetragonale oder trigonale Felder 2; 
Kriterium für tetrag. oder trig. Lage 
eines Punktes 242 f. ; Product der Ab- 
stände eines Punktes von den Seiten 
des Coordinatendreiecks bei trig. oder 
tetrag. Lage des Einheitspunktes 241 ; 
Product der Höhen des Coordinaten- 
dreiecks bei trig. oder tetrag. Lage 
des Einheitspunktes 241 ; Art der um- 
schriebenen K. bei trig. oder tetrag. 
Lage des Mittelpunktes 251 ff., das- 
selbe für die eingeschriebenen K. 253, 
für die K. mit gegebenem Poldreieck 
268 f. 

Transformation der Punktcoordinaten 
14 ff. 88. 92; der Liniencoordinaten 
17. 89. 92; eines K. auf die Haupt- 
axen 85. 91. 

Trapez, Schnittpunkt der zwei nicht 
parallelen Gegenseiten eines einem K. 
umschr. T. als Brennpunkt einer 
Parabel 195. 

Trigonal, vgl. Tetragonal. 

Unendlich ferne Gerade, vgl. Gerade. 

Viereck, Mittelpunkte der sechs Seiten 
eines vollständigen V. 199; Halbi- 
rungslinien der Winkel zwischen den 
Gegenseiten eines vollständigen V. 
362 f. 

Vierseit, umschriebenes 278. 332 f.; 
Kreise über den Diagonalen eines 
vollständigen V. 340; zwei Gegen- 
ecken eines umschr. V. als Brenn- 
punkte eines anderen Kegelschnitts 
195; Ort der Brennpunkte für die 
einem V. eingeschr. K. 404—409. 

Wechsel schnitte 403 f. 
Wechselsehnen 400 ff. 

28 
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Winkel zweier Geraden 11 ff. 68 ff. 273 f., 
als Doppelyerli&ltnissedf.; Halbirimgs- 
linie des W. zweier Geraden 243 f.; 
W. zweier conjugirier Durchmesser 
276 f. 282; W. der von einem Punkt 
an einen E. gezogenen Tangenten 
274 ff.; W. der an confocale E. ge- 
zogenen Tangentenpaare 147; W. 
zwischen Tangente und Brennstrahlen 



des Berahrnngspnnktes 190; Ort der 
Punkte, von denen eine Strecke 
anter gegebenem W. erscheint 276; 
Ort der Punkte, von denen zwei 
Strecken unter gleichen oder sup- 
plementären W. erscheinen 339. 
407 ff. 

■ 

Zwischenform 83. 
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